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要　旨
本稿では、金融機関でのリスク計測における問題点の 1つである短期間の市
場変動から長期間の市場変動への調整方法（保有期間調整）に注目して分析を
行う。保有期間調整の代表的な手法としてルート t倍法やムービング・ウィン
ドウ法が挙げられるが、どちらの手法も本質的な問題が解決されないまま金
融機関のリスク管理実務に利用されている。ルート t倍法については、先行研
究で提案された各手法の修正案を取り上げ、本邦の大手金融機関のエクスポー
ジャーに即して有効性の検証を行う。また、リスクを合算する際の保有期間調
整についても取り上げ、相関係数に対する保有期間調整方法を提案し、その有
効性を検証する。ムービング・ウィンドウ法については、実際の市場データの
特性を考慮した場合の影響について分析する。本稿の分析を通じて、保有期間
調整において各手法がもつモデル・リスクの大きさを明らかにする。

キーワード： リスク管理、市場リスク、リスク合算、保有期間調整、ルート
t倍法、ムービング・ウィンドウ法
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1. はじめに

金融機関でのリスク管理実務では、市場リスクを計測する際に、金融資産の市場
レート変動が独立な多変量正規分布に従うことを暗黙に仮定していることが多い。
こうした仮定はリスク量計測を簡便化するための前提であるが、実際の市場変動は
この前提を満たしていないことが問題となっている。具体的には、（1）現実の金融
資産の市場レート変動は正規分布よりもファットテイルである（裾が厚い）とい
う問題、（2）市場リスク計測に用いるリスク・ファクターとなる複数資産の収益率
の相関は多変量正規分布で想定される相関よりも裾での依存性が強いという問題、
（3）リスク量の計測対象期間である保有期間が長期である場合に、短期間のデータ
から計測されたリスク量をどのように調整すべきかという問題、の 3つが挙げられ
る。これらの 3つの問題のうち、前者の 2つについては、正規分布を仮定せずに過
去の変動をそのまま利用するヒストリカル法をはじめとして多様な手法や考え方が
提案され、実務で利用されている。一方、3つ目の保有期間調整の問題については、
市場変動が独立な正規分布に従うとの前提を置いたルート t倍法やデータの独立性
を確保できないムービング・ウィンドウ法での対応が実務的に利用されており、本
質的な問題解決はなされていない。
市場リスクを計測するリスク指標としては、1990年代からバリュー・アット・リ
スク（Value at Risk：VaR）が一般的に用いられている。Basel Committee on Banking

Supervision [1996]では、規制上の所要自己資本の算定方法として、トレーディング
勘定の市場リスクについては内部モデルによる VaRの利用が認められ、保有期間
については 10日間としていた。これは、トレーディング勘定のリスク・ポジショ
ンは 10日以内にポジションを解消またはヘッジできるとの前提があったためと考
えられる。しかしながら、リーマンショックにおいて、市場流動性が突然低下する
と、市場価格に重大な影響を与えずに流動性の低いポジションを速やかに解消や
ヘッジすることが困難になることが明らかになった。そのため、バーゼル銀行監
督委員会が 2013年に公表した Basel Committee on Banking Supervision [2013]（「ト
レーディング勘定の抜本的見直し：マーケット・リスク枠組みの改定」）では、流動
性ホライズン1 の導入が提案されている。この提案では個々のリスク・ファクター
に対して 10日、1ヶ月（20日）、3ヶ月（60日）、6ヶ月（120日）、1年（250日）
という 5つのホライズンが設定されており、保有期間調整にはムービング・ウィン
ドウ法による調整が提案されている。このような保有期間の長期化に伴い、リスク

..................................
1 流動性ホライズンは「ストレスのかかった市場環境の中で、ヘッジ商品の価格を変動させることな
く、リスク・ファクターに対するエクスポージャーを解消するために行う取引執行に必要な時間」と
定義されている。VaR算出における保有期間に相当する。
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量の保有期間の調整による影響への注目度が近年高まっている。
本稿では、こうした市場リスク量の保有期間の調整について、その代表的な手
法であるルート t 倍法とムービング・ウィンドウ法を取り上げ、その前提と問題
点などを整理する。その上で、本邦の金融機関のポートフォリオを踏まえて、市
場の実態に即した修正方法として提案されている方法の検証を行う。なお、Basel

Committee on Banking Supervision [2013]では VaR に代わる新たなリスク指標とし
て期待ショートフォール（Expected Shortfall：ES）が提案されているが、本稿では
これまで利用されてきた VaRに注目し、ESとの比較には踏み込まない。
本稿の構成は以下のとおりである。2 節では、従来の保有期間調整方法として
ルート t倍法とムービング・ウィンドウ法を説明する。3節では、計測対象のポー
トフォリオのリスク・ファクターとなる市場データの基本統計量を確認する。4節
では、1 変量のルート t 倍法の調整方法として、Wang, Yeh, and Cheng [2011] と
Kinateder and Wagner [2014]の調整方法を紹介する。また、5 節では、リスクの合
算における保有期間調整についての考察を行い、保有期間が揃っている場合の保
有期間調整方法と保有期間が異なっている場合に分け、実務への応用を考慮した
調整方法を提案する。6 節では、ムービング・ウィンドウ法の調整方法として、
Sun et al. [2009]を取り上げ、この調整方法の有効性を検討した上で、多変量への拡
張を行う。7節では、今後の課題を交えながら本稿で得られた結果をまとめる。

2. 保有期間調整の手法

従来の保有期間調整方法には、保有期間 1日で求めたリスク量 VaR、ESを多期
間に延ばすルート t倍法と、保有期間 n日間の収益率についてデータを重複させな
がら計測するムービング・ウィンドウ法がある。本節では、これらの手法の前提と
その問題点について整理する。

（1） ルート t倍法

ルート t倍法は保有期間 1日の VaR、ESを多期間の VaR、ESに調整する、また
は日次収益率のデータを多期間の収益率のデータに調整する際に使用される手法で
ある。ルート t倍法による調整は金融機関のリスク管理の実務において、幅広く使
用されており、バーゼル規制上のリスク・アセット算出でも、使用が認められた手
法である（Basel Committee on Banking Supervision [1996]）。これは日次の収益率が
独立同一分布かつ平均 0の正規分布に従っていれば、保有期間 n日間の VaR、ESお
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よび収益率の標準偏差は
√

n倍になるという性質を使った調整方法である。しかし
ながら、実際の市場データは、上記の前提に従っていないことが、数多くの先行研
究で示されており、その前提から乖離した状況でルート t倍法を使用すると、誤っ
たリスク評価になる可能性がある。

（2） ムービング・ウィンドウ法

ムービング・ウィンドウ法は n日間収益率の計算において、重複を許して n日分
の日次収益率を使用する方法2 であり、「トレーディング勘定の抜本的見直し：マー
ケット・リスク枠組みの改定」においても保有期間調整方法として提案されてい
る。具体的には、過去 T 日間の日次収益率のデータ rt ( t = 1, 2, . . . , T )が得られて
いるときに、n日間収益率 Rn

t (t = 1, 2, . . .)を

Rn
1 = r1 + r2 + · · · + rn , Rn

2 = r2 + r3 + · · · + rn+1, . . . ,

と定義するものである。この手法のメリットは、長期の収益率を生成する場合で
も、日次収益率のデータ数とほぼ同等のデータ数を得ることができることである。
一方、重複を許しているため、各長期収益率に強い系列相関があることが問題とさ
れている。

3. 市場レート変動の統計的な性質

本節では、実際の市場における金融資産の例として主要 4ヵ国（日本、米国、英
国、ドイツ）の株式、債券（5年国債）を取り上げ、そのレート変動の性質を統計
的に把握する。これにより、2節（1）で示したルート t倍法による保有期間調整の
手法の前提が成立しているか否かを検討する。
使用するデータは以下のとおりであり、各データに対する基本統計量は表 1のと
おりである。

• 株価：東証株価指数（TOPIX）、ニューヨーク・ダウ（Dow）、FTSE100種総合株
..................................
2 一方、重複なしで n日間収益率を計算する方法を、ボックス=カー法と呼ぶ。この方法では、過去 T

日間の日次収益率データが与えられていても、リスク量算出に用いることができるデータ数（サン
プルサイズ）は (T − 1)/nとなる。そのため、例えば、T = 2,500日（10年）と長期データを利用して
も、n = 60日（3ヶ月）間の収益率を対象とした場合には、データ数が 41個となり、99％VaRを安
定的に求めることはできなくなる。

4 金融研究/2016.4



市場リスク計測における保有期間調整について

表 1 主要国の株価収益率・国債金利変化幅の基本統計量

備考： ∗1 ジャック=ベラ検定臨界値 4.61（10％）、5.99（5％）、9.21（1％）。
∗2 Diebold [1988] の方法を用い、不均一分散性を調整。リュング=ボックス検定 臨界値 15.99

（10％）、18.31（5％）、23.21（1％）。

価指数（FTSE100）、ドイツ株価指数（DAX）の対数収益率（％）
各営業日の終値の対数階差を 100倍して算出

• 債券：日本国債、米国債、英国債、独国債の 5年債金利（％）
Bloombergで算出される各営業日のジェネリック金利の階差で算出

• データ期間：2004年 10月 1日～2014年 9月 30日（10年間）

いずれの株式、債券（金利）も変動の平均の 0からの乖離が標準誤差の 2倍（約
5％有意水準）内に収まっており、非ゼロの有意性はないので、平均 0の仮定は満
たしている。一方、歪度、尖度については、正規分布3 から有意に乖離しており、
ジャック=ベラ検定でも正規性を有意に棄却していることが分かる。LB(10)はリュ
ング=ボックス統計量であり、10次までの自己相関がすべて 0 であるという帰無
仮説を検定している。また、リュング=ボックス統計量は、分散不均一性がある場
合にそのまま使うと帰無仮説を過剰に棄却してしまうため、Diebold [1988]の方法
により分散不均一性を調整している4。この統計量によると、株式の日次収益率で
は有意水準 10％でも帰無仮説は受容されるため、自己相関はないとみなすことが
できる。一方、債券の日次収益率において、リュング=ボックス統計量が有意水準
10％で棄却されるものについては自己相関の影響を検討する必要がある。
また、日次収益率の 2乗ではすべて、有意水準 1％でも帰無仮説は棄却されてい

..................................
3 正規分布の歪度は 0、尖度は 3である。
4 渡部［2000］1.5.1節を参照。
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る。収益率の 2乗はボラティリティの代理変数と考えられるので、このことはボラ
ティリティに有意な自己相関があることを示唆している。実際のマーケットにおい
て、収益率のボラティリティは一旦上昇（低下）すると、その後しばらくの間ボラ
ティリティの高い（低い）日が続くこと5 が知られており、これは上記の結果と整
合的である。
この分析の結果、実際の市場データの変動はルート t倍法の仮定である独立同一
分布かつ正規分布という仮定を満たしていないことが分かる。そのため、収益率
データの性質を考慮しないまま、ルート t倍法を使用するとリスク量を正確に計測
できない可能性がある。このことを踏まえ、4節では先行研究を整理し、本節で使
用した市場データを用いて検証を行う。

4. ルート t倍法の問題点および先行研究における修正案

（1） 市場データの特性を考慮した場合のルート t倍法のバイアス

3節で示したとおり、実際の市場データの変動はルート t倍法の仮定を満たして
いない。Wang, Yeh, and Cheng [2011]は、ルート t倍法の仮定（独立同一分布かつ
平均 0 の正規分布）が満たされない場合に、ルート t 倍法を使用した際のバイア
スについて考察している。分析では、まず、市場データの変動を (1)式のように
ARMA(1,1)-GARCH(1,1)-Jump6モデルで表現している。

rt = μ + φ1rt−1 + εt + θ1εt−1 + Jt,

εt = σtzt , σ
2
t = ω + βσ

2
t−1 + αε

2
t−1,

zt ∼ i.i.d. N (0, 1) .

(1)

そして、(1)式のモデルの各パラメータがルート t倍法に与える影響について、シ
ミュレーションで分析し、その結果を表 2 のように与えている。ここでは、エク
スポージャーは 1単位、ベンチマークとなる VaR(10)については、(1)式をシミュ
レートした値で保有期間 10日間の VaRを算出している。
表 2のとおり、市場データの特性によって、ルート t倍法（

√
10VaR(1)）は過小

..................................
5 この現象はボラティリティ・クラスタリングと呼ばれる。
6 Jt は複合ポアソン過程で、ジャンプ強度 λ、ジャンプ幅 N(0, σ2

j )に従う。

6 金融研究/2016.4
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表 2 Wang, Yeh, and Cheng [2011]の分析結果

備考：その他パラメータ：φ1 = θ1 = λ = σ j = 0, σt = 0.05。 備考：その他パラメータ：μ = θ1 = λ = σ j = 0, σt = 0.05。

備考：その他パラメータ：μ = φ1 = λ = σ j = 0, σt = 0.05。 備考：その他パラメータ：μ = φ1 = θ1 = λ = σ j = 0。

備考：その他パラメータ：μ = φ1 = θ1 = λ = σ j = 0,
σt = 0.05。

備考：その他パラメータ：μ = φ1 = θ1 = 0, σt = 0.05。

評価にも過大評価にもなりうる。実際に市場リスクを計測する場合、このバイアス
が発生していることに注意する必要がある。以下では、①自己相関がある場合、②
ボラティリティ・クラスタリングがある場合、③ファットテイル性がある場合の先
行研究について整理する。

（2） 自己相関がある場合のルート t倍法の修正

Wang, Yeh, and Cheng [2011]は、収益率に自己相関がある場合に対して、1期間
の分散と n期間の分散の比を使った修正ルート t倍法を提案した。まず、(2)式の
ように、n期間の分散と 1期間の分散の n倍の比を表現する。

VR (n) =
var

[
Rn

t
]

n · var[rt]
=

1
n · var[rt]

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

n−1∑

i=0

n−1∑

j=0

cov(rt−i, rt− j)

⎫
⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

=
1

n · var[rt]

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

n · var [rt] + 2
n−1∑

k=1

(n − k) cov(rt, rt−k)

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

= 1 + 2
n−1∑

k=1

(

1 − k
n

)

ρk. (2)
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ここで ρk は k次の自己相関を表す。ルート t倍法の仮定である独立性が満たされて
いる場合は、自己相関は 0のため、VR(n)は 1となる。Wang, Yeh, and Cheng [2011]

は、(2)式の VR(n)を使用して、n期間の VaR算出において (3)式のような修正ルー
ト t倍法による VaR（MVaR(n)）を提案した。

MVaR (n) =
√

n × VR (n) × VaR (1) . (3)

(3)式を使用することにより、自己相関を考慮したルート t倍法による保有期間調
整が可能となる7。

（3） ボラティリティ・クラスタリングがある場合のルート t 倍法の
修正

Kinateder and Wagner [2014]は、株価収益率そのものの自己相関よりも収益率の
絶対値に強い自己相関があること（ボラティリティ・クラスタリング）を勘案して
ルート t倍法の修正方法を提案した。具体的には、収益率の絶対値の自己相関と時
系列データの長期記憶性を表すハースト指数 H (0 < H < 1)を使用して、1期間の
ボラティリティの長期間のボラティリティへの換算式を提案した。ハースト指数
Hは 0.5を境に、これより高い場合には長期記憶性、低い場合には短期記憶性、0.5

の場合にはランダム・ウォークになることが知られている。
なお、補論 2で示しているように、各収益率の絶対値の自己相関の緩やかな減衰
が観察されており、時系列データの自己相関の長期記憶性が認められる。そこで、
まずは、長期記憶性の厳密な検証のため、補論 2の図 A-1、図 A-2の各市場レート
の収益率の絶対値に関して、ハースト指数を算出する。表 3では、収益率の絶対値
のハースト指数に加え、比較のために各市場レート変動およびその 2乗についても

表 3 市場レート変動とその 2乗および絶対値のハースト指数

備考：ハースト指数 0.5 に対する 5％有意水準：（0.398, 0.597）。

..................................
7 3節の市場データに対して修正ルート t倍法を適用した結果については、補論 1を参照。
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ハースト指数を算出した8。表 3 から、収益率の絶対値や 2 乗のハースト指数は、
0.5から有意に乖離しており、長期記憶性があることが分かる。これは、3節のリュ
ング=ボックス検定の結果とも整合的である。

Kinateder and Wagner [2014]は、ボラティリティ・クラスタリングを表現するた
めに、(4)式の GARCH(1,1)モデルを使用した。一方で、株価収益率そのものには
自己相関がないものと仮定した。

rt = εt = σtzt, zt ∼ i.i.d. N (0, 1) ,

σ2
t = ω + βσ

2
t−1 + αε

2
t−1. (4)

この GARCH(1,1) モデルを使用すると、時点 t における n 期間のボラティリティ
の条件付期待値は時点 t のボラティリティ σt と無条件期待値 σ(σ2 = E

[
σ2

t

]
=

ω/(1 − β − α))を使って、(5)式のように表現できる。

σ2
t+τ−1 = E

[
σ2

t+τ−1

∣∣∣Ft−1

]
= E

[
ω + βσ2

t+τ−2 + αε
2
t+τ−2

∣∣∣Ft−1

]

= E
[
ω + βσ2

t+τ−2 + ασ
2
t+τ−2z2

t+τ−2

∣∣∣Ft−1

]

= E
[
(1 − β − α)σ2 + (α + β)σ2

t+τ−2

∣∣∣Ft−1

]

= E
[
σ2 + (α + β) (σ2

t+τ−2 − σ2)
∣∣∣Ft−1

]

= σ2 +
(
σ2

t − σ2
)

(α + β)τ−1 ,

σ2
t,n =

n∑

τ=1

σ2
t+τ−1 = nσ2 +

n∑

τ=1

(
σ2

t − σ2
)

(α + β)τ−1.

(5)

(5)式より、GARCH(1,1)モデルの場合、時点 t+τ−1のボラティリティは、(α + β)τ−1の
オーダーで減衰していくことが分かる。Kinateder and Wagner [2014]では、(α + β)τ−1

の減衰のスピードが速く、長期記憶性を適切に表現できないため、ハースト指数と
収益率の絶対値の自己相関に対して、0 < ρ (τ) < H,∀τ > 0を仮定し、(6)式の関数
を定め、(α + β)τ−1の代わりに用いた。

g
[
ρ (τ) ,H

]
= ρ (τ)(H−ρ(τ)) . (6)

上記の仮定の下では、0 < g[·] < 1が成り立ち、g[·]は H に対して単調減少、ρに対
して単調増加な関数となる。また、この関数 g[·]は、サンプルデータから直接算出
..................................
8 本稿のハースト指数の算出には、Weron [2002]の方法を用いた。
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できることもメリットの 1つである。Kinateder and Wagner [2014]は (α + β)τ−1の代
わりに g[·]を用いて、1期間のボラティリティを n期間のボラティリティに (7)式
のように換算した。

σ2
t+τ−1 = σ

2 + (σ2
t − σ2)g

[
ρ (τ − 1) ,H

]
,

σ2
t,n =

n∑

τ=1

σ2
t+τ−1 = nσ2 +

n∑

τ=1

(σ2
t − σ2)g

[
ρ(τ − 1),H

]
.

(7)

また、(7)式は収益率が独立同一分布に従っている場合、つまり H = 1/2、ρ (τ) = 0

のとき、g [·] = 0となり、一般のルート t倍法を表現できる。この調整方法を用い
ることで、ボラティリティの長期記憶性を勘案でき、Wang, Yeh, and Cheng [2011]

でも示されていた収益率にボラティリティ・クラスタリングがある場合のルート
t倍法の過小評価を抑えることができる9。

（4） ファットテイル性がある場合

Spadafora, Dubrovich, and Terraneo [2014]は、収益率の分布としてファットテイル
な分布（t分布、バリアンス=ガンマ分布）を想定した場合に、ルート t倍法がパー
セントタイル点に与えるバイアスを理論的に分析した。Spadafora, Dubrovich, and

Terraneo [2014]では、収益率がバリアンス=ガンマ分布に従う場合には、ルート t倍
法による誤差は大きな問題とはならないが、t 分布に従うと考えられる場合には、
ルート t倍法の利用は、自由度の大きい場合に限定すべきとしている。

5. リスクの合算における保有期間調整

4節までは、1変量の保有期間調整の先行研究について説明してきたが、金融実
務でのリスク管理では、ポートフォリオ全体のリスク量を把握するために、多変量
のリスクの合算が行われている。そこで、本節では、リスクの合算における保有期
間調整について分析を行う。ポートフォリオは、株式と債券のポートフォリオと
し、保有期間が揃っている場合と保有期間が異なる場合に分けて考察する。
..................................
9 3節の市場データに対して Kinateder and Wagner [2014]の手法を適用した結果については、補論 1を
参照。
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市場リスク計測における保有期間調整について

（1） 保有期間の揃っているリスクの合算

株の持ち高を AS、債券の持ち高を ABとし、3節と同様、株式は価格の対数階差
（ΔS）、債券は金利の階差（Δr）をリスク・ファクターとする。ポートフォリオの損
益変動（ΔPV）は、T を債券の満期として (8)式のように近似できる。

ΔPV = AS
S eΔS

S
+ AB

e−(r+Δr)T

e−rT
− (AS + AB) . (8)

保有期間が揃っている場合には、(8)式から各リスク・ファクターを合算したリス
クはポートフォリオの損益として 1変量に帰着でき、n期間の VaR算出に 4節で示
した先行研究のルート t倍法の調整を施すことができる。ここでは、ポートフォリ
オとして、大手金融機関のポートフォリオを参考に株式エクスポージャーを 38,000

億円、債券エクスポージャーを 242,000億円、債券満期は 5年とする。このポート
フォリオに対して、Wang, Yeh, and Cheng [2011]および、Kinateder and Wagner [2014]

の手法を使用して保有期間 10日の VaRを比較した結果は表 4のとおりである。こ
こで、Kinateder and Wagner [2014]の手法では、GARCHモデルを使用するため、n

期間のボラティリティは、時点 tのボラティリティに依存する。そのため、1時点
毎に n期間のボラティリティをシミュレートし、その平均値を使用する。具体的に
は、まず、時点 tにおいて、過去 5年のデータを使用して GARCH(1,1)モデルのパ
ラメータを推定し、n期間のボラティリティを算出する。次に、時点 t + 1における
過去 5年間のデータを使用して GARCH(1,1)モデルのパラメータを推定し、10日
間のボラティリティを算出する。これを繰り返し、その平均値で比較分析を行う。
信頼水準は 99％とし、各修正方法の有効性の検証のために、ベンチマークとして、
ボックス=カー法を使用した保有期間 10日の VaR（VaR(10)）を用いる。
表 4 より、保有期間が揃っているポートフォリオの VaR 算出において、Wang,

Yeh, and Cheng [2011]および Kinateder and Wagner [2014]の手法によって、ベンチ
マークの VaR(10)からの乖離が縮小するため、これらの手法が有効であることが分
かる。この結果から、保有期間が揃っている場合のリスクの合算については、ポー
トフォリオの損益として 1変量に帰着させ、その性質（自己相関、ボラティリティ・
クラスタリング）に基づいた調整を行うことができると考えられる。

（2） 保有期間の異なるリスクの合算

保有期間が異なる場合のリスクの合算については、保有期間が揃っている場
合と異なり、ポートフォリオの損益として 1 変量に帰着させ、Wang, Yeh, and
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表 4 修正ルート t倍法による VaRの精度

備考： ∗1 ルート t倍法を使用して 1日の VaRを 10日に調整。
∗2 Wang, Yeh, and Cheng [2011]の修正ルート t倍法を使用した 10日の VaR。
∗3 ベンチマークとしてボックス=カー法で算出した 10日の VaR。
∗4 Kinateder and Wagner [2014]の修正方法を使用した 10日の VaR。

Cheng [2011]や Kinateder and Wagner [2014]の修正を施すことはできない。そこで、
市場データの性質に即してどのようにリスク合算を行うべきかを考察する。
リスク管理実務では、異なる 2つのリスクを統合する場合に、リスク間の相関 ρ̂
を何らかの形で推定し、統合したリスク量をその相関 ρ̂に基づいて算出する分散共
分散法およびコピュラ法が一般的に利用されている（Klaassen and Eeghen [2009]や
Rosenberg and Schuermann [2006]を参照）。ここでは、分散共分散法を援用して、株
式（リスク・ファクター S、保有期間 m）、債券（リスク・ファクター B、保有期間
n）とした場合（ただし、n<mとする）の、ポートフォリオの保有期間 mの VaRの
算出に (9)式を使用する。

VaR (S + B,m) =
√

VaR (S ,m)2 + VaR (B, n)2 + 2ρ̂VaR (S ,m) VaR (B, n). (9)

ここでは、(9)式の合算手法は所与として、相関 ρ̂をリスク管理実務で実装可能
なようにどのように求めるべきかを考察する。
株式（S）と債券（B）の日次損益の相関係数を ρとし、日次損益が独立に同一の
正規分布に従うという仮定（ルート t倍法）を置くと

ρ̂ =

√
n√
m
ρ, (10)

となる（詳細は、補論 3を参照）。ここでは、この仮定の妥当性と市場データの性
質に即した修正方法を検討する。

(9)式の左辺について、ベンチマークとして市場データの性質に即したモデルとし
て、相関係数を定数とした CCC（Constant Conditional Correlation）-GARCH(1,1)モデ
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市場リスク計測における保有期間調整について

表 5 ルート t 倍法を用いた相関係数と CCC-GARCH(1,1)モデルを使用した VaR

からインプライされる相関係数の比較

備考： ∗1 CCC-GARCH(1,1)モデルを使用して算出される各 VaR。
∗2 (9)式と (10)式を使用して算出される VaR。
∗3 日次の相関係数に、(10)式の調整を施した相関係数。
∗4 ∗1の VaRと (11)式から算出される相関係数。

ルを用いて、シミュレーションにより VaR(S+B,250)を算出する。CCC-GARCH(1,1)

モデルはパラメータ推定やモデル選択の問題からリスク管理実務上は利用しにくい
モデルであるため、これを直接実務で利用するのではなく、(10)式で求めた相関 ρ̂
のずれを評価し、修正していくことを考える。CCC-GARCH(1,1) モデルを用いて
(9)式の左辺の VaR(S+B,250)を算出すると、(9)式からインプライされる相関係数
は、(11)式のように逆算される。

ρ̂
(
インプライド

)
=

VaR (S + B,m)2 − VaR (S ,m)2 − VaR (B, n)2

2VaR (S ,m) VaR (B, n)
. (11)

実際の日本と米国の市場データを用いて各 VaRを算出し、ルート t倍法を用いた
(10)式の相関係数 ρ̂と (11)式のインプライド相関係数を比較した結果は表 5のと
おりである。ここでは、株価の対数日次階差と金利の日次階差の 2変量データ（観
測期間：2004年 10月 1日～2014年 9月 30日）に対し、CCC-GARCH(1,1)を当て
はめて、VaRを算出した。シミュレーション回数は 100,000回、ボラティリティの
初期値は無条件期待値（σ0）とし、日次の相関係数 ρについては、ボラティリティ
の変動を除去した残差の相関係数を使用する。また、GARCHモデルはボラティリ
ティの初期値に依存するため、初期値が無条件期待値からボラティリティの標準偏
差（s）だけ変動させた場合の分析も行う。ポートフォリオの構成は表 4と同様と
し、保有期間は株式 250日、債券 60日、信頼水準は 99％とする。表 5では、シミュ
レーションによる VaR(S+B,250)との区別のため、(9)、(10)式から算出した VaRを
VaR_VC(S+B,250)とする。
表 5から、初期値が無条件期待値から大きく（小さく）なった場合、各金融資産
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の変動が大きく（小さく）なり、分散効果も強く（弱く）なることが分かる。その
結果、インプライド相関係数はルート t倍法を使用した相関係数より大きく（小さ
く）なるため、ルート t倍法を用いた場合、リスクの過大（過小）評価が発生して
いる可能性がある。
ボラティリティの初期値に伴う相関係数のバイアスの要因を分析するため、単
純なケースである (4)式の GARCH(1,1)モデルを用いて、保有期間の異なる場合の
相関係数を導出する。一般に日次の収益率 rt に GARCH(1,1)モデルを使用した場
合、条件を与えなければ、(t + 1)時点以降のボラティリティは不確実であるため、
n期間の収益率 Rt,n =

∑n
τ=1 rt+τ−1 が従う確率分布を解析的に表現できない。そこで、

(12)式のように、(t + 1)時点以降のボラティリティ項を (t − 1)時点の情報 Ft−1にお
ける GARCH(1,1)モデルの条件付期待値に置き換えると、Rt,n の分布は解析的に評
価できる。

σ2
t+τ−1 = E

[
σ2

t+τ−1

∣∣∣Ft−1

]
= E

[
ω + βσ2

t+τ−2 + αε
2
t+τ−2

∣∣∣Ft−1

]

= σ2 +
(
σ2

t − σ2
)

(α + β)τ−1 . (12)

このとき、n期間の収益率 Rt,n は、

Rt,n =

n∑

τ=1

rt+τ−1 =

n∑

τ=1

σt+τ−1zt+τ−1,

となる。zt+τ−1 は正規分布に従うため、Rt,n も (13)式のように正規分布に従う。

Rt,n ∼ N

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝0,

n∑

τ=1

σ2
t+τ−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (13)

このとき、各金融資産の保有期間を m、n期間 (n<m)とすると、ρを 2つのリスク・
ファクターの日次収益率

(
r(1)

t , r
(2)
t

)
の相関係数として、m、n期間の分散と共分散が

(14)式で与えられる。

var
(
R(1)

t,m

)
=

m∑

τ=1

(
σ(1)

t+τ−1

)2
, var

(
R(2)

t,n

)
=

n∑

τ=1

(
σ(2)

t+τ−1

)2
,

cov
(
R(1)

t,m,R
(2)
t,n

)
= ρ

n∑

τ=1

σ(1)
t+τ−1σ

(2)
t+τ−1.

(14)

14 金融研究/2016.4



市場リスク計測における保有期間調整について

表 6 ルート t倍法を用いた相関係数と GARCHモデルを使用した相関係数および
インプライド相関係数の比較

備考： ∗1 (15)式から算出した相関係数。

(14)式より、保有期間が m、n期間 (n < m)である金融資産間の相関係数は、(15)式
のようになる。

ρ(m,n) =
ρ
∑n
τ=1 σ

(1)
t+τ−1σ

(2)
t+τ−1

√
∑m
τ=1

(
σ(1)

t+τ−1

)2
√

∑n
τ=1

(
σ(2)

t+τ−1

)2

= ρ

∑n
τ=1

√
σ2

1 + (σ2
1,t − σ2

1) (α1 + β1)τ−1
√
σ2

2 + (σ2
2,t − σ2

2) (α2 + β2)τ−1

√
mσ2

1 + (σ2
1,t − σ2

1) 1−(α1+β1)m

1−(α1+β1)

√
nσ2

2 + (σ2
2,t − σ2

2) 1−(α2+β2)n

1−(α2+β2)

. (15)

ここで、(σ1,t, σ2,t) は 2 つのリスク・ファクターの足許のボラティリティであり、
(σ1, σ2) はそれらの無条件期待値である。(αk, βk) はリスク・ファクター k = 1, 2

に対する GARCH(1,1) のパラメータである。(15)式から、足許のボラティリティ
(σ1,t, σ2,t)を無条件期待値 (σ1, σ2)と一致させると、保有期間の異なる場合の相関係
数はルート t倍法を使用した相関係数と等しくなることが分かる。一方で、足許の
ボラティリティ水準とパラメータ (αk, βk)によって、相関係数は変動することが分
かる。また、表 5のインプライド相関係数と (15)式を使用して算出した相関係数
を比較した結果は表 6のとおりである。この分析により、表 5のインプライド相関
係数とルート t倍法を用いた相関係数の乖離をある程度説明できる。

（3） 実務への応用例

(15)式を使用した相関係数を使用することにより、足許のボラティリティ水準に
合わせた相関係数の調整は可能となるが、GARCH(1,1)モデルは、パラメータ推定
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の不安定性やモデル選択の問題があるため、直接実務に応用することは難しい。そ
こでまず、(15)式に含まれる足許のボラティリティ (σ1,t, σ2,t)には、(17)式のとお
り、直近 20日間（1ヶ月）の日次のヒストリカル・ボラティリティを使用し、無条
件期待値 (σ1, σ2)には、観測期間全体のボラティリティを使用する。

σk,t =

√√√
1

20 − 1

20∑

τ=1

ΔPV2
k , k = 1, 2. (16)

また、(15)式に含まれる GARCH(1,1)モデルのパラメータ (αk + βk)は、損益変動の
2乗の自己相関 (ρ(2)

k,i )の減衰率に相当することから、k = 1, 2に対し、1を上限に、

線形回帰式で求めた log
(
ρ(2)

k,1

)
, . . . , log

(
ρ(2)

k,20

)
の傾きを θk とする。この θk を (αk + βk)

の代わりに用いる。すなわち、(15)式は、

ρ(m,n) = ρ

∑n
τ=1

√
σ2

1 +
(
σ2

1,t − σ2
1

)
θ1
τ−1

√
σ2

2 +
(
σ2

2,t − σ2
2

)
θ2
τ−1

√
mσ2

1 +
(
σ2

1,t − σ2
1

)
g(θ1,m)

√
nσ2

2 +
(
σ2

2,t − σ2
2

)
g(θ2, n)

, (17)

となる。ただし、

g (θ, l) =

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1−θl
1−θ , θ < 1,

l, θ = 1,

である。
(17)式の相関係数の有効性をシミュレーションにより確認する。まず、シミュ
レーションのベンチマークとして、ここでは、実際の市場データに即したモデル
を選択する。使用するモデルは GARCH(1,1)モデル、AR(1)-GARCH(1,1)モデル、
ARMA(1,1)-GARCH(1,1)モデルに加え、ボラティリティの非対称性を考慮するため
に、EGARCH(1,1)モデル、AR(1)-EGARCH(1,1)モデル、ARMA(1,1)-EGARCH(1,1)

モデルも使用する。イノベーション項に t分布を適用し、ベイズ情報量規準（Baysian

Information Criterion：BIC）によりモデルの適切性を判断する10。各金融資産のモデ
ルの推定結果は表 7のとおりである。
表 7で選択されたモデルをベンチマークとして、各金融資産およびポートフォリ
オの VaRを算出し、(17)式の相関係数を用いて合算した結果は表 8のとおりであ
る。ここで、観測期間は、10年間（2004年 10月 1日～2014年 9月 30日）とし、ヒ
ストリカル・ボラティリティの算出時期は、ボラティリティ水準に応じ、日本（期
..................................
10 イノベーション項に正規分布を適用した場合についても推定を行ったが、全て t分布を使用した場合
の BICの方が低くなり、正規分布は採用されなかったため、結果は割愛する。

16 金融研究/2016.4



市場リスク計測における保有期間調整について

表 7 市場データに対するモデルの推定結果

表 8 (17)式の相関係数を使用して合算した VaRとの比較結果

備考： ∗1 推定したモデルを使用して算出した VaR。
∗2 (9)式と (10)式を使用して算出した VaR。
∗3 (9)式と (17)式を使用して算出した VaR。
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間 1〈無条件期待値と同水準：2007年 3月 1日～2007年 3月 31日〉、期間 2〈ボ
ラティリティ高：2008年 9月 1日～2008年 9月 30日〉、期間 3〈ボラティリティ
低：2013年 11月 1日～2013年 11月 30日〉）、米国（期間 1〈無条件期待値と同水
準：2009年 10月 1日～2009年 10月 31日〉、期間 2〈ボラティリティ高：2008年
9 月 1 日～2008 年 9 月 30 日〉、期間 3〈ボラティリティ低：2013 年 3 月 1 日～
2013年 3月 31日〉）とした。その他のシミュレーションの条件は 4節と同条件で
ある。また、(17)式の相関係数を使用して、(9)式の方法で合算した VaR(S+B,250)

を VaR_M(S+B,250)とした。
表 8から、(17)式を用いた相関係数の調整は、ルート t倍法を利用した相関係数
よりもベンチマークのインプライド相関係数に近く、有効であることが分かる。す
なわち、足許のボラティリティの水準に応じて、ルート t倍法を利用した相関係数
よりも精緻に相関を調整してリスク合算することが望ましいと考えられる。

6. ムービング・ウィンドウ法の問題点

ルート t 倍法に比べ、ムービング・ウィンドウ法に関する先行研究は少ない。
ムービング・ウィンドウ法を使用した 1変量の VaRが過小評価になることは、Sun

et al. [2009]で、1 期間収益率が独立同一な正規分布に従う場合のみ、シミュレー
ションで検証した上で示されているが、実際の市場データが持つ特性（ファットテ
イル性、自己相関、ボラティリティ・クラスタリング、ジャンプ）を考慮した場合
については分析が行われていない。また、多変量の場合の影響については研究が少
ないため、本稿では、市場データが持つ特性を考慮した場合の 1変量の VaRへの影
響と 2変量に拡張した場合の VaRおよび相関への影響について考察する。

（1） 1変量の場合

Sun et al. [2009]は、日次収益率が独立同一分布かつ平均 0の正規分布に従うと仮
定し、保有期間 n日のムービング・ウィンドウ法が与えるリスク量の過小評価度合
いを考察しているほか、分散が理論的に過小評価されることを示した上で、シミュ
レーションによりパーセントタイル点（VaR）の分析を行っている。
日次収益率が独立に平均 0、分散 1の正規分布に従う（xi ∼ i.i.d. N(0, 1)）とする
と、ムービング・ウィンドウ法を使用した n期間収益率は Xi =

∑n
k=1 xi+k−1 と表現

できる。S 個の n期間収益率を X = (X1, X2, . . . , XS )� とすると、X の共分散行列は
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Ωi, j = max(n − |i − j| , 0)で与えられる。Xの平均と標本分散を

X =

∑
i Xi

S
,

var(X) =

∑
i
(
Xi − X

)2

S − 1
,

とすると、

E (var (X)) = E

(∑
i (Xi − X)

2

S − 1

)

= E

(∑
i (X2

i − 2XiX + X
2
)

S − 1

)

=
nS

S − 1
− 1

S (S − 1)
E

[( ∑

i

Xi

)2]

,

となる。ここで、J = (1, 1, . . . , 1)�とおくと、

E

[(∑

i

Xi

)2]

= E(J�X(J�X)�) = J�E(XX�)J = J�ΩJ

= S n + n (n − 1) (S − n) +
1
3

n (n − 1) (2n − 1) ,

となることから、(18)式が導出される。

E (var (X)) = n − n (n − 1) (3S − n − 1)
3S (S − 1)

. (18)

n期間収益率 Xi に重複がない場合、E (var (X)) = nとなるため、重複がある場合は、
(18)式から、サンプルサイズ（S）が小さく、保有期間（n）が長いほど、重複がな
い場合との乖離が大きくなる。
パーセンタイル点（VaR）への影響は、シミュレーション（100,000回）により確
認する。サンプルサイズは 500、1,000、1,500、2,500の 4種類、保有期間は 1日、
10日、20日、60日、120日、250日の 6種類としている。シミュレーションによ
る乖離の分析結果は表 9に示されている11。
表 9 から、保有期間を長くすればするほど、ムービング・ウィンドウ法の過小
評価の程度が大きくなるが、その乖離はサンプルサイズを大きくすることで縮小
できることが分かる。また、重複がない場合における 99％VaRの理論値とシミュ
レーション（ヒストリカル法）による 99％VaRの乖離については、Inui, Kijima, and

..................................
11 重複がない場合は、正規分布に従うため、理論値を付して表示する。
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表 9 ムービング・ウィンドウ法による正規過程に対する 99％VaRの乖離

Kitano [2005]でも指摘されており、サンプルサイズを大きくすることで、このバイ
アスが縮小することが分かる。
また、重複を許した場合の収益率の分布を分析するために、歪度（skewness）、尖
度（kurtosis）および正規性の検定12 を行った結果は表 10のとおりである。
表 10から、重複を許した場合の収益率は保有期間を長くすればするほど（特に、
保有期間を 10日間以上の場合）、正規分布に従ってないことが分かる。
ここまでは、日次収益率が独立に同一の正規分布に従うケースを分析してきた
が、以下、実際の市場データの持つ特性（ファットテイル性、自己相関、ボラティ
リティ・クラスタリング、収益率のジャンプ）を考慮した場合の影響について分析
を行う。分散の乖離に関する理論的な分析は割愛し、パーセントタイル点（VaR）
の乖離について、シミュレーションで分析する。シミュレーションの前提は、VaR

の算出期間、信頼水準、保有期間、シミュレーション回数については、上記のシ
ミュレーションと同様であり、サンプルサイズは 500に限定し、保有期間について
は、1日、10日、20日、60日、120日として議論する。また、日次収益率の発生方
法は、考察する上記の特性に合わせて設定する。

イ. ファットテイル性がある場合
収益率のファットテイル性を表現するため、日次収益率は正規分布に代えて t分
布に従うものとする。t分布の自由度は 3、5、10、20、50の 5パターンについて考
..................................
12 ここでは、VaRを対象にしているため、分布の裾の正規性からの逸脱の検出に優れているアンダー
ソン=ダーリング検定を行う。
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表 10 重複を許した場合における歪度、尖度、正規性の検定結果

備考： ∗1 5％有意水準。

表 11 ムービング・ウィンドウ法による t 過程に対する 99％VaRの乖離

察する13。99％VaRの乖離は表 11のとおりとなる。
表 11から、ファットテイル性がある場合、正規分布対比、ムービング・ウィン
ドウ法の影響は大きくなることが分かる。一方、自由度が低い場合、正規分布への

..................................
13 分散は自由度に応じて 1となるように調整する。
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表 12 ムービング・ウィンドウ法による AR過程に対する 99％VaRの乖離

近づき方のスピードの違いにより、ムービング・ウィンドウ法が、過大評価してし
まう場合がある（自由度 3、保有期間 10日のケース）。

ロ. 自己相関がある場合
収益率の自己相関を考慮するため、日次収益率は (19)式の ARMA(1,1)モデルに
従うと仮定する。

rt = φ1rt−1 + εt + θ1εt−1,

εt = σzt, zt ∼ i.i.d. N (0, 1) .

(19)

(19) 式の AR 項による影響については、θ1 = 0, σ = 1 と固定した上で φ1 =

−0.7, −0.5, −0.2, 0.2, 0.5, 0.7の 6パターンを想定する。この場合の 99％VaRの乖
離は、表 12のように与えられる。

(19) 式の MA 項による影響については、φ1 = 0, σ = 1 と固定した上で θ1 =
−0.7, −0.5, −0.2, 0.2, 0.5, 0.7の 6パターンを想定する。この場合の 99％VaRの乖
離は、表 13のように与えられる。
収益率の自己相関を考慮した場合、正の自己相関がある場合は、正規分布対比乖
離が大きくなり、負の自己相関がある場合は、乖離が小さくなることが分かる。ま
たMA(1)モデルでは長期ラグの自己相関が 0となるため、VaR算出においてはMA

項が小さい場合、乖離がより小さくなることが分かる。

ハ. ボラティリティ・クラスタリングがある場合
収益率のボラティリティ・クラスタリングを考慮するため、日次収益率は (4)式
の GARCH(1,1) モデルに従うと仮定する。GARCH(1,1) モデルのパラメータは、

22 金融研究/2016.4



市場リスク計測における保有期間調整について

表 13 ムービング・ウィンドウ法による MA過程に対する 99％VaRの乖離

表 14 ムービング・ウィンドウ法による GARCH過程に対する 99％VaRの乖離

(β, α) = (0.92, 0.07), (0.88, 0.11), (0.88, 0.07), (0.84, 0.11)の 4 パターンを想定する14。
この場合の 99％VaRの乖離は、表 14のように与えられる。
収益率にボラティリティ・クラスタリングがある場合、正規分布対比、ムービン
グ・ウィンドウ法による過小評価の影響は大きくなることが分かる。また、その過
小評価の影響はボラティリティの長期記憶性（α + β）が大きいほど、大きくなる傾
向にある。

ニ. 収益率にジャンプがある場合
収益率のジャンプを表現するため、(20)式のジャンプ拡散過程のモデルを用い
る。ここで、Jt はジャンプの要素であり、その強度 λは一定とし、ジャンプのサイ

..................................
14 実際の市場データを元に α + β = 0.99, 0.95となるように設定した。α + βの水準はボラティリティ
の長期記憶性を表す。また、(4) 式より、ボラティリティの無条件期待値を 1 に基準化するように
ω = 1 − (α + β)と設定した。
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表 15 ムービング・ウィンドウ法によるジャンプ過程に対する 99％VaRの乖離

ズは正規分布 N(0, σ2
j)に従うとする。

rt = εt + Jt,

εt = σzt, zt ∼ i.i.d. N(0, 1).

(20)

(20)式のパラメータについては、σ = 1と固定した上で、ジャンプの強度 λとサイ
ズの標準偏差 σ j について、(λ, σ j) = (0.06, 0.03), (0.06, 0.05), (0.12, 0.03), (0.12, 0.05)

の 4パターンを想定する15。この場合の 99％VaRの乖離は、表 15のようになる。
収益率にジャンプを含む場合、ムービング・ウィンドウ法による過小評価の影響
は大きくなることが分かる。

ホ. 市場データを用いた分析
3節で使用した日本と米国の市場データに対し、ムービング・ウィンドウ法を使
用して VaRを試算する。ここでは、表 7で選択されたモデルを用いて、シミュレー
ションを行う。シミュレーションの前提はこれまでと同様であり、各エクスポー
ジャーについては、5節と同様にする。結果は表 16のとおりである。
実際の市場データはモデル選択の結果、自己相関、ファットテイル性、ボラティ
リティ・クラスタリングの性質があるため、ムービング・ウィンドウ法を用いる場
合、正規分布対比過小評価の影響が大きくなることが分かる。
これまで本節では、1変量のリスク量算出の際にムービング・ウィンドウ法が与
える影響について、分析を行った。次小節では 2変量のリスクの合算におけるムー
ビング・ウィンドウ法が与える影響について分析を行う。

..................................
15 パラメータの値は、実際の市場データを基に設定した。
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表 16 3 節の市場データに対するムービング・ウィンドウ法による 99％VaR の
乖離

（2） 2変量の場合

イ. 保有期間が揃っている場合
2 変量の保有期間が揃っている場合におけるムービング・ウィンドウ法が与え
る分散、パーセントタイル点（VaR）への影響を分析する。ここでは、各金融資
産の保有期間は n 期間とする。まず、ムービング・ウィンドウ法が相関係数に
与える影響について示す。1 変量の場合と同様に日次の各収益率は、独立に正
規分布に従うとする（xi ∼ i.i.d. N (0, 1) , yi ∼ i.i.d. N (0, 1)）と、n 期間収益率は、
Xi =

∑n
k=1 xi+k−1, Yi =

∑n
k=1 yi+k−1 で表現でき、xi と yi に一定の相関 ρを与えると、

X と Y の共分散行列は Σi, j = ρ ∗ max(n − |i − j| , 0)となる。このとき S 個の n期間
収益率（X = (X1, X2, . . . , XS )� , Y = (Y1, Y2, . . . , YS )�）に対して、

X =

∑
i Xi

S
, Y =

∑
i Yi

S
,

cov (X,Y) =

∑
i (Xi − X)(Yi − Y)

S − 1
,

とすると、

E (cov (X,Y)) = E

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

∑
i (Xi − X)(Yi − Y)

S − 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

=
nS

S − 1
ρ − 1

S (S − 1)
E

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

( ∑

i

Xi

)( ∑

i

Yi

)⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
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となり、1変量のときと同様に計算すると、

E (cov (X,Y)) = ρ

(

n − n (n − 1) (3S − n − 1)
3S (S − 1)

)

, (21)

となる。したがって、(18)式を用いると、相関係数の期待値は、

E(corr(X,Y)) = E

(
cov (X,Y)√

var (X)
√

var (Y)

)

= ρ, (22)

となり、重複の影響を受けないことが分かる。また、Xi と Yi の和の分散について
は、(18)式、(21)式の結果を用いて、(23)式のように表現できる。

E (var (X + Y)) = E (var (X) + var (Y) + 2cov (X,Y))

= 2 (1 + ρ)

(

n − n (n − 1) (3S − n − 1)
3S (S − 1)

)

. (23)

重複がない場合は、E (var (X + Y)) = 2n(1+ρ)となるため、重複による影響は、(18)式
の 1 変量の場合と同水準で、保有期間とサンプルサイズの影響を受けることが分
かる。

ロ. 保有期間が異なる場合
次に保有期間が異なっている場合におけるムービング・ウィンドウ法が相関
係数に与える影響について分析する。各金融資産の収益率の前提は 5 節と同様
とし、各金融資産の保有期間を m、n (n < m) とすると、X と Y の共分散行列
は Σi, j = ρ ∗ max(n − | i − j | , 0) となる。このとき、S 個の m 期間、n 期間収益率
（X = (X1, X2, . . . , XS )� ,Y = (Y1, Y2, . . . , YS )�）に対して、

X =

∑
i Xi

S
, Y =

∑
i Yi

S
,

cov (X,Y) =

∑
i (Xi − X)(Yi − Y)

S − 1
,

となり、5節と同様の計算により、Xと Y の共分散は、(21)式で与えられる。した
がって相関係数は、

E(corr (X,Y)) = E

(
cov (X,Y)√

var (X)
√

var (Y)

)

= ρ

(
n − n(n−1)(3S−n−1)

3S (S−1)

)

(√
m − m(m−1)(3S−m−1)

3S (S−1)

√
n − n(n−1)(3S−n−1)

3S (S−1)

)
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= ρ

√
n√
m

√
3S (S − 1) − (n − 1) (3S − n − 1)
3S (S − 1) − (m − 1) (3S − m − 1)

, (24)

となる。(22)式、(24)式から、保有期間が揃っている場合と異なり、保有期間が異
なる場合は、相関係数に対しても重複の影響を受け、その大きさは保有期間の乖
離、サンプルサイズに依存することが分かる。また、重複がない場合、保有期間の
異なる相関係数は、補論 3の (A-4)式のように、ルート t倍法で調整した相関係数

に一致するが、重複がある場合、(24)式より、
√

3S (S−1)−(n−1)(3S−n−1)
3S (S−1)−(m−1)(3S−m−1) だけ相関係数に

影響を与えることが分かる。このバイアスは、1変量の場合と同様にサンプルサイ
ズを大きくすることで、縮小することができる。分散については、

E (var (X + Y)) =E (var (X) + var (Y) + 2cov (X,Y))

=

(

m − m (m − 1) (3S − m − 1)
3S (S − 1)

)

+ (1 + 2ρ)

(

n − n (n − 1) (3S − n − 1)
3S (S − 1)

)

, (25)

となり、保有期間の揃っている場合の (23)式と比べると、保有期間が異なっている
場合の (25)式から、各金融資産の保有期間の違いが分散に影響を与えることが分
かる。また、重複がない場合は E (var (X + Y)) = m + (1 + 2ρ) nとなるため、サンプ
ルサイズが小さい場合、バイアスが発生することが分かる。

7. おわりに

（1） 分析のまとめ

本稿では、金融機関でのリスク計測における保有期間調整方法の代表的な手法で
あるルート t倍法とムービング・ウィンドウ法を取り上げ、その前提や問題点を整
理し、各手法が持つモデル・リスクの分析を行った。ルート t倍法では、市場デー
タの特性に合わせて提案されているルート t倍法の修正案について代表的な金融資
産ポートフォリオに対してその有効性を検証した。
ルート t 倍法は、市場変動が独立同一な正規分布に従うという前提をおいてい
るが、実際の市場データは、その前提から大きく乖離しており、収益率ボラティ
リティの自己相関のほか、債券（金利）では変化幅の自己相関が観測されるもの
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もあった。この乖離に対して、Wang, Yeh, and Cheng [2011]や Kinateder and Wagner

[2014]の提案した修正方法を使用し、その有効性を確認した。自己相関が観測され
た債券（金利）については、Wang, Yeh, and Cheng [2011]の手法が有効であること
が分かった。一方、収益率そのものの自己相関が有意にみられなかった株式に対し
ては、収益率の絶対値の自己相関を使用した Kinateder and Wagner [2014]の手法が
有効であることが分かった。
また、ルート t倍法を用いたリスクの合算では、保有期間が揃っている場合と異
なる場合について、分析を行った。保有期間が揃っている場合には、リスク・ファ
クターの合算はポートフォリオの損益として、1変量に帰着できるため、Wang, Yeh,

and Cheng [2011]や Kinateder and Wagner [2014]の手法を用いて、ルート t倍法の修
正を行った。保有期間が異なっている場合には、1変量に帰着できないため、本稿
では分散共分散法を援用した手法を用いてリスクの合算を行った。分析では、ルー
ト t倍法を用いて調整した相関係数とシミュレーションから算出したインプライド
相関係数の比較を行い、足許のボラティリティ水準に応じてインプライド相関係数
が変動することが分かった。この変動を考慮するために、足許のボラティリティと
収益率の 2乗自己相関を使った調整方法を提案し、その有効性を確認した。本稿の
分析により、ルート t倍法を用いた合算の際には足許のボラティリティ水準に応じ
て、依存関係を調整する必要があることが認識された。
ムービング・ウィンドウ法については、実務では幅広く使用されている一方、先
行研究が少ない。Sun et al. [2009]は、日次収益率が独立同一分布かつ正規分布に
従う場合、ムービング・ウィンドウ法は過小評価され、サンプルサイズが小さく、
保有期間が長いほど、過小評価の度合いが強まることを示した。また、彼らの結果
では取り上げられなかった市場データの特性（ファットテイル性、自己相関、ボラ
ティリティ・クラスタリング、ジャンプ）を考慮した場合の影響分析を行った。結
果を項目別にまとめると以下のとおりである。

（ファットテイル性）
ファットテイル性を表現するために、t分布を使用した場合のムービング・ウィ
ンドウ法の影響は、正規分布対比やや大きいことが分かった。また、自由度が小さ
い場合、正規分布の場合の結果と大きく異なる結果が得られた。これは、自由度
の違いによって、t分布が正規分布に近づくスピードが異なることが原因と考えら
れる。

（自己相関）
自己相関を表現するために、ARMA(1,1)モデルを使用した場合のムービング・
ウィンドウ法の影響は、正の自己相関がある場合、正規分布対比影響は大きくな
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り、負の自己相関がある場合、正規分布対比影響は小さくなった。

（ボラティリティ・クラスタリング）
ボラティリティ・クラスタリングがある場合のムービング・ウィンドウ法の影響
は、正規分布対比大きくなった。また、その影響はボラティリティの長期記憶性が
大きいほど、大きくなる傾向にある。

（ジャンプ）
収益率にジャンプを含む場合、ムービング・ウィンドウ法による過小評価の影響
は大きくなった。

また、保有期間の揃っている 2変量（資産間に一定の相関を与えた）の場合、各
収益率は独立同一分布かつ正規分布に従うならば、ムービング・ウィンドウ法によ
る資産間の相関係数への影響はなく、VaRに対する過小評価のみが影響することが
分かった。一方で、保有期間が異なっている場合、保有期間の乖離の大きさやサン
プルサイズが、相関係数と VaR両方に影響することが分かった。
本稿の分析を通じて、ルート t倍法やムービング・ウィンドウ法といった保有期
間調整方法には各々モデル・リスクが存在することが改めて認識された。今後、実
務において保有期間調整を行う際には、このモデル・リスクを認識する必要がある。

（2） 今後の課題と展望

本稿では、ムービング・ウィンドウ法における分散への影響については 2変量の
場合を含めて、理論的に示すことができたが、パーセントタイル点（VaR）への影
響については、明示的に示すことができなかった。収益率の分布が独立同一分布か
つ平均 0 の正規分布に従う場合、分散とパーセンタイル点に与える影響は等しい
が、実際の市場データの特性を考慮した場合、影響度はその特性により異なる。今
後、パーセントタイル点への影響に対してより深化した分析が望まれる。

2変量の場合では、保有期間の揃っている各収益率が独立同一分布かつ正規分布
に従う場合、ムービング・ウィンドウ法による相関係数への影響はなく、VaRへの
影響は 1変量の場合と同じとなったが、ファットテイル性等の市場データの特性を
考慮した際の影響については、まだ調べられていない。
また、本稿では、分散共分散法を援用した手法で保有期間の異なるリスクを合算
し、相関係数に対する保有期間調整方法を提案し、この手法が、単純にルート t倍
法を用いた調整方法よりも本手法の方が有効であることを示した。一方で、リスク
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の合算方法については、これまで多くの先行研究が行われているが、分散共分散法
以外の合算手法に対する保有期間調整方法については、まだ調べられていないた
め、今後の課題としていきたい。
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補論 1 先行研究におけるルート t倍法の修正方法の市場データへの
適用

3節の市場データに対してWang, Yeh, and Cheng [2011]の提案した (3)式の修正
ルート t倍法の適用した結果は表 A-1のとおりである。各 VaR算出における前提
は、表 4と同様である。
表 A-1より、3節で、有意な自己相関が観察されなかった株式に対しては、Wang,

Yeh, and Cheng [2011]の修正があまり有効ではないものの、有意な自己相関が観
察された債券に対しては、(3)式の修正ルート t倍法を使用した VaRの方が通常の
ルート t倍法よりもベンチマークに近づくことが分かる。
また、3節の市場データに対して Kinateder and Wagner [2014]の手法を適用した結

表 A-1 修正ルート t倍法による VaRの精度

備考： ∗1 ルート t倍法を使用して 1日の VaRを 10日に調整。
∗2 Wang, Yeh, and Cheng [2011]の修正ルート t倍法を使用した 10日の VaR。
∗3 ベンチマークとしてボックス=カー法で算出した 10日の VaR。

表 A-2 収益率絶対値のハースト指数と自己相関係数を用いた VaRの修正

備考： ∗1 ルート t倍法を使用して 1日の VaRを 10日に調整。
∗2 Kinateder and Wagner [2014]の修正方法を使用した 10日の VaR。
∗3 ベンチマークとしてボックス=カー法で算出した 10日の VaR。
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果は、表 A-2のとおりである。各 VaR算出における前提は、表 A-1と同様である。
表 A-2から、Kinateder and Wagner [2014]の手法は、ボラティリティ・クラスタ
リングによる過小評価を修正する方向に働く一方で、過度に修正され、ベンチマー
ク対比過大評価される場合があった。
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補論 2 各金融資産収益率の絶対値の自己相関

本稿で使用する各株価収益率、金利階差の絶対値の自己相関をプロットすると、
図 A-1、図 A-2のとおりとなる（サンプル期間は 10年間、グラフ中の細横線は 5％
有意水準）。図 A-1、図 A-2から、収益率の絶対値には有意な自己相関がみられ、緩
やかに減衰していることが分かる。

図 A-1 各種株価の日次収益率の絶対値に対する自己相関
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図 A-2 各種債券の金利階差の絶対値に対する自己相関
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補論 3 相関係数のルート t倍法を用いた調整方法

保有期間が異なる場合におけるルート t倍法を用いた相関係数の調整方法につい
て説明する。まず日次収益率 xt, yt が (A-1)式のとおり、独立同一分布に従うと仮
定する。

xt ∼ i.i.d. Fx

(
μx, σ

2
x

)
, yt ∼ i.i.d. Fy

(
μy, σ

2
y

)
. (A-1)

このとき、m>nとして、xt の期間 mの収益率、yt の期間 nの収益率はそれぞれ、

Xm
t =

m∑

t=1

xt , Yn
t =

n∑

t=1

yt, (A-2)

となり、Xm
t 、 Yn

t の分散は、独立同一分布性より、それぞれ mσ2
x、nσ2

y と表される。
また、Xm

t と Yn
t の共分散は、

cov
[
Xm

t , Y
n
t
]
= cov

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

m∑

t=1

xt,

n∑

s=1

ys

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

m∑

t=1

n∑

s=1

cov
[
xt, ys

]
= nρx,yσxσy, (A-3)

となる。ただし、ρx,y は xt, yt の相関係数である。したがって、Xm
t , Yn

t の相関係
数は、

ρ(m,n)
x,y =

cov[Xm
t , Y

n
t ]

√
var

[
Xm

t
] √

var
[
Yn

t
] = ρx,y

√
n√
m
, (A-4)

となる。
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