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要 旨
本稿では、低金利環境下でのフィット向上を目指して開発された最近のイー
ルド・カーブ・モデルについて、サーベイを行う。本邦に代表されるような低
金利環境下では、バシチェック・モデルなどの古典的なイールド・カーブ・モ
デルはうまくフィットしないことが広く指摘されている。このため、最近では、
低金利でのフィッティングを目指したモデルの研究が多くなされている。代表
的なものに、��
�" 2(3345が提唱した金利を一種のオプションととらえる潜在
金利モデルや、金利の状態を 6つに分けて考えたスイッチング・モデルがある。
本稿では、これら 6つのモデル、および、その派生モデル群について、そのエッ
センスを紹介するとともに、各モデルの特徴点を比較・整理する。

キーワード：イールド・カーブ・モデル、潜在金利モデル、スイッチング・モデル

本稿を作成するに当たっては、森田洋教授（横浜国立大学大学院国際社会科学研究科）に有益なコメン
トを頂いた。本稿に示されている意見は、筆者個人に属し、日本銀行の公式見解を示すものではない。
また、ありうべき誤りはすべて筆者個人に属する。
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�� はじめに

イールド・カーブを記述するモデルとして、これまで多くのモデルが提案されて
きた。しかしながら、従来のモデルを日本のように低金利下でのイールド・カーブ
に適用しようとすると、うまくフィットしないことが、よく知られている。従来の
代表的な金利モデルとして、瞬間短期金利（以下、スポット・レート）をモデル化し
たバシチェック・モデル（����@"� ��#00�）が挙げられる。このモデルは、割引債価
格が平易な形で表現できるなど、取扱いが比較的容易であることから、実務や金利
デリバティブの研究分野で幅広く用いられてきた。ところが、バシチェック・モデ
ルは簡便である一方で、スポット・レートが負となる可能性を排除していないとい
う欠点を持つ。短期金利がある一定水準以上にある場合には、バシチェック・モデ
ルを用いても、スポット・レートが負となる確率は十分に小さいため、非負性が排
除されていないとしても、さほど大きな問題とはならなかった。しかし、ゼロ金利
政策下の日本のように短期金利が極めて低い場合、バシチェック・モデルを当ては
めようとすると、この問題が顕現化し、割引債価格や金利デリバティブのミス・プ
ライシングにつながる可能性がある。例えば、��2"�� ��##��は、スポット・レート
にバシチェック・モデルを仮定して、ストライクが �Pのフロアーや、ノック・ア
ウト債�の価格を計算し、これらの価格が、スポット・レートが負となる確率に対し
て感応度が高く、不適当なイールド・カーブ・モデルの選択がミスプライスにつな
がることを示している。
こうした問題に対応するため、%��@� ��##-�は、低金利環境下でのイールド・カー
ブのフィッティングを目指し、金利を一種のオプションとみなす潜在金利（�6���!
��4"�"�4）という考え方を導入した。これは、名目金利は非負である一方で、潜在金
利には負となることを許容するものである。近年では、この潜在金利を用いたイー
ルド・カーブのモデリングに関する派生研究（&���*�� ��� 9��"4��+ ����$7 ���	�、
����"� ��� .��4"� ����	�、%��N� ����$�）が行われている。
このほか、低金利でのフィッティングに対応するモデルとして、金利がゼロの期
間と、確率過程に従う期間に分けたモデル（以下、スイッチング・モデルと呼ぶ）の
研究も広く行われている。
本稿では、潜在金利モデルと、スイッチング・モデルに属する論文について、そ
のエッセンスを解説していくが、予め個々の論文の特徴点を簡単にまとめると、表 �

のとおりである。

� 金利がゼロ以下になれば、価格がゼロとなるような債券。
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表 � 名目金利が非負となるようなモデル

潜在金利モデル
（潜在金利には負の金利を許容）

スイッチング・モデル
（負の金利を許容しない）

� %��@� ��##-�：名目金利は潜在金利の
正の部分とする。

� &���*�� ��� 9��"4��+ ����$7 ���	�：
%��@� ��##-�の概念を基に割引債価
格の解析解を導出。

� ����"� ��� .��4"� ����	�：&�.（後
述）を用いた �ファクター・モデル。

� %��N� ����$�：名目金利の長期均衡
水準の変動の可能性にも対応。

� 丸茂・中山・西岡・吉田［���$］、山
分［���-］：ゼロ金利政策下では、名
目金利はゼロ、ゼロ金利政策解除後
は、バシチェック・モデルに従う。ゼ
ロ金利政策解除のタイミングをモデ
ル化。

� J�E���*7 J�Q���7 ��� ����3 ����-�：
名目金利にバシチェック・モデルを
仮定。ゼロにヒットすると、当面、ゼ
ロの期間が継続し、あるタイミング
で正に復帰。


� 潜在金利モデル

（�）����� ������が提唱した潜在金利のアイディア

金利が負値をとらないスポット・レート・モデルとしては、(�� モデル（(��7
��2"�����7 ��� ���� ��#,-�）、対数正規（幾何ブラウン運動）モデルなどがある�。対
数正規モデルでは、金利はゼロ以下にはならないが、�#$�年代の米国や近年の日本
にみられるように、金利は負にはならなくてもゼロとはなり得るので、対数正規モ
デルでは、この点を十分に表すことはできない。また、同モデルでは、金利低下時
にはボラティリティが急速に小さくなるが、この点も、実際の金利の動きとは必ず
しも合致しない。
(��モデルでも平均回帰性が強いときには、金利がゼロにはなり難い�。また、仮
に、金利が非常に低い水準になったとしても、ボラティリティが小さくなってしまう。
このように、対数正規モデルや (��モデルでは、低金利下でのスポット・レート
の挙動をうまく表すことができず、その結果、イールド・カーブのフィットも悪く
なる。こうした問題を解決するために、ブラックは、金利を一種のオプションとみ

� 代表的なスポット・レート・モデルである定弾性値モデル（拡散係数がスポット・レートのみに依存し、時
間には無関係）は、��� � ��� � �� � �
 � � �

�

� ��� と書ける。ここで、� � 
� 
�� に対応するのが、それぞ
れ、バシチェック・モデル、�;)モデルである。また、� � �とすると対数正規モデルになる。金利モデル
全般については、木島［�,,,］が詳しい。

$ 具体的には、��� 	 �� であれば、スポット・レートはゼロにはならないことが知られている（������ ��,-��）。

��



なす潜在金利の概念を導入し、名目金利は、潜在金利を原資産とするストライクが
�Pのコール・オプションであるとした。これは、通貨自体がオプション性を備え
ている、すなわち、金融商品の金利が正であれば、金融商品を保有することで、正
のリターンが得られるが、金融商品の金利が負の場合には、キャッシュを保有する
ことで、負のリターンを避けることができるという考えによるものである。潜在金
利が負の値をとり得る確率モデルを想定すると、スポット・レートは、潜在金利と
ゼロの大きいほうの値をとる。数学的には、潜在金利を+�、スポット・レートを ��
とすると、

�� � +	
� � ���
+� � ��� ���

と書ける。潜在金利に対数正規モデルや (��モデルを用いる場合には、潜在金利が
負の値に到達可能となるように、モデルに若干の変更を加える必要がある�。
ブラックは、潜在金利にツリー�を用いることで、割引債や金利デリバティブの評
価が可能であるが、解析解の算出は困難ではないかと指摘した。

（�）固有関数展開を用いた解析解

こうしたブラックの指摘に対し、ゴロボイら（&���*�� ��� 9��"4��+ ����$7 ���	�）
は、潜在金利モデルに固有関数展開を適用すると、割引債価格の解析解が得られる
ことを示した。彼らは実際に、日本国債の価格データを用いて、イールド・カーブ・
モデルのパラメータを推計している。
まず、潜在金利 +� として、以下のバシチェック・モデルを仮定する�。

�+� � "�� �+� � �� � � �-� � +� � !� ���

このとき、リスク中立確率のもとで、満期 � の割引債価格 � �!� ��は、

� �!� �� � �
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と書ける。ここで、� �!� ��は、初期条件が � �!� �� � �である、次の基本偏微分方
程式（<>����"�4�� =��4��� ��<<"�"�4��� "H>�4���）を満たす�。

# 例えば、潜在金利に �;) モデルを想定する場合、��� � ��� ��� � �
 � �


�� � � ��� � � � 
 とボラティ

リティの項に変更を加えてやればよい。
- 潜在金利が負になった場合に、金利をゼロに置き換えたものが、スポット・レートのツリーとなり、これを
用いて価格評価を行う。

( ゴロボイらは、シフト型 �;) モデルについても、解析解が得られることを示している。なお、本稿におけ
る標記に一貫性を持たせるため、各原論文とは若干異なる標記を用いている場合がある。

/ 無裁定条件から導くことができる。

�� 金融研究�������
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�

�
����� � "�� � !��� � !	� � �� � �	�

�� は割引債価格 � を変数 !で偏微分したものであり、!	は潜在金利の初期値 !に
関して、!	 � ���
!� ��で定義したものである。偏微分方程式 �	�の解は、固有関
数展開で表すことができ、

� �!� �� �
��
���

	��
��	����!�� �-�

となる。��������は、固有値（� � �� � �� � � � � � ���
���

�� � �）であり、��������
は、��に対応する固有関数である。固有関数展開は、���	� の項があるため、/の増
加とともにゼロに収束する（満期 � が長くなるにつれて、収束も速い）。このため、
実務においては、適当な /で計算を打ち切っても、十分な精度が得られる。次に、固
有値 ��、固有関数 ��、係数 	� の具体的な値について説明を行う。まず、標記を簡
単にするために、以下の定数を定義する。
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固有値は、
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の解として与えられる。���&�は、ウェーバー エルミートの放物柱関数（=���E���@
@+����"� <>�@4���）と呼ばれる関数で、

���&� � ��
�
� ��


�

� ����
� �

� &�� �,�

である。ここで、���&�は、エルミート関数で、

���&� � ��������
�����

�

�&�
� �#�

である。固有関数については、

�	
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ただし、������ � �����%������	 である。
また、係数は、

	� �
� �

��

���!�
�

��
�
�

�������

�� �!� ����

により計算される。
最終利回りを
�!� ��とすると、

���
���


�!� �� � ���
���

�
� ��� �!� ��

�

�
� �� � �� ����

であることから、ゴロボイらのモデルで表されるイールド・カーブは、満期が大き
くなるにつれ、徐々にフラット化し、��が長期的な均衡値となることがわかる。
ゴロボイらは、日本国債のデータを用いて、イールド・カーブのフィッティング
を行っている。具体的には、モデルから得られるイールドと実際のイールドの二乗
誤差の和が最小となるように、バシチェック・モデルのパラメータ �� "� � と潜在金
利の初期値 !（ゼロ金利下では負値をとる）を推計する。その結果、イールドの誤
差が、$�年までの全ゾーンでみて最大でも 	 E=と、極めて良好なフィッティングを
得ている。ゼロ金利政策期の日本のイールド・カーブは、中短期ゾーンが下に凸に
なっているため、フィッティングが困難であると一般にはいわれているが、この点
もうまくフィットしている。
固有関数展開を用いた潜在金利モデルの研究としては、9��"4��+ ����	�および馬
場［����］が挙げられる。リネツキーは、潜在金利（初期値は負）が初めてゼロとな
るまでの期待時間（N��4 6�44��2 4��" �< 3"��）を固有関数を用いて計算している。馬
場の実証分析では、日本のゼロ金利政策期の国債市場のデータを用いて潜在金利モ
デルのパラメータを推計し、潜在金利がゼロになる初期到達時間から、ゼロ金利政
策の予想終了時期を求めている。モデルから得られたゼロ金利政策の予想終了時点
は、ユーロ円金利先物からインプライされるものと、概ね同様の動きとなっている。

�
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（�） !�を用いた現実確率のもとでの価格評価

ミラーら（����"� ��� .��4"� ����	�）は、低金利下でのイールド・カーブのフィッ
ティングを高めるため、�ファクターのモデルを提案している。�つ目のファクター
はイールドの短期ゾーンに作用するファクターで、ブラックの潜在金利のアイディ
アを用いている。もう �つは、イールドの長期ゾーンに作用するファクターで、分
散を所与として期待収益率を最大にするグロース・オプティマル・ポートフォリオ
（&��!46 �=4���� .��4<����：以下、&�.）�と呼ばれる、市場インデックスの代理変
数を用いる。割引債の理論価格に関しては、現実確率のもとで観測可能な &�.を
ニューメレールとして算出していることが特徴的である	。デリバティブの価格付け
において一般的に用いられるリスク中立確率測度は用いられない。以下に、ミラー
らの手法の概要を説明する。

イ"  !�
まず、時刻 � での銀行預金の価値を  � とすると、

� � �  � �� ��� ��$�

と書ける。�� は短期金利である。市場には、� 種類の原証券�
（=�����+ �"@>��4�"�）
が存在すると仮定し、各証券価格+ �

� �# � �� � � � � ��は、� 個のウィーナー過程から
なる、確率過程

�+
�
� � +

�
�

�
�
�
� �� �

��
���

"
� ��
� �- �

�

"
� # � �� � � � � �� ��	�

を満たすとする。ここで、�� � 
�
�
� �
�
��� はドリフトを表す � 次元ベクトル、"� �


"
� ��
� ��� ���� は、逆行列が存在する � 
 � のボラティリティ行列とする。この条件は
市場が完備であることを意味する。
このとき、リスクの市場価格を表すベクトルは、

0 � 種類の安全資産と複数のリスク資産から構成され、かつ、外部との資本のやりとりがない自己充足的
（3��������
	�&）なポートフォリオを考える。リスク資産価格は確率過程に従うとする。ポートフォリオの
ボラティリティを所与としたとき、ドリフトを最大化させる、すなわち期待収益率を最大化させるリスク資
産の投資比率の組合せは、安全資産への投資比率の関数となることが知られている（分離定理）。ここでさら
に、安全資産の投資比率の関数として表されたポートフォリオのドリフトの対数値を最大にするように、安
全資産の投資比率を選択したポートフォリオのことを �?"という。詳細については、"����� ������を参照。

, 現実確率測度とリスク中立確率測度の変換の際に必要となるラドン・ニコディム微分に �?" を用いてい
るといい換えることもできる。ただし、後述するとおり、観察可能な市場データを利用するために、�?"

成分と短期金利成分の独立性などの仮定をいくつかおいている。
�� 実際に市場に存在する証券のことであり、市場の完備性の議論で用いられるアロー ドブルー（����9E��:���）
証券とは異なる。

��
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となる。ただし、�は各要素が �の � 次元ベクトルである。
今、原証券 � への投資比率が Æ�� であるポートフォリオ 0� の確率過程は、

�0� � 0� �� �� �
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Æ
�
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�
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� ��
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���
� �� � �- �
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となる。ただし、+ �
� は銀行預金を表す。

ここで、ポートフォリオ 0� が&�.であるとき、����� ���
��� Æ

�
� +

�
� "

� ��
� となるこ

とを用いると、����式は、

�0� � 0�

�
�� �� �
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� �
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となり、&�.のボラティリティはリスクの市場価格で書き表せる。
ここからは、ミラーらの手法に則り、�ファクター・モデル（� � �のケース）で
議論を進めていくこととする。
まず、&�.の価値 0� は、�種類のウィーナー過程により、��,�式のように記述さ
れる。

�0� � 0�
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�� �� �
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���

�
���
� ��

���
� �� � �- �

� �

"
� ��,�

ここで、����� は、ウィーナー過程- � に対するリスクの市場価格であり、短期金利
の変動を記述する。����� は、&�.の変動を記述するウィーナー過程- � に対するリ
スクの市場価格であり、短期金利とは独立である。
&�.の代理変数としては、実務上、グローバルに分散投資されたインデックス、例
えば、� (�世界株式指数などが利用できるとしている。実際、円ベースの世界株式
指数と円短期金利の共変動（@�*����4���）を長期時系列で検証した結果、ほぼゼロに
近い値であったことから、ウィーナー過程- �と- �は独立であると仮定している。
さらに、短期金利に関するリスクの市場価格についてはゼロ、すなわち、����� � �と
仮定する。これは、割引債価格のうち短期金利の寄与分については、投資家はリス
ク・プレミアムを要求しないことを意味する。
今、&�.を銀行預金で除した割引 &�.（ �0�）を、

�0� �
0�

 �

� ��#�
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と定義する。このとき、��$�、��,�、��#�式より、割引 &�.の確率過程は、

� �0� � �0������ ��
���
� �� � �- �

� �� ����

と表される。割引 &�.の確率過程には、短期金利 �� および、その変動を記述する
- �は現れない。

ロ" マルチンゲールと割引債価格
&�.をニューメレールとすると、デリバティブの価格は、現実確率のもとで評価
することが可能である��。満期 � に �が支払われる割引債の時刻 � における価格を
� ���� �とすると、割引債価格を &�.で除した相対価格が、マルチンゲールとなる
ことから、

� ���� � � 0��



�

0�
��

�
� �

� �0�
�0�
 �

 �

��

�
� ����

が成立する。ただし、�� は時刻 � までに得られた情報セットである。
&�.は短期金利とは独立という仮定から、� ���� �は以下のように分解される。

� ���� � �1� ��� �0� ��� ��� �� �� ����

ここで、

1� ��� �0� � � �

� �0�
�0�

��

�
� ��$�

は、リスクの市場価格の寄与分であり、

�� ��� �� � � �



 �

 �

��

�
� ��	�

は、短期金利の寄与分である。

ハ" 割引 !�のダイナミクス
割引 &�.（ �0�）のドリフト項 �� は、����式から

�� � �0� ������ �
�
� ��-�

�� �?" をニューメレールとすると、任意の自己充足的なポートフォリオは、マルチンゲールとなる。詳細
は、補論を参照。

���



と書ける。����、��-�式から、割引 &�.の確率過程は、以下のように書ける。

� �0� � �� �� �
�
�� �0� �- �

� � ����

ここで、時間変換を行い、� を以下のように定義する（.��4"� ����	�）。

���� � �

�

� �

�

�� ��� ��0�

さらに、

* ������ � �0� � ��,�

とおくと、����式から、

�* ��� � � �� �
�
�* ��� �-� � ��#�

が得られる。ただし、

�-� �
�
����

�
�- �

� � �$��

である。��#�式から、* は、� 時間で、	次の平方根ベッセル過程（�H>��"� %"��"�
=��@"��）に従う（�"*>3 ��� 8�� ��###�）。これは、 �0� が、時間変換後の 	次の平方
根ベッセル過程に従うことを意味する。このとき、 �0� の �次変分は、

#� �0 $
�
� �

�

� �

�

�� ��� �$��

となる。
この �次変分を、時系列で分析したところ、指数関数的に増加していることから、
割引 &�.のドリフトに関して、確定的な関数を仮定したうえで、

�� � �� "�=����� �$��

とおき、実際のデータから、��� � をフィットさせる。
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ニ" リスクの市場価格寄与分
��$�、����式および、	次の平方根ベッセル過程の性質を用いると、リスクの市場
価格寄与分は、以下のように書き表すことができる。

1� ��� �0� � � � � "�=

�
� �� �0�
�� � ��

	
� �$$�

1� と満期 �（年）の関係をプロットしたものが、図 �である（各種パラメータ値
は原論文と同一のものを使用している）。
図 �からわかるように、1� は、満期 ��年あたりまでは、ほぼ一定であるが、そ
の後、急速に減少している。すなわち、中短期のゾーンについては、リスクの市場
価格は、割引債価格にほとんど影響を与えない。

ホ" 短期金利の寄与分
次に、短期金利の寄与分を検討する。短期金利には、潜在金利を用いる。すなわ
ち、短期金利を ��、潜在金利を +� とすると、

�� � +	
� � ���
+� � ��� �$	�

となり、短期金利の寄与分は、

�� ���+� � � �



"�=

�
�
� �

�

����+	� �� ��

� %%%% ��

�
� �$-�

図 � リスクの市場価格寄与分（�� � ����、� � ����、�
���

�
� ���）
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と表される。��	�式の期待値は、現実確率のもとでの期待値であり、�$-�式におい
ても同様である。実際に観測される割引債価格 � ���� �と、�$$�式により求められ
た1� ��� �0� �から、

�� ���+� � �
� ���� �

1� ��� �0� �
� �$��

という関係が求められ、これより、�� ���+� �のパラメータを推計できる。
ミラーらによると、バシチェック・モデル、(��モデルともに、パラメータが時
間に依存しないために、ゴロボイらの固有関数展開による手法は、とりわけデリバ
ティブの価格付けに用いる場合、フィットが安定しないと指摘している。このため、
バシチェック・モデル、ないしは、(��モデルに時間に依存する確定的な関数を加
えたものを潜在金利と定義し、金利ツリーを用いるのが固有関数展開による手法よ
りも効率的であるとしている。

（#）名目金利の長期均衡水準が変動し得るモデル

ボンフィム（%��N� ����$�）は、潜在金利の長期均衡値をファクターに加えた
�ファクター・モデルを提案した。米国市場のデータを用いて、イールド・カーブの
フィッティングを行ったうえで、米国経済が流動性の罠に陥る確率を、リスク中立
確率、現実確率のもとで、おのおの計算している。流動性の罠に陥る確率は、短期
金利が一定の期間内にゼロに達する確率と定義する。
短期金利は、ブラックの潜在金利 +� を用い、潜在金利には、現実確率のもとで、
以下の平均回帰性を持つ確率過程を考える。

�+� � "��� �+� � �� � �� �- �
� � �$0�

この式は、バシチェック・モデルに類似しているが、潜在金利の平均回帰水準 �� が
確率変動するという点で、バシチェック・モデルとは異なる。�� についても、現実
確率のもとで、平均回帰性を持つ確率過程を考え、

��� � ��$ � �� � �� � �� �- �
� � �$,�

とおく。また、�つのウィーナー過程、�- �
� � �-

�
� は無相関であり、+� � �� に係る

リスクの市場価格は一定であると仮定する。
モデルのパラメータについては、金利のゼロ制約を考慮に入れると、推計が困難
になることから、米国金利がゼロより十分に高い期間のデータを用いることで、潜
在金利と名目金利が一致すると仮定し、カルマン・フィルターに基づいた最尤法に
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よりパラメータを得、これを低金利下の 9�%��・スワップ市場のイールド・カーブ
にもフィッティングさせている��。
ボンフィムは、有限差分法により偏微分方程式を解くことで、流動性の罠に陥る確
率を計測している。その結果によると、���$年初の時点で、米国経済が �年以内、-年
以内に流動性の罠に陥る確率（現実確率）は、それぞれ、約 
P、�Pとなっている。

�� スイッチング・モデル

（�）ゼロ金利政策解除時間に注目したモデル

丸茂・中山・西岡・吉田［���$］では、スイッチング・モデルの発想に基づき、ゼ
ロ金利政策下での日本のイールド・カーブに対応するスポット・レート・モデルを
提案し、ゼロ金利政策解除の時期に関する市場参加者の見通しを抽出することを試
みている。
ゼロ金利政策期が継続されている期間はスポット・レートはゼロに固定され、ゼロ
金利政策解除後はバシチェック・モデルに従うと仮定する��。ゼロ金利政策が解除さ
れるまでの時期 � は、特定の確率分布（後述）に従い、その密度関数、分布関数を、
それぞれ 	、#とする。このとき、スポット・レートは、リスク中立測度のもとで、

��� � ���
���"�� � �� � �� � � �- �
� �� �$#�

と書ける。このとき、時刻 � における満期 � の割引債価格 � ���� �は、
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となる。

�� イールド・カーブのフィッティングは良好な結果が得られているが、�� の確率変動を表すパラメータ � が
やや非現実な値を示している。そこで、流動性の罠に陥る確率について、� を変化させながら感度分析を
行ってみたが、結果に大きな変化はみられなかったとしている。

�$ 厳密には、ゼロ金利政策解除後の名目金利にバシチェック・モデルを使用しているため、それ以降の期間に
おいて、名目金利が負となる可能性は残されている（次に述べる、山分［���-］でも同様の問題が残る）。
すなわち、一度限りのゼロ金利は表現できるものの、将来再びゼロ金利になる状態は扱えないモデルであ
る。ガオ・ウー［���(］は、ゼロ金利解除後にバシチェック・モデルを用いると、「�
< 近い確率で金利
がマイナスに転じる」ことを指摘し、丸茂らのモデルに、ゼロ金利解除後は �;) モデルに従うように修正
を加え、日本のスワップ・レートにフィッティングさせている。

���



パラメータの推計については、まずスポット・レートの時系列データを用いて、ゼ
ロ金利政策解除後のバシチェック・モデルについて、現実確率でのパラメータを推
計する。そのうえで、イールド・カーブにフィットさせることで、ゼロ金利政策解
除時期の分布のパラメータ（標準ガンマ分布、対数正規分布、ワイブル分布など多
くの分布について実証している）、および、リスクの市場価格を推計している。この
結果、従来のバシチェック・モデルと比較して、イールド・カーブのフィッティン
グが、とりわけ中短期ゾーンにおいて、大きく向上したことを示している。
また、ゼロ金利政策解除時期の分布の統計量（期待値、最頻値、パーセンタイル
値）から、市場参加者の見通しの抽出を試みている。
山分［���-］は、丸茂らと同様なスイッチング・モデルの発想に基づき、割引債
価格をモデル化しているが、以下の点で丸茂らの手法と異なっている。
まず、ゼロ金利政策解除のハザード率がワイブル分布に従うと仮定する。このと
き、リスク中立化における、ハザード率を �����とすると、割引債価格は、
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と表現される。ここで、 �
� �
( �
�
����� ��である。

パラメータの推計については、丸茂らは、ゼロ金利政策期以外のデータを用いて
バシチェック・モデルのパラメータを推計した後、イールド・カーブにフィットす
るように、ゼロ金利政策解除時点を表す分布のパラメータやリスクの市場価格を推
計しているが、山分は、イールド・カーブにフィットさせることで、すべてのパラ
メータを同時に推計している。この結果、フィッティングの精度が丸茂らのものよ
りも向上したことを報告している。

（�）ゼロ金利への回帰を許容するモデル

カバノフら（J�E���*7 J�Q���7 ��� ����3 ����-�）は、スポット・レート・モデル
として金利ゼロを吸収壁とする、次のようなスイッチング・モデルを提案した��。

① スポット・レートが正のときは、バシチェック・モデルに従う。

�# 金利ゼロを反射壁とするモデルも考えられるが、金利がゼロになった瞬間、再び正に戻る反射壁は、現実
の金利の振舞いを的確に表しているとはいい難い。一方、吸収壁を採用する場合には、どの時点で金利が
正に復帰するかをモデル化する必要があるので、モデル自体は、より複雑化することになる。
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② いったん、スポット・レートがゼロになると、しばらくの間、その状態が継続
される。

③ その後、ポアソン過程に従うイベントが発生すると、スポット・レートは正に
復帰する。

以上を定式化すると、以下のように書ける。

��� � ��������
"�� � �� � �� � � �-� �� �������� �2� � �� � �� �

�%� � ��������
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ただし、�� と �%のうち一方はゼロ、-� と 2� は独立とする。%� は、金利ゼロの状態
の継続時間（��4"�@+）を表す変数である。
�	��式では、スポット・レートがゼロに達すると、�� の過程から、%� の過程にス
イッチする。%� は �2� でジャンプが発生するまで増加を続け、いったん、ジャンプ
が発生すると、%� はゼロに戻り、名目金利は正に回復した �� の過程にスイッチす
る。ここで、ジャンプ発生のハザード率は、ゼロ金利継続期間の長さ%� に依存する
よう、��&� � � � $! &��� で与えている。
時刻ゼロにおける満期 � の割引債価格 � ��� � �%�� � の導出には、� ��� � �%�� � �

�
)
"�=
*� ( �

�
�� ��
+ %% �� � �� � %� � �%,の期待値を計算する必要があるが、カバノ

フらは、ファインマン カッツの定理により、積分偏微分方程式（=��4��� ��4"2���
��<<"�"�4��� "H>�4���）を導出し、有限差分法の一種であるクランク ニコルソン法を
適用して、計算を行っている。
バシチェック・モデルのパラメータ、およびジャンプ幅を固定し、ハザード率、お
よび変数の初期値 �� � �% を変化させることで、さまざまなイールド・カーブを構築し
たところ、以下のような点を指摘している。

① ハザード率を定数とすると、イールド・カーブの形状は常に凹となり、ゼロ金
利政策期の日本の  字状のイールド・カーブをうまく記述できない。

② ハザード率を線形にすると（ワイブル分布）、 字状のイールド・カーブを表現
できる。もっとも、 �%が大きくなるにつれ（これまでのゼロ金利政策継続期間
が長くなるにつれ）、変曲点がゼロに近づき、中短期ゾーンがゼロ近傍に張り
付いた  字状のイールド・カーブを表すことができない。

③ �%の増加に従い、イールド・カーブ全体の水準は、概ね比例的に上方にシフト
する��。

�- これは、� が時刻の経過とともに増加するため、初期値 �� がすでに十分長いと、ジャンプが早い段階で
発生するためである。しかしながら、これまでのゼロ金利政策継続期間が長いほど、中長期金利水準が高
くなるというのは、現実に必ずしも適合しないため、カバノフらは、�� の過程に、確率項を加えたモデ
ルも提案している。

��	



�� おわりに

本稿では、日本のような低金利環境下でのイールド・カーブをうまく表現できる
ようなモデルについて、近年の研究成果を紹介した。これらは、潜在金利モデルと
スイッチング・モデルに大別され、いずれのモデル群でも一定の成果を上げている。
各モデルの長所・短所を簡潔にまとめると次のとおりである（�印が長所、�印が
短所）。

潜在金利モデル

�「名目金利は、潜在金利を原資産とするオプションである」と考えることで、モ
デルがシンプルとなる。

� 負の値をとり得る潜在金利は直接的な観測が不可能なうえに、経済学的な解釈
が今のところ定着していない��。

&���*�� ��� 9��"4��+ ����$7 ���	�

� 無限級数の形ではあるが、解析解を求めることができる��。
� ツリーによるプライシングと比較して、長期債の価格導出では効率的である一
方、短期債の場合には、効率的であるとはいえない（����"� ��� .��4"� ����	�）。

����"� ��� .��4"� ����	�

� &�.を用いることで、価格付けにおいて測度変換の必要がない（現実確率
が使える）。

� &�.に確定的な関数を想定しているため、ツリーを用いることで、比較的
容易に価格付けが行える。

� &�.の代理変数として、マーケット・ポートフォリオを用いることの是非や、
さらに代用するマーケット・ポートフォリオとしてどのようなインデックス
を用いるかという問題があり、必ずしも、実務に適しているとはいえない。

スイッチング・モデル

� ゼロ金利政策期はスポット・レートがゼロ、それ以外は確率モデルに従うとい
うスイッチングの発想がわかりやすい。

�( 7��
5 ��,,-� は、潜在金利の解釈として、金利に非負制約が存在しない場合の貯蓄と投資を均衡させる金
利であるとしている。����!�	 ��� 1	���358 ����$�では、���$年 #月 ,日の日本の潜在金利は ����<で
あると報告しているため、ブラックの解釈に従うと ;��バランスを満たす金利は負値であったことになる。

�/ ただし、ゴロボイらが解析解を導出しているのは、潜在金利がバシチェック・モデル、�;) モデルに従う
ときのみである。
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� 金利がスイッチするタイミングをモデル化する必要があり、パラメータが増え
ることで、モデルが複雑となり、推計も困難となる。

� 実証分析を行った初期のモデルでは、金利がゼロの状態から、非ゼロの状態へ
のスイッチングを考えているが、その逆については、考慮されていない。

このように、潜在金利モデル、スイッチング・モデルのいずれにも、一長一短が
あり、どのモデルが優れているかは一概にはいえない。実装する際には、こうした
点を踏まえつつ、状況に応じてモデルを選択する必要がある。

���



補論� ���をニューメレールとした場合の確率過程

原証券が、&�.をニューメレールとすると、マルチンゲールとなることを示す。
��	�、��0�式に伊藤の補題を適用すると、
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となる。ここで、�� � "��� 
�� � ����から、
��

��� "
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� � �� が成立し、これ

を �����に代入すると、
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が得られ、原証券を&�.で除した過程は、マルチンゲールとなることがわかる。こ
のことから、原証券で構成される任意のポートフォリオも、&�.で除すと、マルチ
ンゲールとなることがわかる。
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