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要 旨
�������� �	��
���
�（��）は日中に高頻度で観測されたリターンの �乗値の和
として計算され、ボラティリティの推定値として近年注目を集めている。��

に関する研究は欧米を中心に数多く行われているが、日本のデータによる実証
分析は今のところ少ない。本稿では、��に関する研究について各種理論モデ
ルや実証分析のサーベイを行うとともに、日本の株価指数および株価指数先物
データによる実証分析を行うことで、欧米市場データを用いた先行研究との比
較を試みた。その結果、��は将来のボラティリティを予測するうえで有益な
情報を有していること、��には長期記憶性が存在していること、高頻度デー
タでみてもリターンの分布の裾が厚く、ジャンプ拡散過程などを前提としたボ
ラティリティ推定が必要なこと、ボラティリティの変動には価格の変化方向に
関して非対称性が存在していることなどが判明した。こうした実証結果は、欧
米の先行研究と概ね一致するものであった。

キーワード：高頻度データ、�������� �	��
���
�、長期記憶性、ジャンプ拡散過程
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�� はじめに

リスク管理あるいは派生商品の価格付けにおいて、ボラティリティは欠かせな
い変数である。ボラティリティとは、資産価格の変化率であるリターンの変動の大
きさを表し、その値は日々変化すると考えられる。こうしたボラティリティの時間
変化を表現するモデルとして ����� ���	
� の ���（�������������� �����������
������������������）モデルや ���������� ���	��の����（����������� ���）モ
デルをはじめ多様なモデルが考案されてきた。これらのモデルで想定されるボラティ
リティは、リターンの時系列データを用いてモデルが推定されて初めて、推定値と
して観測可能となる。そのため、どのモデルや推定法を用いるかによって、同じリ
ターンのデータに対して推定されるボラティリティが異なることがある。
これに対し、理論モデルに依存しないボラティリティとして�������� ��� ����������

����	�により  （�������  ���������）が提唱された。 は �日といったある特定
の期間内の高頻度データから計算されるリターンの 
乗値を合計して得られるボラ
ティリティの推定値である。 の研究が数多く行われている背景には、 の推定
方法が容易であることだけでなく、 がボラティリティの推定値と考えられる理論
的裏付けが存在すること、また、高頻度データの入手が容易になったことが挙げら
れる。
 の推定においては、あらゆる時間帯においてリターンが観測されることが望ま
しいため、取引頻度が高く、かつ市場がクローズすることがない為替レートのボラ
ティリティに関する研究から始められた。その一例として �������� ��� ����������

����	�をはじめ、!������ �
""��、�������� �
 ��# �
""$�、����� �
""%�などが挙げら
れる。その後、株価指数の分析（�����& '���& ��� (����� �
""��、�)�����& *����+�����&
���  ������� �
""��、,��-.��& /���0�����& ��� ��� �
""1�）や、先物取引の分析
（!������ �
""
�、()�.���� ��� 2��� �
""$�）など、取引時間が限定されており、
終値から翌始値にかけて高頻度リターンが観察できない資産についても、応用分析
が進められた。
日本の市場データを用いた  の実証分析は、今のところ、渡部・佐々木［
""�］
など一部の研究に限られている。本稿では、 を用いた研究のサーベイを行ったう
えで、日経平均株価指数、東証株価指数（(3'45）、さらに日経平均先物価格といっ
た、日本の株式市場データに対し、 の応用分析を行うことを目的とする。
 以前のボラティリティを潜在変数とした時系列モデルは、���モデルをはじ
め、ボラティリティ変動の特性を拡張していったモデル群によるものが主流であっ
た（����������& �����& ��� 6����� ����%�、�)�����& ������& ��� ������ ������を参
照）。これらはボラティリティ変動モデルと総称される。ボラティリティ変動モデル
と  についての研究は、いずれも以下の 
つに大別される。①ボラティリティの
予測およびそのパフォーマンスのモデル間比較といったボラティリティ推定に関す
る基礎研究、②リスク管理、あるいは派生商品の価格付けといったボラティリティ
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を用いた応用研究である。後者の応用研究においては、リターンの分布あるいはその
確率過程を特定化する必要があり、そのためにボラティリティが必要とされる。 
はボラティリティ変動モデルの拡張ではなく、ボラティリティの推定に関する新し
い方法であるため、まず、上記①に該当する基礎研究が必要とされる。そこで、本
稿では、 の特性分析および  を用いたモデルのボラティリティ予測力に焦点を
当てた。
本稿の構成は以下のとおりである。
 節では、 を用いた先行研究をサーベイ
する。はじめに  がボラティリティの推定値となりうる理論的背景を説明した後、
 を用いたモデルをサーベイする。その際、モデルの推定法やボラティリティ予測
力の評価法を解説する。さらに拡張モデルとして、多変量  とジャンプモデルを
紹介する。$節では、高頻度データを扱う際の問題とその対処法について解説する。
%節では、わが国株式市場データに対し、さまざまな  モデルを適用した実証分析
の結果を示す。1節では、まとめと今後の研究課題を述べる。

�� ��を用いた研究のサーベイ

（�）��の理論的背景

はじめに  について解説する�。以下では、第 � 日の日次リターンを、対数価格
�����、� � � � � を用いて

�� � ����� � ���� � ��� � � �� �� � � � ��� 7�8

と表し、さらに第 � 日内の観測時点 	 におけるリターン（日中リターンと呼ぶ）を

�� �� � ��
�
� � �� 	




�
� ��

�
� � �� 	 � �




�
� 	 � �� �� � � � �
� 7
8

と表す�。ここで
 は日中リターンの �日当たりの観測回数である。
第 � 日の  （ � と表す）は、日中に観測されるリターンの 
乗値を �日にわ
たって観測回数分足し合わせたもの、すなわち、

 � �
��
���

� �� �� � 7$8

� より詳細な解説は �������� �� ��� 	
���、����������������� ��� �������� 	
���� を参照。

 本稿では高頻度データから計算されるリターンを日中リターンと呼び、日中リターンから求めた ��� を日
次ボラティリティと呼ぶ。なお、日次リターンは終値から求めたリターンであり、日次ボラティリティとは
元データの観察頻度が異なる。

�



で定義される�、�。
 は一見すると単純なボラティリティ推定手法であるが、理論的な裏付けが存在
する。ファイナンス理論モデルで用いられる確率過程では、その連続時間表現にお
いて、ボラティリティを瞬間的ボラティリティとして与える。このもとで、ある一
定の期間のボラティリティは瞬間的ボラティリティの「累積値」として与えられる。
 は観測回数を高頻度にしていくと累積ボラティリティに確率収束するという優れ
た性質を持つ。以下では、対数価格 ��がセミ・マルチンゲールであるという一般的
な仮定のもとで、 のこうした性質を説明する。
まず上記仮定のもとで、�����は、有界変分を持つ �����とマルチンゲール�����

の和で表される。また、
次変分 �������は、
 ��とすると ��-� ��� � ����	 � �

となる �� � � � �� � �� � 
 
 
 � �� � � に対して、

������� � -��.
���

��
���

������ � � ��������	�� 7%8

として定義される。このとき、������� � �������となる。�������はマルチンゲール
成分の 
次変分を表す。
こうした ��のセミ・マルチンゲール性の仮定のもとで
 ��とするとき、 
は以下のように確率収束する。

��
���

� �� ��
�� ������� � ������ � ��� 718

次に、��の確率過程をより特定化して伊藤過程

������ � 	��� �� � 
��� � ���� 7�8

に従うと仮定する。ここで、
����は瞬間的ボラティリティ�、	���はドリフト、� ���

はブラウン運動を表す。また、


����� �
� �

�


���� ��� 798

として、瞬間的ボラティリティ 
����の累積ボラティリティを定義する（ここですべ
ての � ��に対して 
����� ��が成り立つとする）。伊藤過程のもとでは、7%8式
で定義された 
次変分は累積ボラティリティとなる。すなわち、

� �������� ����������を提唱した �������� ��� ��������� 	�!!"とは別に、#�$式を �������� ������%�と呼ぶ
研究もある。例えば ���������������� ��� �������� 	
����。本稿では提唱者の呼称に従う。

� 多くの実証分析は日次ボラティリティの分析に �� を用いるが、週次や月次などのボラティリティ分析に
�� を用いることも可能である。詳しくは ����������������� ��� �������� 	
���� を参照。

& 確率過程の表現上は ���� が瞬間的ボラティリティに相当するが、以下では表記を容易にするため ����� を
そう呼ぶ。
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������� � 
������ 7	8

が成立する。さらに、7	8式を 718式に代入すると、 が第 � 日までの累積ボラティ
リティと第 � � � 日までの累積ボラティリティの階差で表された � 日中の累積ボラ
ティリティ 
�� に確率収束することがわかる。すなわち、

��
���

� �� ��
�� 
�� � 
�� � 
����� � 
���� � ��� 7�8

として、 が累積ボラティリティの一致推定量となることが示される。

（�）��および ��で基準化した日次リターンの正規性

�������� �
 ��# �
""��& 0�や ()�.���� ��� 2��� �
""$�は、 、��  、および
 により基準化された日次リターンの無条件分布を分析して、以下の 
点を指摘し
ている。
第 �点は、 （もしくは

�
 ）は正規分布には従わず、一方、��  （もしくは

��
�
 ）は正規分布に従う点であり、この結果に基づいて、実証分析ではしばしば

��  が使用されている。これは、次節で紹介するようにボラティリティ変動モデル
の撹乱項に正規分布を仮定するものが多く、モデル設定において  の非正規性を
表現できない場合にモデルが正しく推定できなくなることを避けるためである。
第 
点は、 により基準化された日次リターン

���
 �

� � � �� �� � � � ���

が正規分布に従う点である。日次リターンが正規分布よりも裾の厚い分布に従って
いることは、!�����0��� ����$�や :�.� ����1�の指摘により、早くから広く知られ
ていた。これに対し、����� ���9$�は以下のような仮説を考えている。日次リター
ン �� は平均 "で自己相関がないものと仮定すると、日々変動するボラティリティ 
��
と、平均 "、分散 �の過去と独立な確率変数 �� によって、日次リターンを

�� � 
��� � 7�"8

と表すことができる。����� ���9$�は、�� の分布は標準正規分布に従うが、ボラティ
リティ 
�� が日々変動するため、�� が裾の厚い分布になると考えた�。この仮定のも
とでは、�� の分布は � 日ごとに分散が異なる正規分布の混合分布になることから、上
記仮説は「分布混合仮説」と呼ばれており、ボラティリティ変動モデルで広く活用さ

' 証明は、渡部［
���］の第 ���節や和合［
��&］の第 !章を参照。

�



れている。分布混合仮説では �� が標準正規分布に従うことが仮定されているものの、

�� を����モデルや * （*���)�����  ���������）モデルで推定した実証分析では、

�� を可変としてもなお �� が正規分布よりも裾の厚い分布に従っているという結果が
得られることが多かった�。このように、����モデルや * モデルにおいて分布
混合仮説が成立しないことは、これらモデルの定式化に何らかの問題がある可能性
を示唆している。一方、前述のように、
�� の推定値に  � を用いて ��� � ��

Æ�
 �

と基準化して得られる �� の推定値については、正規性の仮説が棄却されないという
結果が得られている。これは ����� ���9$�の分布混合仮説を支持するものである。
正規性の検定には、尖度と歪度を用いた /��;��<����検定（以下、/�検定）が使
われることが多いが、()�.���� ��� 2��� �
""$�は  の実証分析に同検定を用い
る場合、次のような問題があることを指摘している。すなわち、 もしくは ��  

は長期記憶過程（次節参照）に従い、自己相関を有する傾向が強いため、/�検定お
よびその他の正規性の検定方法�では正規性の仮説を棄却しすぎること、なかでも /�
検定はその程度が大きいことを、シミュレーションによって示している	。したがっ
て、/�検定の解釈は慎重に行う必要がある。

（�）��を用いたボラティリティ変動モデル

本節では、 を用いたさまざまなモデルを紹介する。大別すると、①  を被説
明変数としてモデル化した  時系列モデル、② ����などのボラティリティ変
動モデルに新たな説明変数として  を組み入れた �����  モデル、という

タイプに分類できる。前者はボラティリティ推定値としての  の変動過程を直接
モデル化するという観点に、後者は ����等のモデル内で想定されたボラティリ
ティの推定式において  が有益な付加情報を持つという観点に立ったものである。
前者の  モデルでは、 が「長期記憶性」と呼ばれる時系列特性を有している点
を考慮したモデル化がなされている。以下では、 時系列モデル、�����  
モデルについて、順に紹介する。

( �� モデル（確率的ボラティリティ変動モデル）は、ボラティリティを潜在変数とする時系列モデルの � つ
であり、)��*+モデルと並んで多くの実証分析に用いられている。)��*+モデルでは � � �期までの情
報を所与とした � 期のボラティリティは確定的になる一方、��モデルでは確率変数として与えられる。��

モデルの詳細は、渡部［
���］の第 �節を参照。また、�� の分布については、渡部［
���］の第 
���
節や
和合編著［
��&］の第 !章を参照。

" 具体的には、��������,-�����.検定、*�/0��,��� 1����� 検定、22 検定、3��0�.��� ,�0���� 検定。
! 4��56� ��� ���� 	�!"�が提案した 4� 検定は、変数に系列相関がないこと #7$、分散が均一であること #+$、
変数が正規分布に従うこと #�$を同時にラグランジェ乗数検定する方法である。この正規性検定は、#7$ #+$
#�$がすべて満たされることを帰無仮説として、#7$および #+$は満たされるが #�$のみが満たされないこと
を対立仮説として行われる検定であるため、#7$と #+$の一方あるいは両方が満たされない場合に 4�検定を
行うことは不適切である。4�検定の条件を緩めた拡張として、#+$が満たされるものの #7$が満たされない
場合の正規性の検定法を考案した ��� ��� �. 	
��&がある。なお、不均一分散の場合において、)��*+�1
モデルに限っては 4� 検定を行えることを 8���������9 �������9 ��� *�������� 	
��� が示している。
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イ� ��時系列モデル
自己相関を持つ時系列は多くあるが、なかには自己相関が極めて緩やかにしか減
衰せず、非常に長く離れた期にも自己相関が残る系列がある。このようなデータの
特性は長期記憶性と呼称される。 は長期記憶性を持つことが指摘されているた
め、 を被説明変数とするモデルではこれを考慮に入れたモデル化が行われる。
定常過程には長期記憶過程と短期記憶過程がある。ある定常な時系列 �� & � �

�� �� � � �について、�次の自己相関関数 ���� � ������ ������� ����� �を計測した
場合、

��
���

���� ��� 7��8

を満たすものは短期記憶定常過程であり、

��
���

���� � �� 7�
8

を満たすものは長期記憶定常過程である（詳しくは矢島［
""$］を参照）。
こうした長期記憶性を表現するモデルの�つに�:4!�（�������������� :�����������

4��������� !����� �������）モデルがあり、 の推定にしばしば用いられる。また、
ボラティリティ変動には非対称性が存在することが指摘されているが（後述）、これ
を表現するために �:4!�モデルを拡張した �:4!�5モデルが用いられること
がある。このほか、短期記憶過程ではあるが、パラメータ次第では自己相関が長期に
わたりゼロになりにくいモデルとして、��（������������� ��������������）モデ
ルや =�（=��0������ ��.-�����）モデルがあり、これらも  の推定に用いられ
る。また、長いラグを伴う説明変数を取り込む!4>�*（!�?�� >��� *�.-����）モ
デルが  の推定に使用されることもある。以下では、これらのモデルを順に解説
する。

������モデル
 に �:4!�モデルを適用した分析では ���� ��� @������ �
""%�が �:4!�

��� �� ��モデルを、,��-.��& /���0�����& ��� ��� �
""1�が �:4!� ��� �� ��モデ
ルを用いている。%節（
）で後述する実証分析では、情報量基準 *4�により �項
のない�:4!� ��� �� ��モデルが選択された。このため、本節においてもこのモデ
ルを示す�
。

�� ��871� モデルは長期記憶モデルであるのに対して、87 項を含まない ��1� モデルは短期記憶モデル
である。しかし、��1� モデルに従う短期記憶過程であっても、パラメータの設定次第では、自己相関
係数が長い期間にわたってゼロになりにくい性質を持つことがある。このため、実証分析では、�� 項か
1�項のどちらかをゼロとして推定されることが多い（詳しくは ���9 8������9 ��� :�0� 	
��
を参照）。






�� ���	 ���  � � 	� � ��� ���� � 7�$8

ただし �� 	�  はパラメータであり、�� は撹乱項、�はラグ・オペレータである��。
� � � ならば �!� ��� �� モデルとなるので、��  � は短期記憶過程に従う。
� � � � ���ならば長期記憶定常過程であり、� � ��� ならば長期記憶非定常過程
である。�:4!�モデルにおいて � � ���が定常過程と非定常過程の境界点となる
ことは次のようにして示される。
一般に、長期記憶過程のパラメトリック・モデルにおける �次の自己相関関数 ����

は 7�
8式を満たし、かつ

���� � ���� ���� 7�%8

を満たす � � � � �が存在することが知られている。�:4!�モデルの自己相関関
数は

���� � ��	��� ���� 7�18

と表されることから、� � � � ���のときに長期記憶定常過程となることがわかる��。
ところで、���� � � � �のとき、�:4!�モデルはもはや長期記憶性を持たな
いものの、  � �が満たされているのであれば!�部分が反転可能であり、モデル
推定が可能となる。したがって、���� � � � ���という制約のもとで推定される。
推定には最尤法が用いられる。詳しくは補論 �を参照。

�������モデル
�:4!�5モデルは、ボラティリティ変動の非対称性を扱うモデルである。ボラ
ティリティ変動の非対称性とは、価格が上昇した日の翌日より下落した日の翌日の
ほうがボラティリティが高くなる傾向があることを指す。こうした価格の変化方向
に関するボラティリティ変動の非対称性については �:4!�5モデル以前にさまざ
まなボラティリティ変動モデルを用いた分析が数多く行われているが、同モデルは
外生変数 ����を用いた点が特徴となっている。
�:4!�5 ��� �� ��モデルは以下のとおりである。

�� ���	 ���  � � 	� � 	����� � 	���������� � ��� ���� � 7��8

�� モデルを推定する際には、�� は平均 �、分散 ��
� の正規分布に従うことを仮定する。ラグ・オペレータは、

�� �� ��� � �� ����� のように時刻を遅らせるオペレータである。また、反転可能性条件 �� � � �が課さ
れる。

�
 #��$式と #�&$式は、� を� に近づけたときに、左辺と右辺の比がゼロではない有限の確定値に収束する
ことを示している。
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ただし �� 	�� 	�� 	��  はパラメータであり、�� は撹乱項である。また、���� はリ
ターン ���� が負値、すなわち価格が直前に下落していれば �、そうでなければゼロ
となるダミー変数である。今期  の期待値 	� � 	����� � 	���������は、

���� � � ならば 	� � 	������
���� � � ならば 	� � 	����� � 	������

であるため、後者が前者より大きい、すなわち �	��	� � �であれば、ボラティリ
ティ変動の非対称性と整合的な結果である��。

���モデル
��（������������� ��������������）モデルは、不均一市場仮説（�������������

!����� ��-��)����）を基にして���モデルを拡張させた����モデル（������+
������� �������� ���、!A���� �
 ��# ����9�、>�������� �
 ��# ����	�）を  のモ
デルへと拡張したものである。この仮説は、市場参加者は市場の先行きに対する予
測や、情報入手の程度など、さまざまな面において異なっているという仮説である。
����� �
""%�は、投資する期間の長さが異なれば、それに比例して情報に反応を示す
時間の長さも異なることを仮定し、��モデルを考案した。
��モデルは、将来の一定期間の日次  の平均値を、過去の日次  、�週間の
日次  の平均値、そして �ヵ月間の日次  の平均値の $本の短期記憶過程が組
み合わされたモデルで捉えようとするものである。このように複数の短期記憶モデ
ルが組み合わされたモデルは、変数の自己相関が長い期間にわたってゼロになりに
くい性質を有している��。
����� �
""%�が考案した ��モデルは

��  ����� � �� � �
 ��  � � �� ��  ����� � �� ��  ������ � �� �

7�98

で与えられる。ただし、��� �
� �� � �� はそれぞれパラメータであり、�� は撹乱項
である。説明変数は � � �� �日から � 日までの �日間の日次  の平均値が使われ
る。� � �とすると、 ����� � ������ �� �  ��� � 
 
 
 �  � �は営業日でみ
たときの過去 �週間の日次  の平均値となる。同様に � � ��とすると、 ������
は過去 �ヵ月間の日次  の平均値となる。被説明変数は � � �日から先行き �日
間にわたる日次  の平均値であり、翌日の日次  �（� � �）や先行き �週間の日
次  の平均値、先行き �ヵ月間の日次  の平均値などが用いられる。��������&
����������& ��� >��0��� �
""1�は、 、��  または

�
 の ��モデルを決定係

�� )��� ��� ;�6���� 	
���は、�� の推定値が負値であり、統計的に有意であることから、ボラティリティ変
動の非対称性が存在すると指摘している。

�� )���.�� 	�!"� は、短期記憶過程が組み合わされたものが、長期記憶性を表すことがあることを示してい
る。

�



数により比較したところ、��  を用いたモデルの決定係数が最も高いことを示して
いる。
��モデルは最小 
乗法で推定可能であるが、推定値の標準誤差を計算する際に
は注意が必要である。被説明変数に日次  の平均値が用いられるため、7�98式に
おいて、撹乱項に � � �次までの自己相関が存在する可能性がある。この問題に対
し、��������& ����������& ��� >��0��� �
""1�は、6�B��<2���による標準誤差を用
いており、その際、ラグの長さは 1（� � �）、�"（� � �）、%%（� � ��）としている。

�	モデル
=�（=��0������ ��.-�����）モデルは、�!� ��� ��過程に従う複数の観測不能
な要素 ��� 、（� � �� �� � � � ��）の和で  を表現したものである。すなわち、 を

 � �
��
���

��� � �� � ��� � �!� ��� ��� ���� � � ��  ����� � � 
�� �

7�	8

とモデル化する。 の推定誤差 �� は平均がゼロ、分散 
�� と仮定する��。
=�モデルは、��モデルと同様に、� 個の短期記憶過程 ��� を組み合わせるこ
とで  の自己相関がゼロに減衰しにくい特性を表している。ただし、��モデル
は市場参加者の不均一性という経済学的な背景があったのに対し、=�モデルは3=

（3�������<=)���0���）過程��に従う短期記憶モデルの組み合わせという連続時間モ
デル上での工学的工夫から考案された。
=�モデルは以下のように導出される��。まず、

 � � 
�� � �� � 7��8

として、 の観測頻度を表す
 が有限であるときには  � と 
�� の間に誤差 �� が
生じるとする。 � は観測頻度
 ��のときに 
�� に確率収束することが示され
ているものの（718式および 7�8式を参照）、実際に観測される  � は
 を有限とし
ているため 
�� に収束せず、このため誤差 �� が必要となる。=�モデルでは、 に
観察される複雑な自己相関の変動を表すため、3=過程に従う複数の �����の和とし
て、瞬間的ボラティリティ 
����を表す。すなわち、


���� �
��
���

������ ������ � �������� �� � ������ ��� 7
"8

�& 必ずしも正規分布である必要はない、後述の推定方法を参照。
�' :< 過程のほかに *������� =�����%��� �� ������%�（*=�）過程を用いることも可能である。
�( 本節の内容は ����������������� ��� �������� 	
���9 
��
、3���0��9 46�.��%>��9 ��� +�� 	
��&、

1������ 	
��� を参考にしており、詳細はこれらの論文を参照。
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と仮定する。����は非負の増分を持つレヴィ過程である。ここで �����について

�������� � B���  ��������� � B��
�� 7
�8

を仮定する。ただし B� � �、
��

���B� � �である。これらの仮定のもとで、連続
時間で表現された �����の積分によって � 期の ��� を次のように定義する。

��� �
� �

���

����� ��� 7

8

この仮定のもとでは、��� の自己相関関数が

�������� � �
�
���� �

�� � ���� ��

������ � �� ���
���� ������ � � �� �� � � � � 7
$8

であることが示される。
7
$8式の自己相関関数から、��� が �!� ��� ��モデルで表されることがわかる。
すなわち、� � �の場合、

�������� � �
�
���� �

�� � ���� ��

������ � �� ���
� 7
%8

となることを用いて、7
$8式を

�������� � �
�
���� � �������� � �

�
���� � ���� ������ � � �� �� � � � � 7
18

と書き換える。一般に、�!� ��� ��モデル �� � 	��������	�� ������� の
�次の自己相関関数 ������� ������は��

������� ������ � ������� ������ � ������� � � �� �� � � � � 7
�8

と表されるため（山本［��		］の第 $#
節を参照）、7
18式と 7
�8 式を比較すると
�?-�����を�パートの係数とする �!� ��� ��モデルで ��� が表現できることが
わかる。これを、

��� � B�� � ����
�
��� � B���� ��

�
��� � ��� � ����� � � ��  ������ � � 
�

��
�

7
98

で与える。ここで、������� � ������ � �、（� � �）とする。このモデルのパラメータは、

�" ここで、��、� � �� 	� 	 	 	 �
 であり、パラメータ 
、� について �
� � �、�� � � � が満たされるとする。
また、� はパラメータ、�� は攪乱項とする。

��



�� � ���� �

� �
� �

�
� � ����
���

�

�� �
�������� � �

�
���� � ��

��� ���� � ��� �������� � ������
�


�
��
� ��� ���� ����

�
� � � ��� ���������� ��� �
�� ��

�

7
	8

として、��� ���に関する連続時間モデルのパラメータの関数として表すことができ
る。ただし、 ������ � � ��B��

��������
��� � �� ���、������� � ������ � B��

���� �
���� ������� である。
また、7�	8式の推定誤差の分散 
�� は、


�� � �

��

�




��
�

��
���

�B��
�

���

�
������ � �� ��




��
� 7
�8

と表される。
 は各 � 日に観測されるリターンの個数を表す。
�������CC+6������ ��� *)�-)��� �
""
�によると、
 ��とすると  �����

�

 �

は ���� � ���へ収束することが示されている。このことから、
�� は、
 ��と
すると "に近づいていくこと、すなわち価格の観測頻度を高めることで  の推定
誤差が減少していくことがわかる。
=�モデルに含まれる複数のパラメータのうち、�� �� �� �B� が推定すべきパラメー
タである。�� � � � 


�
� � 


�
��
は、7
	8式と 7
�8式のように �� �� �� �B� の関数として表

せる。=�モデルは状態空間モデルとして表現され、カルマン・フィルタを用いた擬
似最尤法で推定可能である。詳しくは補論 
を参照。

��
��モデル
!4>�*（!�?�� >��� *�.-����）モデルは �)�����& *����+�����& ���  �������

�
""%& 
""�� によって考案された。これは、ボラティリティの予測にどのような
変数が有効か、どのような頻度で観測された変数が有効か（高頻度データが優れてい
るのか）を比較検証するために考えられたモデルである。予測対象であるボラティリ
ティを �期間の （もしくは対数 ）の和 ������ �  ���� ����
 
 
� ���
とし�	、その推定式を

�! これは、結局 � 期間中の高頻度で観測した日中リターンすべての 
 乗和になる。こうしたモデル設定の背
景には、ボラティリティの変化が必ずしも日次単位でないとすれば、�� の計測にもさまざまなタイムホ
ライズンがありうるという考えがあることが指摘できる。
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 ����� � �� � ��

�����
���

�� ��� ��� ��������� � �� � 7$"8

で与える。��� ��� ��� �� はパラメータであり、�� は撹乱項である。���� は、説明力
を比較する変数であり、�)�����& *����+�����& ���  ������� �
""��では日次リター
ンの 
乗、同絶対値、日次  、日次 ������� '�B��（高頻度データによる日中絶対
リターンの和）、日中高値安値のレンジ幅、あるいはこれらの対数値を用いている。
!4>�*モデルは、上記のような説明変数のタイプのみならず、どのような観測頻
度で説明変数を計測した場合に予測力が向上するかを検証する目的にも使用できる。
また、被説明変数と説明変数の観測頻度が異なる場合にも適用可能という特徴もあ
る。このほか、 にさまざまなタイムホライズン �が想定されており、タイムホラ
イズン別に説明変数の予測力を比較検証することも意図されている。このような多
様な設定が可能な!4>�*モデルであるが、本稿の実証分析では、他の  時系列
モデルと比較するため、被説明変数には日次  を、説明変数には日次  のラグ値
を用いた。
ラグ係数に相当する �� ��� ��� ���については、

�� ��� ��� ��� �
� �������� ��� ��������

��� � �	��
���� ��� ���

�

として与えられており、データに最もよく当てはまるよう、ラグ構造を決める $つ
のパラメータが推定される。ここで、� ��� �� �� はベータ分布の密度関数であり、
� ��� �� �� � ������ � ���������� ��で与えられる。���� �� � ������������� ��
であり、�� 
 �はガンマ関数とする。�)�����& *����+�����& ���  ������� �
""��では、
�� � �、�� � �、���� � ��の制約が課されている。�� � �は、説明変数とのラグ
が短いほど係数の値が高く、長いほど係数の値が低くなることを仮定したものであ
り、 の自己相関がこうした傾向を持つことに基づいたものである。なお、�� � �
はガンマ関数の引数として必要な仮定である。上記研究の推定結果によると、
1日
から $"日ほどでラグ係数 �� はほぼゼロとなっている。なお、!4>�*モデルは非
線形最小 
乗法、最尤法、一般化積率法により推定可能である�
。

ロ� ������ ��モデル
����モデルのボラティリティの説明変数に  を含めたものを����� 
モデルと呼ぶ。先行研究では ���� ��� ��� モデルと ���� ��� ��� モ
デルが検証されている。これら 
つのモデルが選択された理由を示すため、ボラティ
リティ変動モデルのうち最も基本的な ���モデルの説明から始める。


� 推定方法の詳細は )������9 ������*����9 ��� ���>��� 	
��� を参照。実証分析（� 節）では、�� � �、
�� � �、���� � � の制約のもとでモデルを推定した。

��



まず、第 � 日の日次リターン �� が、第 � � �日における期待値������� �と予期され
ない変動 �� に分けられるとする。���モデルでは、確率変数 �� を時期によって
変動するボラティリティ 
�� の平方根と標準正規分布に従う確率変数 �� の積で与え、
このうち 
�� を ��� のラグ値で説明する。�次のラグを持つ ��� ���モデルは、

�� � ������� �� �� �

�� � 
��� � �
� � ���


�� � �� �
��

����

����
�
����

� �� � �� �� � � � ���

7$�8

と表せる。��� ��� はボラティリティの変動を表す式のパラメータである。
�� の非負
性を保証するため、パラメータには制約が課される。こうしたモデル化により、多
くの資産価格のリターンで観測される、いったんボラティリティが上昇（安定）す
ると、高い（低い）状態が連続して起こりやすいという「ボラティリティ・クラス
タリング」と呼ばれる現象を表現している。
���モデルのボラティリティの説明変数は ��� のラグ値だけであったが、����
モデルの説明変数にはさらに 
�� ラグ値が加わる。���� ��� ��モデルは、

�� � ������� �� �� �

�� � 
��� � �
� � ���


�� � �� �
��

����

����
�
����

�
��

����

���

�
����

� �� � �� �� � � � ��� �� � �� �� � � � � ��

7$
8

によって与えられる。ただし、��� ��� � ��� はボラティリティの変動を表す式のパラ
メータである。ボラティリティが非負の値をとるために、パラメータに非負制約が
課される。
ラグ・オペレータ �を用いて ���� ��� ��モデルのボラティリティの式を書き
換えると、�� � �であるならば、


�� � �� � ���
�
��� � ��


�
���

� ��

� � ��
� ��� ���� ����

� � 
 
 
��������� 7$$8

となり、これは ��� ���モデルに相当する。一般に ���モデルの推定におい
ては次数 �は高次になりやすく、また次数決定にも何らかの判断基準が必要となる
ため、多くの実証分析において ���� ��� ��モデルが用いられている。
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この ���� ��� ��モデルについて、!������ �
""
�、,��-.��& /���0�����& ���
��� �
""1�は説明変数に  を含めたモデル

�� � ������� �� �� �

�� � 
��� � �
� � ���


�� � �� � ���
�
��� � ��


�
��� � � ����

7$%8

を考えた。
これは、 がボラティリティ推定において有益な情報を持つという考えに基づく
ものである。こうした ���� ��� ���  モデルは、最尤法で推定される。
これに対し、�����& '���& ��� (����� �
""��は別のモデル

�� � ������� �� �� �

�� � 
��� � �
� � ���


�� �
�� � ���

�
���

� � ���
� � ���

� � ���
�

7$18

を考えた。
両モデルを比較するため、7$%8式をラグ・オペレータを用いて表現すると、


�� �
��

� � ��
� ��� ���� ����

� � 
 
 
��������� � � ����� 7$�8

となり、������	と � ���	のパラメータが同じ割合 ��で減衰していくことを示して
いる。一方 7$18式は、


�� �
��

� � ��
� ��� ���� ����

� � 
 
 
��������

� ��� ���� ����
� � 
 
 
�� ���� 7$98

であり、������	と � ���	の係数の減衰が異なることを許す定式化となっていること
がわかる。
このように 7$18式は 7$%8式よりも表現力が高いが、7$18式の両辺に ����������

����を乗じて整理すると、以下のとおり、���� ��� ��モデルの右辺に  が追
加されたモデルとなっていることがわかる。

��



�� � ������� �� �� �

�� � 
��� � �
� � ���


�� � �� � ���
�
��� � �����

�
���

� ��� � ���

�
��� � ����


�
��� � � ��� � ��� ����

7$	8

ただし �� � �� � �����である。このため、����� モデルでは���� ��� ��

か ���� ��� ��が推定モデルとして選択されることが多い。いずれのモデルも最
尤法で推定される。

（�）ボラティリティの予測力

イ� �
�

�
予測力の比較方法

前節でサーベイされたモデルを用いて、ボラティリティの予測力を比較する。ま
ず各モデルのパラメータを推定し、次にパラメータの推定値を用いて 
�� の予測値 �
��
を得る。最後に、 �
�� の 
�� に対する精度を比較することで、各モデルのボラティリ
ティ予測力を測る。
ただし、
�� は未知であるため、その代わりの変数に対する予測力の分析を行う。
かつては � �� を 
�� の代理変数としたが（'���� ��� *�)B��� ����"�、2��� ��� �)�
����1�）、前述したように �������� ��� ���������� ����	�が
 � �とするとき
 � が 
�� へ確率収束することを示して以来、 � を 
�� の代理変数として用いる
ようになった。������ ��� @���� �
""��は、ボラティリティの代理変数としてさ
まざまな候補を取り上げ、���モデルや ���モデルから派生したモデル群の
ボラティリティ予測力を比較した。その結果、 を 
�� の代理変数とした場合、モ
デルごとの予測パフォーマンスのばらつきが最も小さくなったことから、 を 
��
として用いるほうがモデルリスクに対してより頑健であると評価している。なお、
 を 
�� の代理変数とする妥当性に関連した他の先行研究としては �������� ���

���������� ����	�、��������& ����������& ��� @���� ������、,��-.��& /���0�����&
��� ��� �
""1�、!������ �
""
�が挙げられる。本稿でも、真のボラティリティの代
理変数として  を用いることとする。
将来の に対する予測力をモデル間で比較するには、予測誤差と!�����<D����B���
回帰が用いられている。予測誤差は、!*�（!��� *;����� �����E 平均平方誤差）、
�!*�（��������������� !*�E 不均一分散平均平方誤差）、!��（!��� �0������
�����E 平均絶対値誤差）、�!��（��������������� !��E 不均一分散平均絶対値誤
差）で測られ、これらは以下のように与えられる。
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����� � �
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�����
!*�と!��には  が高い日の予測誤差の影響が大きく現れやすい一方、�!*�
と�!��ではこうした影響が弱められる。バリュー・アット・リスクの推定などリ
スク計測に応用する場合には、ボラティリティの低い時期よりも高い時期について精
度の高い予測が必要とされるため、!*�あるいは!��が適している。なお、��  
のモデルで推定されるのはボラティリティの対数値の期待値であるため、モデルの撹
乱項の分散を 
�と表すと、正規性の仮定のもとで�� �
�� � � �?-����� �
�� �� 
����が
成立することから、���� �
�� �を�� �
�� �へ変換したうえで予測値や予測誤差を求める。
!�����<D����B���回帰では、 を定数項および各モデルで推定された �
�� へ回帰
する。

 � � ����� � ����� �
�� � ����� � 7$�8

ただし、������ �����はパラメータ、����� は撹乱項である。7$�8式の回帰を各モデル
ごとに行い、その決定係数によって各モデルのボラティリティの予測力を比較する
ことができる。
!�����<D����B���回帰の推定値を用いると、各モデルで推定されたボラティリティ
にバイアスが含まれないことを検定することができる。バイアスがないときには�� �
�� �
が に等しくなること、7$�8式の両辺の期待値をとると�� � � � ������������� �
�� �
であることから、推定されたボラティリティにバイアスが含まれないための条件は
����� � �かつ ����� � �であることがわかる。そこで、これを帰無仮説とした :検
定を行えばよい。

ロ� ��を用いたボラティリティ変動モデルの予測力比較
,��-.��& /���0�����& ��� ��� �
""1�は *F'1""のデータを用いて、�:4!�モ
デル、=�モデル、�����  モデルによる一日先のボラティリティ予測力が、

�




����モデルよりも高いことを示した��、��。
もっとも、モデル間の予測力順位では、比較方法によって異なる結果が得られて
いる。予測誤差を用いると �:4!�モデルと =�モデル（� � �）の予測力が高
く、!�����<D����B���回帰の決定係数を用いると �����  モデルの予測力が
最も高くなった。このように結果が異なる理由としては、!�����<D����B���回帰で
は回帰式中の定数項によって �
�� の推定バイアスが調整されるため、予測値と実現値
の間に平均的にみて水準のズレがあったとしても、両者の変動が似通っていると高
い決定係数が得られることが指摘されている。したがって、 モデルで推定された
ボラティリティは、����� モデルに比べて推定バイアスは小さいものの、そ
の変動をうまく捉えていないという可能性も考えられる。
このほか、!������ �
""
�は���� ��� ��� モデルを、�����& '���& ��� (�����

�
""��は���� ��� ��� モデルを����モデルと比較し、 を追加したモ
デルのボラティリティ予測力が高いことを示している。これらの推定結果では、 
の係数 � が有意であると同時に 
����の係数 ��も有意となっている。これは、7$�8、
7$98式が示すように、� ���	のラグ値がモデルに含まれていることを示しており、
 の長期記憶性と整合的な結果になっている。

ハ� ボラティリティ予測に有用な ��以外の変数
 のラグ値以外にも 
�� の予測に有用な変数は存在する。両者の比較を行った実
証研究を紹介する。
代表的なものとして、インプライド・ボラティリティと  の比較がある。�����&

'���& ��� (����� �
""��は �����  モデルのボラティリテイ推定式の説明変
数に  45（権利行使価格が異なるオプションのインプライド・ボラティリティを合
成した指数）を追加したモデルで 
�� の予測力の比較を行い、 45に含まれる情報の
ほかに  に含まれる追加的な情報はほとんどないことを示した。!������ ��� D���
�
""%�は、 を被説明変数とした場合、�:4!�5モデルや ����モデルによ
るボラティリティ予測値と  45の説明力を比較した。その結果、����モデルの
予測値が 45に比べて低い説明力しかなかったのに対し、�:4!�5モデルの予測


� このほかに ��モデルとの比較も行われている。��モデルおよび �����モデルは、予測誤差、1��%��,

?����@���回帰の決定係数のどちらで比較しても、<*モデルや ��871�モデルよりも予測力が劣ってい
た。



 )��*+ モデルよりさらに複雑な ��*+ 型モデルとの比較も行われている。)��� ��� ;�6���� 	
��� は
-��.9 )���.��9 ��� =�.�� 	�!!� の �A��*+ モデルと �� の ��871� モデルを比較した。�A��*+ モ
デルは ��*+型モデルの ��B,*�B変換を行ったものであり、��*+モデルや )��*+モデルをはじめと
して (種類の ��*+型モデルを内包している。)��� ��� ;�6���� 	
���は、バリュー・アット・リスクの
バックテストの精度で比較したところ、両モデルの精度はほぼ同等であり、��を用いなくとも ��*+型モ
デルを発展させることでボラティリティの分布の裾の精度を高められることを示している。なお、)��*+
モデルや �A��*+モデルはいずれも長期記憶性を持たないため、長期記憶性を持つ ��をボラティリティ
の代理変数とした予測力比較では、�� 時系列モデルに比べて不利になりかねない。こうした問題への対
応としては、��*+ 型モデルで長期記憶性を含む 87=)��*+ モデル（��������� ��� 1�>>����� 	�!!'）
を用いた比較が考えられよう。
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値は 45に劣らない説明力を有していることがわかった。�)�����& *����+�����& ���
 ������� �
""��では、

'� �
��
���

�� �� � 7%"8

で定義される '（������� '�B��）が、
�� の予測に  のラグ値よりも適切である
可能性が示されている。すなわち、!4>�*モデルの被説明変数を  とし、説明変
数として  や '、日次リターンの 
乗、インプライド・ボラティリティのラグ値
を用いた結果、'を用いたときに最も予測誤差が小さくなることが示されている。

（�）多変量 ��への拡張

前節までは単変量の  を紹介したが、多変量に拡張した  モデルも考案されて
いる。多変量 では�（������� �����������）という概念を考慮する必要がある。
まず、 個の金融資産について、第 � 日の観測頻度
 で測られたリターン �� �� か
ら成る � �ベクトル �� �� を考える。このとき、多変量  は

��� �
��
���

�� ���
�
� �� � 7%�8

として計算される  �  行列で定義される。この行列の対角要素は各資産の単変
量  であり、非対角要素は ������� ����������と呼ばれる。��� の第 �対角要素
を �����（� � �� �� � � � � ）と表すとき、�� � ����������� �

�
���� � � � � �

�
��� �とすると、�

（������� �����������）は

��� � �
����
� ����

����
� � 7%
8

として得られる。
多変量 は、����� のような潜在変数モデルとの組合せでなく、 を直
接、多変量時系列モデル化する方向に発展している。例えば、�������� �
 ��# �
""$�

は長期記憶性を取り入れたベクトル自己回帰  �+ モデルを用いて実証分析を
行っている。�������CC+6������ ��� *)�-)��� �
""%��は、
節（�）で紹介した単変
量  の特性検証のように、������� ����������が真の累積コバリアンス（累積ボ
ラティリティ）に確率収束すること��や、�が漸近的に正規分布に従うことを示し


� 対数価格 ����� ベクトルについて、ある一般的なセミ・マルチンゲール過程（瞬間 %�� ��������� 行列と多
変量ブラウン運動で表された多変量 �� でマルチンゲール部分が与えられたもの）を考え、そのもとで多
変量 �� が累積コバリアンス行列に確率収束することを示している。なお、瞬間 %�� ���������の 
 乗が瞬
間コバリアンスであり、これを第 � 日の区間で積分したものが累積コバリアンスとなる。

��



た。また、第 � 日の高頻度リターン 
変数を使うと第 � 日の回帰係数を求めること
ができるが、このように各 � 日ごとに日々変化する回帰係数は ������� ����������

を使って表されること、さらにその漸近分布を ������� ����������で表現できるこ
とを示した��。そのうえで、日次で変動する真のパラメータに基づいて発生させた
高頻度シミュレーションデータから、多変量  や �、回帰係数を日次で計算し、
漸近理論に基づいて求めた特性が得られること、すなわち真のパラメータと多変量
 等との乖離が正規分布に従い、その分散も一定の信頼区間内に収まっていること
を示した。
()�.���� ��� 2��� �
""$�は、�!�、��3(で取引されているユーロ、マルク、

*F'1""、(+0���の先物取引価格について %変量  の実証分析を行っており、推
定された �おのおのの系列について、自己相関が長期にわたって存在し、個別に
推定した :4項の係数 � も長期記憶性の存在を示唆することを示している。また、ボ
ラティリティ変動の非対称性と同様、�の変動にも非対称性が存在すること、いず
れの �の分布も歪んでおり正規分布と異なっていることを検証している。

（	）ジャンプ拡散過程への ��の応用

資産収益率の変動分析では、��の確率過程にジャンプ項が含まれたジャンプ拡散
過程

������ � 	��� �� � 
��� � ���� ���� ������ � � � � �� 7%$8

を用いた分析もしばしば行われている。ここで、ジャンプが生じるときには����� � �、
ジャンプが生じないときには ����� � �であり、����はジャンプの大きさを表して
いる。����モデルや * モデル��をジャンプ拡散過程のもとで考案した先行研究


� 高頻度リターン 
 変数間の単回帰から回帰係数を求める推定法を �������� ��.������� と呼んでいる。一
般的に、第 � 日の第 � 番目に観測される 
 個の金融資産の日中リターンを ���� と ���� で表す。ここで、

�� �� � ��� �� � �� �� �

という単回帰モデルを考える。� はパラメータ、�� �� は平均 �、分散一定、自己共分散 � とする。� の
最小 
 乗推定量は �� �

�
��� �� ���� ��

Æ�
��� �

�
� �� 表されることがわかる。これは、�� �� と �� �� の �� で

ある、

��� �
��
���

�
��
� �� �� ���� ��

�� ���� �� ��
� ��

�
�

で表されることがわかる。なお、個別資産の高頻度リターンとマーケット・ポートフォリオの高頻度リター
ンの回帰係数を求めると、ボラティリティが日次可変な場合の *�A1 のベータが得られる。このように、
�������� ��.������� についてはさまざまな用途が考えられる。


& ジャンプ拡散過程のもとで ��モデルを考えたものには、���.9 1����9 ��� C6 	
���や *���9 �������9 ���

�������� 	
��
、=��>�� 	
��� がある。これらのモデルでは、通常の �� モデル以上にコンピュータ・
インテンシブな推定方法が必要となっているが、�� を用いると簡単かつ計算負荷が少なくモデル推定で
きる。
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に対し、��������& ����������& ��� >��0��� �
""1�や�������CC+6������ ��� *)�-)���
�
""%0�は、同過程のもとでの  モデルを提案し、ジャンプの検証法や発生頻度の
推定法を示した。以下ではその方法を紹介する。
7%$8式のもと、��の 
次変分は��

������� � 
������
�
�����

������

となり、したがって、

��
���

� �� ��
�� 
�� �

�
�������

������ 7%%8

となる。すなわち、ジャンプ拡散過程のもとでは、日中リターンの 
乗和を計算す
ると、
�� に加え、

�
������� �

����が含まれてしまう。そのため、 が 
�� の一致推
定量とならない。こうした問題に対処し、
�� だけを正しく推定するために ��-�B��

 ��������（以下、� ）

���		���
��� � -��.
Æ	�

Æ���������


��Æ����
���

���	 Æ� � ����	 � ��Æ��

� ����	 � ��Æ� � ���	 Æ��� �� ! � ��
7%18

が用いられる。���	 Æ�は Æ間隔で観測される対数価格であり、���Æ�は ��Æ未満の
最大の整数を表す。
� は、	、
 と が独立であるとき、.�?��� !	 � �の条件を満たすならば、

	��� 	��� ���		���
��� �
� �

�


 ������ ��� 7%�8

という関係を満たすことが示されている。ただし、	� � �������� � ������������
である��。ここで、� � ! � �とすると、

	���

����
���

�� ��  ������ 
�� 
�� � 7%98

のように、
�� に確率収束する統計量が定義できる。以下ではこれを � � と表す。こ
れらの結果から、日中リターンの 
乗和から � � を引いたものについて、


' ������ は #($式で定義された累積ボラティリティを表す。

( 詳細は ����������������� ��� �������� 	
���� を参照。

��



��
���

� �� �� � 	���

����
���

�� ��  ������ 
��

�
�������

������ 7%	8

であることが導かれることが示されている。
��������& ����������& ��� >��0��� �
""1�の実証分析では、7%	8式から、二次変分
のうちジャンプに起因する部分を

"� �  � � � � � 7%�8

で与えている。ただし、同項の非負性から "� � .�?� � �� � � �	と非負制約を課
している。��������& ����������& ��� >��0��� �
""1�は、"� を ��モデルの説明変
数に含めた ��+ +/モデルを、

��  ����� � �� � �
 ��  � � �� ��  ����� � �� ��  ������

� �� ����� "� �� �� � 71"8

と定式化した。��� �
� �� � �� � �� はパラメータ、�� は撹乱項である。� � �� �� ��
（それぞれ日次、週次、月次を表す）の $通りの推定を行っており、ジャンプ項の係
数 �� の推定値はいずれのケースでも負値で有意であった��。
ジャンプの存在の検証は、71"8式の推定に基づくジャンプ項の有意性検証以外に
も、� を用いた統計量で検定可能なことを �������CC+6������ ��� *)�-)��� �
""%0&

""��が示している。ジャンプが生じないという仮定のもとでは、

#� �
��  � � �� � �

��	�� � �	��� � ��(G�� ��� �
 ����
� 71�8

とすると、#� が漸近的に標準正規分布に従うことがわかっている。統計量 #� の中
の (G� は ������� (��+-�B�� G���������の略称であり、

(G� �
	����

��
���

�� �� �� ������ �� ������ ��� 71
8

によって得られる�	。ここで、	�� � ������$�%���������である。#� を用いると、
有意水準 �� �のもとで、 � � � � � �を帰無仮説、 � � � � � �を対立仮説
とした検定を行うことができる。このために、"��� を


" ���� のほか、��、
�
�� についても推定を試みており、�� �� のモデルの決定係数が最も高いという結

果を得ている。

! これは、����������������� ��� �������� 	
����9 
��'が考案した D2� を��������9 ��������� 9 ��� -������

	
��&がさらに改善したものであり、価格系列にジャンプが含まれる場合において、
� �
���

����� �� に対し
て一致性を持つという優れた特性を持つ。したがって、本稿でも ��������9 ��������� 9 ��� -������ 	
��&

が示した D2� を用いた。
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"��� � & �#� � ������� 
 � � � � � �� 71$8

と定義する。
"��� は、帰無仮説が棄却されれば "� となり、棄却されなければゼロとなる変数で
ある。ただし & � 
 �は指示関数であり、� 
 �の条件を満たすときに �、そうではない
ときにゼロを返す。また、������は標準正規分布の分布関数の値が �となる分位点
を返す。有意水準である �の値を大きくすると、"��� は小さくなり、ジャンプが有
意に発生していると判断される日が少なくなる。��������& ����������& ��� >��0���
�
""1�の実証分析では、� � ��'�� ��''� ��'''� ��''''と複数の有意水準のもとで、
ジャンプが有意に生じたと判断された日の割合を求めている�
。また、いずれの有
意水準についても、"��� に正の自己相関が存在すること、および "��� からゼロを除
いた系列にも自己相関が存在すること、すなわち、サイズの大きい（小さい）ジャ
ンプにはサイズの大きい（小さい）ジャンプが続くことを指摘し、ボラティリティ
の推定においてもジャンプの可能性を考慮に入れたモデルへ拡張する必要性を示唆
している。また、��������& ����������& ��� >��0��� �
""1�は

(��� � & �#� � ������� � � & �#� � �������� � � 71%8

という変数を考案している。この変数は、ジャンプが生じたときにはジャンプを含
まない � を返し、ジャンプが生じないときには  を返すため、ジャンプ拡散過程
からジャンプ項に起因する部分を取り除いたボラティリティを測るものである。(���
と "��� を前出の ��+ モデルに応用した ��+ +�/モデルは

��  ����� � �� � � 
 ��(��� � � � ��(������� � � � ��(��������

� ��
 ���"��� � ��� ��� ���"������� � ��
� ��� ���"�������� � ��� �� � 7118

で与えられる。ただし��� � 
� � � � � � � ��
� ��� � ��� はパラメータであり、��は
撹乱項である。被説明変数と同様、(��� についても過去の �期間で測った (������� �
������(������� � (������� � 
 
 
 � (���� を説明変数に用いる。� � ��''' とした
��������& ����������& ��� >��0��� �
""1�では、"��� の係数には有意ではないものが
多いことから、 の予測には過去の  そのものではなく、ジャンプの影響を取り
除いたボラティリティである (� が重要であることが示されている。

�� � � �	 とすると、�� が #&�$式で与えられることから、���� は前述の �� � 0�B	��� � ��� � �
 と漸近
的に一致する。したがって、� � �	 としたときの結果を参照することで、ジャンプの検定を行わずに ��

を求めた場合と、検定を行ったうえで ���� を求めた場合の比較が可能となる。本稿の実証分析でも、先行
研究と同様に � � �	 とした場合の結果を示している。

��



�� 実証分析上のデータの問題

 は観測頻度
 ��のもとで 
�� へ確率収束することから、時間間隔を可能な
限り短くして取得される日中リターンから計算されることが望ましい。しかし、実
際には以下 $点の問題が存在するため、ある程度の時間間隔をおいて取得された日
中リターンが分析に用いられる。①リターンには市場制度に起因するさまざまなノ
イズ（以下ではマーケット・マイクロストラクチャーによるノイズと呼ぶ）が含ま
れる。②高頻度で計測された日中リターンには自己相関が存在する。③取引が夜間
や昼休みに中断するような場合、リターン計測間隔が延びる。以下ではこれらの問
題を考慮した先行研究を紹介する。
第 �点目について、�H�+*�)����& !������& ��� D)��� �
""1�は次のように説明し
ている。観測される対数価格 ��を、マーケット・マイクロストラクチャーによるノ
イズ ��と、仮にノイズが存在しない状況で実現したであろう効率的価格 ���の和と
して捉える。一般に、 の計測間隔を短くすると、 ���のボラティリティに関する
情報は減少する（仮に ��がブラウン運動に従うなら時間比例的に減少する）のに比
べ、ノイズ ��は減少しにくく、 のノイズ・シグナル比率が劣化すると考えられ
る。一方、継続間隔を長くしすぎると、高頻度データの情報量を十分に活用できな
くなる。したがって、最適な計測間隔が資産市場ごとに存在するはずである。こう
した最適な計測間隔を推定する方法が近年、考案されつつある。
�H�+*�)����& !������& ��� D)��� �
""1�は、ノイズ ��が正規分布に従うと仮定し
たもとで、ノイズを含むリターン ��の尤度関数を考えることで最適な時間間隔を推
定する方法を示した。����� ��� ������ �
""1�は、 の 
�� に対する平均平方誤差
を計測間隔の関数として定式化し、この平均平方誤差を最小化させることで最適な
計測間隔を推定する方法を提案した。
第 
点目は日中リターンに自己相関が存在する問題である。市場全体に影響を及
ぼすニュースがもたらされたとき、すぐに価格に反映される銘柄もあれば、価格に
反映されるまでに数分かかる銘柄も存在するため、ニュースが株価指数のリターン
に自己相関を生じさせることが指摘されている。この問題への対処法として 3�.��

�
""��は以下の方法を考えた。日中リターン �� �� に自己相関が存在するとき、日次
リターンの 
乗和は、

� �� �
�
 ��
���

�� ��

�
�
�

�
��
���

� �� �� � �
����
���

��
�����

���� �� �� � 71�8

と表される。自己相関が比較的速く減衰していく場合、リターンが計算される時間間
隔を長くすることで 71�8式の右辺第 
項がゼロとなり、�

���
��� �

�
� ��

� � ��� �� �が満
たされる。これを基準に、3�.�� �
""��は :(*��""指数の場合、
1分間隔で測っ
た  が望ましいとした。しかし、仮に日経平均株価指数や (3'45について 
1分
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刻みにリターンを取得すると、�営業日当たり取得される日中リターンは �%個しか
存在しなくなる。また、上述したように、高頻度データの情報を相当量、捨ててい
ることにもなる。したがって、自己相関への対応と情報量確保のバランスを上手く
とることが求められる。
そこで、株価指数および株価指数先物を用いた代表的な先行研究について、日中
リターンの観測頻度、自己相関の除去の有無を表 �にまとめて比較した。上記①、
②の問題に対して、多くの論文では 1分間隔でリターンを計測するという選択がと
られている。本稿の実証分析でも、先行研究との比較可能性を考慮して 1分間隔を
採用することとした。
第 $点目は、夜間や昼休みの取引中断の問題である。夜間に取引が中断する市場で
は、���� � ��������
 ��������は第 �日の最初の観測価格��������
 �と第 ���
日の終値 ��� ���から計算されるリターンであるため、日中の �� ��、	 � �� )� � � � �

に比べ計測間隔が長い。7�8式や 7%$8 式のような連続時間の価格過程を前提とした
とき、こうした計測間隔の長いリターンは、短い時間間隔で観測されるリターンと
比べて、� ���の累積影響が大きいため、日中リターンと同じウエイトで  算出
に用いるのは適切ではないと考えられる。
������ ��� @���� �
""1�は、夜間リターンの 
乗 � ���� と、夜間リターンを含まず
に日中リターンのみから計算した  �����

� の加重和として  を計算する方法を考案
した。この方法によって計算される  は、

 �!� ��� � ���
�
��� � �� 

�����
� � � � ���� ���

�� 7198

と表され、パラメータ ��� � �
�
� は、 

�!
� ���の 
�� に対する平均平方誤差を最小にす

るものとして求められる。これらのパラメータは、

表 � 日中リターンの観測頻度と自己相関の除去

論文 データ 間隔 自己相関除去
�����& '���& ��� (����� �
""�� *F' �"" 1分
�)�����& *����+�����& ���

 ������� �
""��
ダウ工業株価指数 1分

,��-.��& /���0�����& ���

��� �
""1�
*F' �"" 1分

!������ �
""
� *F' 1""先物 1分
()�.���� ��� 2��� �
""$� 為替、(+0���、*F'1""先物 1分 !�7�8

�������� �
 ��# �
""��� 個別株 1分 !�7�8

3�.�� �
""�� :(*��"" 
1分

備考：����� は次数 � の移動平均モデルによって自己相関が除去されたリターンを用いた分析
であることを表す。

��



��� � �� � ��
	��

	��
� ��� � �

	��

	"#
�

� � 	�"# �
�
��
� 	��	"# ����"#

	�"# �
�
��
� 	�

��
��"# � �	��	"# ����"#

�

71	8

によって与えられる。ここで、

	�� � ��
�� �� 	�� � ��� ���� �� 	"# � �� �����
� ��

��
��
�  ���� ������ ��"# �  ��� �����

� �� ����"# � ����� ����� 
�����
� ��

71�8

である。このようにして求められた ��� � �
�
� は、 の 
�� に対する不偏性を満たして

いる。
これらの期待値、分散共分散は観測データから得られるが、	�� は何らかの推定
法が必要となる。������ ��� @���� �
""1�では $"分間隔で観測される日中リター
ン � ������

� �� から計算した  である  
������������
� と夜間リターン ���� を用い、	�� �

�����
��

�������� � ������������
� �として求めている��。また、 �����

� を求める際には、
日中リターン 
乗の系列相関を考慮し、6�B��<2���法を用いている。

�� 実証分析

本節では、これまでサーベイしてきた各種の  モデルを、わが国市場データに
適用した実証分析結果を示す。以下では、各モデルの推定結果、標本期間内におけ
る �期先 
�� の予測力比較、多変量  の推定、ジャンプ拡散過程のもとでの  推
定を順に紹介していく。

（�）データ

本稿では日経平均株価指数、日経平均先物価格、東証株価指数（(3'45）を分析
対象とした。取引は前場と後場に分かれ、前場が �時から ��時まで、後場が �
時
半から �1時（日経平均先物は �1時 �"分）までである��。分析期間は 
"""年 �月

�� ��
� の期待値 ��

� の推定値には、��
� に対して不偏性を満たすものを使えばよいが、高頻度リターンには自

己相関が存在するため、期待値の推定にはむしろ望ましくない。そこで、��
� を推定する目的のみのため

に、比較的低頻度のリターン �
��	���
� �� が用いられている。

�
 データセットには、�� 時から �
 時半まで、および �& 時（日経平均先物は �& 時 �� 分）以降のデータが
散見されたが、これらはすべて対象から除外した。
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1日から 
""$年 �
月 
�日までであるが、大発会と大納会には後場の取引が行わ
れないため、これらの日は推定対象から除外した。また、対象期間初日の 
"""年
�月 1日のデータは �1時（日経平均先物の場合、�1時 �"分）の価格のみを使用し、

"""年 �月 �日以降について  および日次リターンを計算した。日次リターンに
は、各営業日の �1時（同 �1時 �"分）時点の価格を用いた。
日経平均先物は、大阪証券取引所で取引されており、$月、�月、�月および �
月
の第 
金曜日の前営業日が各限月の最終取引日である。最も取引量が多い中心限月
の交代は当月初前後となる場合が多い。そこで、価格系列は、各限月に入る前まで
は期近限月の価格を、限月には次に限月が近い取引の価格を用いた。
(3'45は東京証券取引所 �部上場全銘柄を対象とした時価総額による加重平均で
あるのに対して、日経平均株価指数は �部上場銘柄のうちの 

1銘柄による単純平
均である。これらの 
系列の価格変動は類似しているが、高頻度データによる  

では異なった変動特性を有している可能性があること、また、
"""年 %月 
%日に
日経平均株価指数の構成銘柄が大幅に入れ替えられたことの影響も考えられるため、
両系列を分析対象として比較を行う。
 の計算においては、1 分間隔で観測される対数価格差を用いた。このとき、


 � ��（日経平均株価指数、(3'45）、
 � �%（日経平均先物）、� � '$$であ
る。本稿で使用したデータセットでは、日経平均株価指数および (3'45の場合、最
短で �分間隔、日経平均先物ではさらに短い時間間隔で観測される価格が利用可能
であるが、$節で述べたように、過度に高頻度なデータを用いることには問題があ
る。本稿では、欧米市場を対象とした先行研究との比較が可能になるよう、多くの
実証研究と同様に 1分間隔で観測されるリターンを用いた。
図 �は  および ��  のグラフである。標本期間内に数回にわたり、非常に高
い値の  が観測されるが、これは以下のような事情によるものと考えられる。

� 
"""年 %月 �9日：前週末のアメリカ株式相場の影響を受け、東証 �部上場
銘柄のうち �&
$�銘柄が下落し、日経平均株価は過去 1番目の下げ幅を記録し
たため、ボラティリティが大きく上昇した（日本経済新聞 
"""年 %月 �	日
朝刊）。

� 
"""年 %月 
�日、
%日：日経平均株価指数に採用されている銘柄のうち $"銘
柄の入れ替えに伴い、入替え対象銘柄を中心に売買が活発になった。新しい銘
柄による指数の算出は %月 
%日（月曜日）から開始されたため、前週の %月

�日（金曜日）にも大幅なボラティリティの上昇が観察されている。

� 
""�年 �月 �
日：�月 ��日に発生したアメリカ同時多発テロの影響により
ボラティリティが大きく上昇した。

本稿では、これらもすべて分析対象とした。

�




図 � ��および �� ��
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備考：上から順に日経平均株価指数、日経平均先物、���	
であり、左側が ��、右側が � ��

のグラフである。日経平均先物の ����年 �月 ��日の ��は ������であるが、グラフ表
示上、切断している。

図 � �� ��および ��で基準化した日次リターンの密度関数
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備考：上から順に日経平均株価指数、日経平均先物、���	
であり、左側が � ��、右側が ��

で基準化した日次リターンである。
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図 � �� ��および ��で基準化した日次リターンの ��プロット
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備考：上から順に日経平均株価指数、日経平均先物、���	
であり、左側が � ��、右側が ��

で基準化した日次リターンである。

次に、��  と  で基準化されたリターンの分布を正規分布と比較する。 の
分布は正規分布とは全く異なっており、本稿の分析は ��  と  で基準化された
リターンについて行っている。図 
は ��  、および  により基準化された日次リ
ターンの推定された密度関数を、正規分布の密度関数とともに示している。図 $は
図 
と同じ変数の GGプロットである��。密度関数は、正規分布と概ね一致してい
るが、GGプロットをみると、分布の両裾において正規分布との乖離が確認される。

（�）各モデルの推定結果

まず、
節においてサーベイされた各モデルの推定を試みる。分析対象とするモデ
ルは、 時系列モデルとして �:4!�モデル 7�$8式、�:4!�5モデル 7��8式、
��モデル 7�98式、=�モデル 7�	8式、!4>�*モデル 7$"8式を、����� モ
デルとして���� ��� ��� モデル 7$%8式、���� ��� ��� モデル 7$	8式
を取り上げた。なお、!4>�*の推定では 1"日の初期値が必要とされる。ここでは
すべてのモデルで、� � �� �� � � � � ��の観測値を推定に必要なラグ項の初期値に用い、
� � ��� ��� � � � �� について推定を行っている。

�� 図 
、� および本稿のすべての図はプログラミングソフトの :B を用いて作成された。図 
 は、実データ
のヒストグラムを :B の平滑化サブルーティンを用いて滑らかな分布関数として示したものである。

��



表 � 日経平均株価指数の推定結果

������ � � � 対数尤度
����� ��� �! �"�"#$ �!"$��$#

（�����）（���!$）（�����）

������% � � �� �� �� 対数尤度
����& ��� $! �"�"!� ���&�# ����$� �!&&�$! 

（����#）（���!&）（���&�）（ �$"!）（#�&�!）

'�� �� �� �� �� 決定係数
� �"## ��##& ����$ �� $� ���##

（�����）（����!）（���" ）（���& ）

() �� �� �� �
�
� �

�
� �

�

��
�
�

��
対数尤度

��� � ����� ��#$"  ��# ��$�� ��!�� ��&&� &* ""� &�

（�����）（�����）（�����	）（���#�）（���$ ）（����!）（���!!）

+��)' ��� ����� 	
�
� 	� �� 
 �

�

 対数尤度

�� �# ����� ��"## �� "& �&��&� #*!�!�  $

（���"!）（�����）（�����） （���!!）（����$）

+��)' ��� ����� 	�� 	� �� �� 
 �
�

 対数尤度

����# ����� ��&� ��" & �� �# �&�"&! #*!�!�#�$

（�����）（�����）（�� �&）（����$）（���!"）（!��  ）

備考：肩に �が記載されているパラメータの推定値と標準誤差については、次のとおりに定数倍さ
れた値を報告している。��� �

�� �� � �� の推定値と標準誤差は ��� 倍された値、��� ��� � ���

の推定値と標準誤差は ��� 倍された値である。� ��モデルのパラメータ �� の標準誤差は
������ ����である。各モデルの上段が推定値、下段の（）内が標準誤差である。��モデ
ルについては、推定されたパラメータをモデル解釈上重要となるパラメータ群に計算し直
したものを示した。詳細は �節（�）イ�の ��モデルの説明を参照。����� ��� �����

モデルにおいて 	� � 	� の制約を課すと ����� ��� �����モデルになるため、これを
帰無仮説として尤度比検定を行うことが可能である。また、���	��
 ��� �� ��モデルに
おいて �� � �、�� � �の制約を課すと ���	�� ��� �� ��モデルになるため、これを帰
無仮説として尤度比検定を行うことが可能である。このほかの組合せで尤度を比較するこ
とはできない。

表 
～表 %には、�:4!�モデル、�:4!�5モデル、��モデル、=�モデル、
���� ��� ��� モデル、���� ��� ��� モデルの推定結果を、それぞれ日
経平均株価指数、日経平均先物および (3'45の順にまとめた��。!4>�*モデルの
推定結果は、ラグ係数の推定値を図 %に示した。以下、各モデルの推定結果を順に

�� 表には各モデルの推定値と推定値の標準誤差、対数尤度（+��モデルについては決定係数）がまとめられ
ている。)��*+ �	� 	�� �� モデルにおいて � � � とすると )��*+ ��� ��� �� モデルが導かれる
ため、この制約を帰無仮説とした尤度比検定に対数尤度を用いることができる。また、��871�E ��� �� ��

モデルにおいて �� � �、�� � � と制約を課すと ��871� ��� �� �� モデルが導かれるため、両モデルの
対数尤度を用いて尤度比検定を行うことができる。なお、このほかのモデルの組合せでは、尤度を比較す
ることはできない。
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表 � 日経平均先物の推定結果

������ � � � 対数尤度
����� ���# � �"�!&" �&� ��� 

（����"）（���$�）（���!�）

������% � � �� �� �� 対数尤度
����$ ���#$! �"�$#"  �$�� �&���$ �&"$��" 

（����$）（���$�）（��! �）（#��&"）（���$�）

'�� �� �� �� �� 決定係数
�#�$#� �� �# ��� � �� !" ��#�"

（���"�）（����!）（���&&）（���$!）

() �� �� �� �
�
� �

�
� �

�

��
�
�

��
対数尤度

���  ����� ��#$" ��� � ��#&! ��&��  �! � !*"&"�� "

（���#!）（�����）（�����	）（�����）（ �#$!）（�� "�）（��#�!）

+��)' ��� ����� 	
�
� 	� �� 
 �

�

 対数尤度

��##� ����� ��"�& �� #� �"�"&� #*�""�#!�

（�� #�）（�����）（����$） （���!�）（!�#��）

+��)' ��� ����� 	�� 	� �� �� 
 �
�

 対数尤度

��##� ����� ����� ��"�& �� #� �"�"&� #*�""�#!�

（�� #$）（�����）（�����）（����$）（���!�）（!����）

備考：肩に �が記載されているパラメータの推定値と標準誤差については、次のとおりに定数倍さ
れた値を報告している。��� �

�� �� � �� の推定値と標準誤差は ��� 倍された値、��� ��� � ���

の推定値と標準誤差は ��� 倍された値である。� ��モデルのパラメータ �� の標準誤差は
��	��� ����である。各モデルの上段が推定値、下段の（）内が標準誤差である。��モデ
ルについては、推定されたパラメータをモデル解釈上重要となるパラメータ群に計算し直
したものを示した。詳細は �節（�）イ�の ��モデルの説明を参照。����� ��� �����

モデルにおいて 	� � 	� の制約を課すと ����� ��� ��� ��モデルになるため、これを
帰無仮説として尤度比検定を行うことが可能である。また、���	��
 ��� �� ��モデルに
おいて �� � �、�� � �の制約を課すと ���	�� ��� �� ��モデルになるため、これを帰
無仮説として尤度比検定を行うことが可能である。このほかの組合せで尤度を比較するこ
とはできない。

述べる。まず、�:4!�モデルでは、いずれのデータセットにおいても � が有意に
ゼロと異なり、��  が長期記憶性を持つことがわかった��。定常性を検定するため
に、� � ���を帰無仮説、� � ���を対立仮説として仮説検定を行うと、(3'45を
用いた場合のみ帰無仮説が棄却された。したがって、(3'45の ��  は長期記憶定
常過程であり、他のデータセットの ��  は長期記憶非定常過程であると判断され
る。なお、�:4!� ��� �� ��モデルと �:4!� ��� �� ��モデルを *4�により比較
した結果、すべてのデータセットにおいて �:4!� ��� �� ��モデルが選択された。

�& 有意水準を F とした。以下でパラメータの有意性について言及するときはすべて、有意水準を F と
している。

��



表 � �	
��の推定結果

������ � � � 対数尤度
��� � ��� !! ���� # �&#��&�#
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�
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 �
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 �
 対数尤度
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 �
 対数尤度
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備考：肩に �が記載されているパラメータの推定値と標準誤差については、次のとおりに定数倍さ
れた値を報告している。��� �

�� �� � �� の推定値と標準誤差は ��� 倍された値、��� ��� � ���

の推定値と標準誤差は ���倍された値である。各モデルの上段が推定値、下段の（）内が標
準誤差である。��モデルについては、推定されたパラメータをモデル解釈上重要となるパ
ラメータ群に計算し直したものを示した。詳細は �節（�）イ�の ��モデルの説明を参照。
�������� �����モデルにおいて 	� � 	� の制約を課すと �������� �����モデル
になるため、これを帰無仮説として尤度比検定を行うことが可能である。また、���	��


��� �� �� モデルにおいて �� � �、�� � �の制約を課すと ���	�� ��� �� �� モデルにな
るため、これを帰無仮説として尤度比検定を行うことが可能である。このほかの組合せで
尤度を比較することはできない。

次に、ボラティリティ変動の非対称性を考慮して、�:4!�5 ��� �� ��モデルを
推定した。ボラティリティ変動の非対称性を表すパラメータ条件は �	��	� � �で
あり、日経平均株価指数、日経平均先物、(3'45の �	��	�の推定値（およびデル
タ法による標準誤差）は、順に、�%�)$)（�#9��）、������（
#�"�）、����*'（
#%
�）
であった。�	� � 	� � �を帰無仮説、�	� � 	� � �を対立仮説として仮説検定を
行うと、いずれのデータセットにおいても帰無仮説は棄却された。これより、��  
にはボラティリティ変動の非対称性が存在すると考えられる。�:4!�5モデルで
� について検定を行うと、すべての系列が長期記憶非定常過程であるという結果が
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図 � ����モデルの係数推定値
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備考：上段より日経平均株価指数、日経平均先物、���	
である。

得られた��。そこで、こうした長期記憶性の発生要因を考察するため、��モデル
の推定を試みた。同モデルは、 を複数の周期が異なる短期記憶過程の合成過程と
して捉え、これが  の自己相関が長期にわたってゼロになりにくい性質をもたら
していると考えたものである。推定では、すべての係数が有意になっており、日次
ボラティリティは過去の日次ボラティリティだけではなく、過去 �週間や過去 �ヵ
月間の平均値でみたボラティリティにも依存していることがわかった。この結果は、
��  が長期記憶性を持ちうる理由の �つとして、不均一市場仮説が成立している可
能性を示唆している。
同様の発想で複数の 3=過程の合成過程として  の変動を捉えようとした =�

モデルは、直接観察不能な 3=過程をそれぞれ �!� ��� ��モデルで表現するもの
であった。すべてのデータセットについて、*4�規準により� � �、すなわち 
つ
の 3=過程の合成モデルが選択された。推定の結果、すべてのデータセットにおい
て、�パートのパラメータ ��の推定値が "#�を超える値をとっている一方、��の
推定値はほぼゼロであった。また、!�パートの係数 �� �はともに有意な値となっ
た��。このように、 は異なるパラメータを持つ �!�過程が合成されたものと
解釈することも可能であることがわかった。

�' ��871�E モデルにおいても、� � � � �	 の場合に長期記憶定常過程となる。
�( D:A7E に限り、�� がゼロと有意に異ならないという結果を得ている。

��



図 %には!4>�*モデルの �� ��� ��� ���、� � �� � � � � ��の推定値が示されている。
!4>�*モデルは長期記憶性を表すモデルではないが、ある程度の長い期間にわた
るラグ値を説明変数に含めているため、 の変動を表すのに適しているとされる。
図によると、すべての系列において、係数がゼロとなるのに約 �1日ほどを要してお
り、日次の ��  が過去の長いラグに影響されていることがわかる。
次に����� モデルの推定結果を示す。*4�基準によるモデル選択の結果、

7$%8式の �� � ������� �� �� は、日経平均株価指数と日経平均先物では �� � 	� � ��、
(3'45では �� � 	� � �� ���� � �� とした��。������� ���  モデルにおいて
も同様である。 ���の係数 � の推定値は、���*$（日経平均株価）、�����（日経平
均先物）、��)��（(3'45）であり、��は ��*��（日経平均株価）、��*�$（日経平均
先物）、��$*$（(3'45）である。これらの係数はすべて有意であるため、
����のみ
ならず  ���が 
�� の予測に役立つことがわかる。また、表には記載していないが、
 ��� を含めない ������� ��モデル�	の �� の推定値はそれぞれ ��'�%（日経平
均株価）、��**�（日経平均先物）、��**�（(3'45）であり、すべての系列において、
����モデルに  ��� を追加することで �� の値が低下している。これらは先行
研究と一致する結果であり、ボラティリティ予測における  の有用性を示唆して
いる。������� �� �  モデルの推定結果によると、7$98 式で  ��� の係数を
構成する ��と � は、すべての系列において有意であった。これらのパラメータは、
7$�8式で表される������� ��� モデルにおける ��と � に該当する。そこで、
������� ���  モデルの � および ��を、������� ���  モデルの � およ
び ��の推定値を比較してみたところ、すべての系列においてほぼ同じであった。
����� モデルの推定結果は、以下の 
点にまとめられる。①  ���は 
�� に
対して予測力を持つ。② ��はほぼゼロであることから、例えば���� ��� ��� 
モデルは、


�� �
��

� � ��
� ��� ���� ����

� � 
 
 
 �� ���� 7�"8

と表現できる（���� ��� �� �  モデルも同様）。これは 
�� が長いラグを持つ
 により表されることを示しており、 の長期記憶性と整合的な結果となってい
る（7$�8、7$98式を参照）。
次に、推定された各モデルの残差を用いて、モデルの診断を行う。例えば、�:4!�
モデル 7�$8式の推定においては、�� が互いに独立な正規分布に従うことを仮定し、
最尤推定法を用いている�
。推定パラメータに基づいて得られる �� の推定値 ��� の系
列が自己相関を伴わずに正規分布に従うのであれば、モデル推定上の仮定は満たさ
れていることになる。また、�:4!�モデルの残差を分析することで、��  から

�" )��*+��� ��� �� モデルおよび )��*+�	� 	�� �� モデルを推定する際には、�	� ��� �� �
�� �� � に

非負制約を課した。
�! 推定モデルは #�
$式で、� � �、� � � としたものである。
�� 詳しくは補論 � を参照。
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表 � 残差系列によるモデル診断

������ ������� ��� �	 ��
��
���	� ��� ��
� �

���	� ��� ��
� �

日経平均株価指数
������ ����� ����� ������ ����� ����� ����� �����

�� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

日経平均先物
������ ������ ������ ������ ����� ����� ������ ������

�� ������� ������� ������� ����� � ��
� ������� ������� �������

�����

������ ������ ������ ������ ����� ������ ����� �����

�� ����� ������ ����� ������ ����� ������ ������

備考：������は自由度 ��のカイ �乗分布に、��は自由度 �のカイ �乗分布にそれぞれ従う。

�:4!�モデルで表される長期記憶性を取り除いた系列が正規分布に従うかどうか
を検定することができるため、
節（
）で指摘した、��  には系列相関が存在す
るために /�検定を行うことが適切ではないという問題に対する、�つの対処法にな
る。�:4!�5モデル、��モデル、=�モデルおよび!4>�*モデルについても、
同様に ��� の正規性検定、自己相関検定により、モデルの診断を行うことができる。
����� モデルでは 7$%8式（あるいは 7$18式）の �� について正規性を仮定し
ているため、その推定値 ��� の検定を行う。
モデル診断は、残差に �"次までの自己相関が存在しないことを帰無仮説とした

@I���<��?検定（以下、@�検定、統計量を @�����と表す）と、残差が正規分布に
従っていることを帰無仮説とした /��;��<����検定（以下、/�検定）を行った��。こ
れらの検定結果は、表 1にまとめた。
検定の結果、残差に自己相関が存在するモデルは、日経平均先物あるいは (3'45

を使った場合の ��モデルのみであった。��モデルと同様に短期記憶モデルを
組み合わせた =�モデルの残差に自己相関がないと判断されたことにかんがみれば、
日次、週次、月次といった��モデルの説明変数の周期性の選択がアド・ホックで
あった可能性も考えられる。
正規性の検定結果によると、すべてのモデルについて、残差が正規分布に従うと
いう帰無仮説が棄却されている。このため、 あるいは ��  のモデルを推定する
際には、正規分布ではなく他の分布を仮定する必要がある。これは今後の課題とさ
れる。なお、����モデルでは残差が正規分布に従わないという実証研究が多く
報告されている��。����モデルでは 
�� の式に撹乱項が含まれないため、
�� が

�� ;� 検定の統計量は自由度 �� のカイ 
 乗分布に従う。4� 検定の統計量は自由度 
 のカイ 
 乗分布に従
う。�� �� の自己相関がモデルで表現されず、残差に含まれている場合、4� 検定は正規性の帰無仮説を棄
却しすぎるため、自己相関の検定結果の解釈から行うほうが望ましい（
節（
）を参照）。

�
 詳しくは渡部［
���］を参照。

��



柔軟に変動しないことが原因と考えられる。�����  モデルの残差が正規分
布に従わないのも同様の原因によるものと推察される。

（�）ボラティリティ予測力のモデル間比較

次に、推定された各モデルについて標本内の �期先予測力を比較する。比較には
%つの予測誤差（!*�、�!*�、!��、�!��）と!�����<D����B���回帰の決定
係数を用いた。
表 � の予測誤差からは、以下の点が確認できる。① ���� �  モデルは、

 時系列モデルと比較して、予測力が明らかに低い。② �:4!�、��、=�、
!4>�*の各モデルの予測誤差には大きな差はない。③ ���� ��� ��モデルより
も����� モデルの予測力が高く、 ���が 
�� の予測に有益である（ただし
(3'45を用いた推定結果においては、���� ��� ��の!*�が���� ��� ��� 
あるいは ���� ��� ���  の!*�よりも低かった）。
表 9の!�����<D����B���回帰の決定係数+�による予測力比較においても、 時
系列モデルが �����  モデルよりも全体的に優れていた。もっとも、(3'45
を用いた推定結果では、 時系列モデルの優位性はさほど明確ではなくなってい
る。
節（%）で述べたように、����� モデルで予測されたボラティリティに
は、 時系列モデルよりも推定バイアスが多く含まれている可能性があるものの、
ボラティリティの変動をよく捉えることができているため、+� で比較したときに、
���� �  モデルの順位が高くなったと考えられる。同様の結果が ,��-.��&

/���0�����& ��� ��� �
""1�でも得られている。
以上はモデル別の予測力比較であったが、株価指数別に予測パフォーマンスをみ
てみる。まず、表 �の予測誤差をみると、いずれのモデルにおいても日経平均先物
の!*�、!��が大きく、とりわけ!*�にその傾向が顕著である。また、表 9の決
定係数についても、日経平均先物が最も低い。後述するようにジャンプに関する実
証分析では、ジャンプが発生していると判断された日の割合は日経平均先物が突出
して高かった。同指数にはこのような不連続な変動がより多く含まれるために、リ
ターンにジャンプを想定しない確率過程に基づくボラティリティ変動モデルの当て
はまりが悪くなっていることが考えられる��。なお、各  の標本標準偏差をみる
と、���) � ���（日経平均株価指数）、��)� � ���（日経平均先物）、��$)* � ���
（(3'45）と日経平均先物の  のばらつきが大きいことが確認できる。

�� +1�= および +1�= で評価すると日経平均先物は概ねほかと同じ水準になっている。これは予測誤差の
計算方法に原因があると考えられる。1�= および 1�= は、モデルで推定されたボラティリティと ���

との差を評価しているため、ボラティリティが高い値をとる日にはその差も大きくなりやすく、その影響
が予測誤差に大きく現れる。一方、+1�= および +1�= は �� に対する比率で評価しているため、仮に
差の絶対水準が大きかったとしても強く影響を及ぼすとは限らない。

�	 金融研究�������
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表 � �期先予測力の比較結果（予測誤差）

�!*� !*� �!�� !��

日経平均株価指数
���� �#1"9 �#9�$ "#	9	 �#"1�

���� ��� ���  �#�9� �#�"� "#999 "#�9	

���� ��� ���  �#��� �#�"� "#999 "#�9	

�:4!� "#$�% �#"�� "#%$
 "#�9$

�� "#$	" �#"�� "#%$	 "#�9%

=� "#$		 �#"99 "#%%" "#�9


!4>�* "#$	" �#"	" "#%$	 "#�9$

日経平均先物
���� �#�$� �	#%9� "#919 �#%99

���� ��� ���  �#"9$ �	#
$� "#9

 �#%$	

���� ��� ���  �#"9$ �	#
$� "#9

 �#%$	

�:4!� "#�1	 �	#��$ "#1�9 �#$�1

�� "#9

 �	#�"
 "#1	
 �#$�$

=� "#	9" �	#�99 "#�%9 �#$��

!4>�* "#��" �	#"%� "#191 �#$"	

(3'45

���� %#�1� �#��� �#1�� "#�%"

���� ��� ���  $#199 �#
$1 �#%�� "#�$


���� ��� ���  $#1	" �#
$9 �#%�	 "#�$


�:4!� "#1	� "#%%% "#1%
 "#%$�

�� "#1�9 "#%%% "#1%% "#%$�

=� "#��1 "#%%" "#11� "#%$�

!4>�* "#1	$ "#%%� "#1%" "#%$�

備考：���は ��� 倍、���は ��� 倍された値を示した。�����は
説明変数に ��を含まない ����� ��� ��モデルを表す。

表 9の :検定をみると、���� �  モデルや ����モデルで推定された
(3'45および日経平均株価指数は、帰無仮説 ����� � �かつ ����� � �が有意に棄却
されている。両指数の!�����<D����B���回帰結果の個別項をみると、����� 
モデルでは ����� � �は棄却されていないものの、�����が �より有意に小さくなっ
ており、このため :検定の仮説が棄却されたものと考えられる。したがって、(3'45
や日経平均株価指数の ����� モデルによるボラティリティ推定値には、 
（真のボラティリティの代理変数）に対して下方バイアスが存在していることがわか

�




表 � �期先予測力の比較結果（���������������回帰）

����� � �� ����� : +�

日経平均株価指数
���� ������ （"#
11） �#1	$ （"#�""） �		#"11 "#
�$

���� ��� ���  ����%� （"#��
） "#9�1 （"#"%
） 
"�#%	� "#
9�

���� ��� ���  �����* （"#��
） "#9�$ （"#"%
） 
"$#9%� "#
9	

�:4!� ������ （"#�"%） �#"$� （"#"1$） "#$%% "#
�"

�� ����'� （"#�"%） �#"1% （"#"1$） "#11
 "#
��

=� "#""$ （"#"�	） �#""" （"#"1"） "#""% "#$"%

!4>�* ������ （"#�"$） �#"�" （"#"1$） "#��	 "#$"$

日経平均先物
���� ���)$� （"#1
"） �#%
� （"#�91） $#�
� "#"�9

���� ��� ���  "#"99 （"#$$%） "#�"� （"#�"1） �#$�9 "#"91

���� ��� ���  "#"99 （"#$$%） "#�"� （"#�"1） �#$�9 "#"91

�:4!� ����)� （"#$9"） �#
$	 （"#�$�） 
#
�9 "#"	


�� ������ （"#$1
） �#�%� （"#�
9） �#�"� "#"	�

=� "#""� （"#$%
） �#""
 （"#���） "#""� "#"91

!4>�* �����) （"#$9
） �#
�
 （"#�$1） 
#%�" "#"	�

(3'45

���� ����%) （"#"		） "#�%� （"#"%�） 9��#��� "#�9


���� ��� ���  "#"�$ （"#"�%） "#1"
 （"#"$$） 	
�#��� "#
"�

���� ��� ���  "#"�� （"#"�%） "#1"" （"#"$$） 	$
#1	% "#
"


�:4!� "#"
� （"#"��） "#�9	 （"#"�1） "#"9$ "#��	

�� "#"�" （"#"9"） "#��� （"#"��） "#"$9 "#��9

=� ������ （"#"9"） �#""$ （"#"�1） "#""� "#
"�

!4>�* "#"�" （"#"��） "#��9 （"#"�1） "#"%� "#
"$

備考：	�	��は ���倍された値を示した。各推定値の（）内の数値は標準誤差である。
�は���� !"

#$!�%&�'(回帰の決定係数である。�����は、説明変数に ��を含まない �������� ��

モデルを表す。�は 	�	�� � �、	�	�� � �を帰無仮説、そうではないことを対立仮説とし
た �検定統計量の値である。有意水準 �)の臨界値は ����*である。

る（ただし、回帰係数が低いためバイアスの出方は大まかな傾向程度のものである）。
これに対し、����モデルでは �����が有意に負となる傾向がある一方、�����が
(3'45を除き有意に �より大きくなっているため、ボラティリティが小さい（大き
い）ときにはバイアスが低め（高め）に出る傾向があると考えられる。
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表  �期先予測力の比較結果（予測誤差、��!���モデル）

�!*� !*� �!�� !��

日経平均株価指数 "#$1� �#"�1 "#%
1 "#��1

日経平均先物 "#�$1 �	#��� "#1�
 �#$"1

(3'45 "#1�� "#%$9 "#1$$ "#%$�

備考：���は ��� 倍、���は ��� 倍された値を示した。

表 " 標本内予測力の比較結果（���������������回帰、 ��!���モデル）

����� � �� ����� : +�

日経平均株価指数 ������ （"#�"�） �#"
" （"#"1
） "#
"1 "#
�$

日経平均先物 ���))� （"#$�
） �#
"� （"#�$$） �#�"1 "#"	�

(3'45 "#"$% （"#"��） "#�9� （"#"�
） "#�
� "#
��

備考：	�	�� は ��� 倍された値を示した。各推定値の（）内の数値は標準誤差である。

� は���� !"#$!�%&�'(回帰の決定係数である。�は 	�	�� � �、	�	�� � �を帰
無仮説、そうではないことを対立仮説とした �検定統計量の値である。有意水準
�)の臨界値は ����*である。

次に、�:4!�モデルと �:4!�5モデルの予測力を比較する。�:4!�5モ
デルの外生変数には ����に "、�ダミーを乗じたものを用い、価格が下落したときに
ボラティリティが増大しやすいという非対称性を考慮している。表 	と表 �の予測
力の比較結果によると、�:4!�モデルよりも�:4!�5モデルの予測力が高い。
%節（
）のモデル推定と同様、予測力比較の結果もボラティリティ変動の非対称性
を加味したモデル化の必要性を示唆している。
最後に、!4>�* モデルで、 のラグ値の代わりに ' のラグ値あるいは日次
リターン 
乗のラグ値を用いた場合の予測力を分析する。�)�����& *����+�����& ���
 ������� �
""��と同様に、被説明変数を ��  �、説明変数を ��  ����� � � � � ��  ���、
または �� '����� � � � � �� '���、または ���������	��� � � � � ��������	��として、$本
のモデルを � � ��� � � � �� について推定し、各モデルの予測力比較を行った。ただ
し、	は �� の標本平均とする。�������� �	��は、日次リターンと高頻度データで推
定したボラティリティの説明力を比較するために取り上げている。
表 �"、��に予測誤差と!�����<D����B���回帰の結果をまとめた。すべてのデータ
セットについて、����� �	��の予測力はやはり最も低いこと、'はデータによっては
 以上の予測力を有していることがわかった。�)�����& *����+�����& ���  �������
�
""��も 'の有用性を支持する推定結果を示しており、本稿の分析でも同じこと
が確認された。

��



表 �# ����モデルの予測誤差

説明変数 �!*� !*� �!�� !��

日経平均株価指数 ��  � "#$	" �#"	" "#%$	 "#�9$

�� '� "#$1% �#"1� "#%
� "#��1

����� � 	�� "#1		 �#%
� "#1
9 "#99


日経平均先物 ��  � "#��" �	#"%� "#191 �#$"	

�� '� "#�"	 �	#�	" "#1�� �#$��

����� � 	�� "#	9
 ��#"	" "#��� �#%$	

(3'45 �� � "#1	$ "#%%� "#1%" "#%$�

�� '� "#1$9 "#%$� "#1
$ "#%
�

����� � 	�� "#	�" "#%		 "#��% "#%�	

備考：���は ��� 倍、���は ��� 倍された値を示した。

表 �� ����モデルの予測誤差（���������������回帰）

説明変数 ����� � �� ����� : +�

日経平均株価指数 ��  ������（"#�"$） �#"�"（"#"1$） "#��	 "#$"$

��' �����)（"#�""） �#"�9（"#"1�） "#��1 "#$��

���� � 	�� ����*'（"#
��） �#"19（"#���） "#
"" "#"	


日経平均先物 ��  �����)（"#$9
） �#
�
（"#�$1） 
#%�" "#"	�

��' ���%'�（"#%"�） �#$$%（"#�%	） $#�$9 "#"	�

���� � 	�� ���'�'（"#���） �#%$"（"#
11） 
#"$9 "#"$$

(3'45 �� "#"�"（"#"��） "#��9（"#"�1） "#"%� "#
"$

��' "#"�	（"#"�1） "#�	�（"#"��） "#"�" "#




���� � 	�� ������（"#�"$） �#��9（"#"��） "#91� "#�
"

備考：	�	�� は ��� 倍された値を示した。各推定値の（）内の数値は標準誤差である。
� は
���� !"#$!�%&�'(回帰の決定係数である。�は 	�	�� � �、	�	�� � �を帰無仮説、そう
ではないことを対立仮説とした �検定統計量の値である。有意水準 �)の臨界値は ����*

である。

（�）多変量��の推定結果

本節では、$つの変数から 
つを取り上げ、多変量  モデルを推定した結果を示
す。日経平均株価指数と (3'45の組合せをモデル�、日経平均株価指数と日経平均
先物の組合せをモデル �と呼ぶ。図 1はモデル �、�の �（������� �����������）
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備考：上段は日経平均株価指数と ���	
（モデル �）、下段は日経平均株価指数と日経平均先物
（モデル �）の ��。

である。モデル �では対象銘柄と指数作成方法が異なるが、同一市場の指数である
ため、指数の水準のみならず  でみても両指数の相関は高いと考えられる。実際、
モデル �の �は �に近い。もっとも、詳細にみると、
"""年 �～$月期には他の
期間と比較して �の水準が低くなっている。
"""年 %月には日経平均株価指数の
構成銘柄の大幅な入れ替えが行われており、その後の �が上昇しているため、同
年の銘柄入れ替えが両指数の変動の類似性を高めたものと考えられる。一方、モデ
ル �の �はゼロ近くまで低下する日もあり、変動幅もモデル �に比べて格段に大
きい。これは、高頻度データでみると現物と先物の価格変動は必ずしも同調的では
ないことを示唆している。

（�）ジャンプモデルの推定結果

表 �
は 71"8式の ��+ +/モデルの推定結果である。日経平均株価指数および
(3'45では、� � �� �のとき、ジャンプの係数が負値で有意となっている。これは、
��������& ����������& ��� >��0��� �
""1�と同様な結果であり、ボラティリティ変動
モデルの設定においては価格変動にジャンプが含まれる可能性を考慮すべきことを
示している。一方、日経平均先物では、ジャンプの係数は � � �� �� ��のすべての場
合において有意ではなく、この場合、前出のジャンプを含まないモデル群が適用可
能である。

��



表 �� '��(��()モデル推定結果（�� ��）

�� �
 �� �� �� 決定係数
日経平均株価指数

� � � ��#
�9 "#$�% "#$	" "#�1� ��1$"#$ "#$$%

（"#$��）（"#"1"）（"#"9�）（"#"�9） （$
	#%）
� � � �
#1	� "#��� "#%
" "#"	� ���%#� "#%"


（"#1%�）（"#"%"）（"#"�
）（"#"	%） （
��#�）
� � �� ��#"$$ "#��� "#$	1 �"#��	 �$		#	 "#

1

（"#9�$）（"#"
�）（"#"�$）（"#�

） （$%	#�）

日経平均先物
� � � �
#%
� "#�1% "#%�$ "#�11 �91#1 "#
%�

（"#$�%）（"#"%�）（"#"99）（"#"�%） （1
#%）
� � � �$#"�$ "#"�� "#%"� "#�
$ ���#� "#$$%

（"#���）（"#"$
）（"#"	
）（"#"	
） （
	#%）
� � �� �1#	
� "#"9� "#$%1 �"#�
� ���#
 "#�91

（"#	"$）（"#"$"）（"#"		）（"#"��） （$"#"）

(3'45

� � � ��#$
	 "#$
� "#$$9 "#��	 �
�$$#
 "#
9


（"#%
�）（"#"1$）（"#"9	）（"#"9%） （19	#$）
� � � �
#�	� "#�9� "#%"1 "#�
% ��9"$#" "#$�9

（"#11$）（"#"$�）（"#"	�）（"#"�
） （%�"#9）
� � �� ��#"1% "#�"% "#$%$ �"#�"� �1�$#" "#

�

（"#91"）（"#"$
）（"#"99）（"#�%
） （�$	#�）

備考：上段が推定値、下段の（）内が標準誤差である。

次に 71$8式を用いて、ジャンプ項の有意性を検証する。ここでは上記研究と同様
に有意水準を � � ���� ��'�� ��''� ��'''� ��''''と設定した。表 �$が統計量 "��� に
よる分析結果である。上記研究と比較すると、本稿の分析ではジャンプが生じる確
率が高く推定されている。例えば � � ��'�としたとき、いずれの株価指数におい
ても、少なくとも約 
日に �日の割合でジャンプが生じている。� � ��''''とした
とき、ジャンプが生じる割合は、日経平均株価指数、日経平均先物、(3'45の順に
���*�、����*、�����であり、上記研究のうち *F'1""を推定した場合の �����と比
較して、ジャンプが生じる割合が高く推定されている。
次に、ジャンプ系列、およびジャンプ系列からゼロを除いた系列について、自己相
関の検定を行った。ジャンプ系列は、7%�8式で定義される "� を � � �から � まで
並べたものであり、ジャンプが発生した日には "� が、ジャンプが発生しなかった日
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表 �� ジャンプの検定：�� 系列の統計量と正規性検定

� 割合 平均 標準偏差 @����� @�����" � �

日経平均株価指数
"#1""" "#	$9 "#$	
 "#%9� 1$#�� ��#	9

"#�1"" "#%	� "#$$" "#%�	 19#	� %$#��

"#��"" "#$1$ "#
9� "#1"" 1�#�" $1#9�

"#���" "#
1$ "#

9 "#%	� 1	#9� %%#$1

"#���� "#�	1 "#�	$ "#%�� %�#$% 

#1�

日経平均先物
"#1""" "#��1 �#�%1 $#�9
 "#%$
 9#"1$

"#�1"" "#�	1 �#�"9 $#�	� "#%$9 �9#%�

"#��"" "#1	
 �#"�� $#�	� "#%%
 
9#"�

"#���" "#%	" �#"�	 $#��	 "#%1" ��#$�

"#���� "#%"	 "#�9� %#""% "#%1	 ��#11

(3'45

"#1""" "#	%" "#
9� "#$�
 %"#1	 1"#$$

"#�1"" "#1
	 "#
1� "#$9$ %
#9% 	
#%�

"#��"" "#%�% "#

$ "#$9" $"#$� �9#��

"#���" "#$�1 "#��" "#$�� 
	#�1 1�#"$

"#���� "#
1� "#��% "#$1
 
�#9� 
%#%9

備考：平均と標準偏差はそれぞれ検定統計量を ��� 倍した値を示す。� は
有意水準、「割合」は日中に有意にジャンプが生じたと判断された
日の割合を示す。������および ������� 
 �は、いずれも自由度
��のカイ �乗分布に従う。臨界値は �����（有意水準 ��)）、�	���
（同 �)）、�����（同 �)）である。

にはゼロが含まれる系列である。この系列に自己相関が存在すると、いったんジャ
ンプが発生すると翌期にもジャンプが発生しやすいことになる。また、ゼロを除い
た系列に自己相関が存在するのであれば、大きな（小さな）ジャンプが発生すると、
大きな（小さな）ジャンプが続いて発生しやすい傾向があることになる。
�"次までのすべての自己相関係数がゼロであることを帰無仮説として、@�検定を
行った。検定の結果を表 �$の @�����および @�����" � �の列に示した。前者が
ゼロを含む "� 系列に対する、後者がゼロを除いた "� 系列に対する統計量である。ま
ず、@�����統計量によると、日経平均株価指数および (3'45については、先行研究
と同様にジャンプ系列の自己相関が確認された。次に、@�����" � �統計量の結果
をみると、ジャンプ系列からゼロを除いた系列についても自己相関が存在することが

��



わかった��。この結果は、サイズの大きい（小さい）ジャンプにはサイズの大きい（小
さい）ジャンプが続くことを示唆しており、��������& ����������& ��� >��0��� �
""1�
の先行研究と同様の結果となった。したがって、��������& ����������& ��� >��0���
�
""1�が指摘するように、ジャンプの自己相関に対応したモデルへの拡張が今後、求
められよう。
ただし、日経平均先物については、ジャンプ系列に自己相関が存在しない。日経
平均先物は、日経平均株価指数および (3'45と比較して、ジャンプが生じる割合が
高いことが示されていたことを考慮すると、ジャンプの割合が実際よりも高く推定

表 �� '��(��(&)モデル推定結果（�� ��）

�� � 
 � � � � ��
 ��� ��� 決定係数
日経平均株価指数

�� � �
#��� "#
�� "#$%9 "#"		 
$"#
 %�%#9 $&�1�#" "#$$	

（"#%

）（"#"%$）（"#"91）（"#"�
）（
�1#%） （�
1#�）（�&1"�#
）
�� � �$#�1� "#�%% "#$�
 "#"�� 
"�#1 
�"#% %&�"%#� "#%"%

（"#1	$）（"#"$
）（"#"	
）（"#"9	）（
��#	）（�&"%�#�）（�&�1"#"）
�� �� �9#��	 "#"	% "#$$	 �"#
$9 �"$#" �&%
9#$ $&1�%#� "#
%$

（"#9

）（"#"�1）（"#"	%）（"#�""）（��#�） （9%�#�）（
&1�	#1）

日経平均先物
�� � �
#"�
 "#
�� "#$%	 "#�99 
%#
 $�1#
 ��1#$ "#
9"

（"#�%�）（"#"19）（"#"��）（"#"�9）（$1#�） （�
�#	） （�	�#�）
�� � �$#
"% "#�$% "#
�
 "#��� $�#	 %�%#� �
#� "#$
%

（"#�99）（"#"$1）（"#���）（"#�
9）（
�#9） （���#1） （�1
#1）
�� �� ��#

" "#"�% "#$
� �"#�%� $	#� 
1	#9 $$#� "#��"

（�#$%1）（"#"
$）（"#�"9）（"#�%	）（�"#	） （9%#"） （

�#1）

(3'45

�� � �$#
9% "#
1
 "#$�$ "#"�" $�1#% %�9#1 �&��%#	 "#
9


（"#%%
）（"#"%�）（"#"9
）（"#"�1）（%��#�）（�&$1�#$）（�&�9%#�）
�� � �%#%%	 "#�
� "#$	� "#""	 �	9#	 ��
#1 �&%9	#� "#$��

（"#19$）（"#"
1）（"#"9%）（"#"	"）（
�9#9）（�&%%9#�）（
&%��#	）
�� �� �9#$99 "#"�1 "#
	9 �"#�9% 
"$#9 �&���#� %&%%	#	 "#
$%

（"#9�1）（"#"�%）（"#"	�）（"#��	）（�$%#%） （�
%#�）（$&�%�#9）

備考：上段が推定値、下段の（）内が標準誤差である。

�� このうち日経平均株価指数については、� � �	、すなわちジャンプの有無の検定を行わないで �� を定義
した場合のみ、;�検定の有意水準を Fとすると自己相関は存在しないが、有意水準を ��F とすると自
己相関が存在するという結果になった。
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されている可能性も考えられる。すなわち、ジャンプ系列として分析した対象には、
本来ならばジャンプとされないものも含まれていた可能性があり、その結果として、
ジャンプ系列の分析結果が他の系列と異なるものになったとも考えられる。
最後に、71%8式のもとでジャンプ拡散過程の  からジャンプの影響を取り除い
た (��� を求め、これとジャンプ項に起因する変数 "� に  を回帰した。上記先行研
究と同様に � � ��'''として "������� と (������� を回帰分析に用いている。表 �%を
みると、日経平均株価指数あるいは (3'45を用いた場合、日次や週次のジャンプ項
の係数 ��
、��� は有意ではないものがほとんどである。しかし ��� は有意であ
るものが多い。この結果は、�日や �週間という比較的短い直前の期間のジャンプ
よりも、過去 �ヵ月間の平均的なジャンプの発生状況が  に対してより強く影響
するものと解釈される。
一方、日経平均先物を用いた場合、��� や一部の ��
 が有意となっている。この
ように日経平均株価指数あるいは (3'45と推定結果が異なる理由としては、日経平
均先物についてはジャンプの発生頻度が高く、このため日次平均や週次平均という
直近のジャンプの発生が  に影響していることが考えられる。

�� まとめと今後の研究課題

本稿では、 モデルのサーベイとわが国の株価指数による実証分析を行った。実
証分析によると、 の統計的性質やモデル推定、予測パフォーマンスのモデル間比
較などは、概ね欧米の先行研究と一致するものであったが、ジャンプモデルの実証
研究などでは、先行研究と異なる結果が得られた。実証分析の主な結果は以下のと
おりである。①  を用いることで、既存のモデルと比較して、より精度の高いボ
ラティリティの予測が可能となる。②本稿の対象データでは、�����  モデ
ルよりも  時系列モデルの予測力が高かった。③  のほかに 'もボラティリ
ティの予測に有益である。④  には長期記憶性が存在する。⑤ボラティリティの
変動には価格の変化方向に関して非対称性が存在している。⑥株価指数のリターン
は裾が厚い分布となっており、その原因として、リターンの変動には非連続的なジャ
ンプが存在している可能性が指摘されたが、そもそも正規分布に基づくブラウン運
動では表現できないような変動に従っている可能性も残されている。
最後に、本稿のサーベイおよび実証分析を通して得られた今後の研究課題につい
てまとめる。①  が長期記憶性を持つことを考慮に入れて、 あるいは  に
より基準化された日次リターンの正規性の検定を行う。② ����� モデルの
予測力は、!�����<D����B���回帰の決定係数では  時系列モデルと比較して大き
く劣るものではないため、予測値のバイアスを何かしらの方法で修正することがで
きれば、�����  モデルの予測力が高まる可能性が残されている。③  時
系列モデルでは長期記憶性を表すようにモデルが考案されている一方で、比較対象

��



とした����モデルでは長期記憶性を表すことができない。���型の長期記憶
モデル（例えば ���������� ��� !�������� ������が提案した :4�����モデル）を
用いた実証分析も重要であろう。④ジャンプモデルでは、正規分布で説明されない
リターンの大きな変化をジャンプとして捉えることを仮定した。分析結果によると
ジャンプが発生していると判断される日の割合が非常に高かったが、リターンが �分
布などのように裾の厚い分布に従っている可能性もあり、これに対応したモデルによ
る検証も求められる。⑤本稿や先行研究では  計測を 1分間隔のリターンで行っ
ているが、日中リターンの自己相関性に対応するといった計量分析上の理由以外に
も、各市場の価格変動の相違やその背景となっている市場参加者、制度等の相違と
いう観点からみても、ボラティリティの適切な計測頻度の選択は興味深い論点であ
る。⑥ �:4!�5の推定結果によると、ボラティリティ変動の非対称性を含めるこ
とで、ボラティリティの予測力が高くなる。このようなモデルの拡張は、�:4!�
モデルに限らず、今回、分析対象としたモデルについても行っていく余地がある。
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補論 �� ������モデル推定法

本稿の ������モデルおよび �������モデルの推定には、以下の最尤推定法
を用いた。推定にはプログラミング・ソフト��（バージョン 	
��）の������パッ
ケージ（バージョン �
�	、������ ��� ���� ������）を用いている。
�� ���、� � �� �� � � � �� の ������ ��� �� ��モデルは

�� ���� ��� ��� � �� � ��� ���� � �����

と表される。�� �� �はパラメータである。
以下では �� � ��� ���� �� ���� � � � � �� ��� �� として記述する。�� � ���� ��� �と
仮定すると、�� � �������になる。なお、� � ��� � � � � ���として � 行のベクトル
とする。�は

� �

������
	��� 	��� 	��� � � � 	�� � ��
	��� 	��� 	��� � � � 	�� � ��
���

	�� � �� 	�� � �� 	�� � 
� � � � 	���

������� �����

と表される。
������ ��� �� ��モデルを最尤推定するためには、	���、� � �� �� � � � �� � �が
必要とされる。 �!"�� ��##��によると、

	��� � ���
��

����

	�


�� � ���
�� � � � ��

�� � � � � � ��
�� � ��
��� � ���$�

とすればよい。ただし、	�� � �、	� � �� ��、	� � � であり、
� � �はガンマ関
数を表す。
ここで、� � �� � ��と表現すると、尤度関数は、

� � ��
�
������ � �

�
����� � �

�
������� ���	�

で与えられる。さらに、� � ��� を使い、この尤度関数に含まれる �� �� をそれぞ
れ、 	� � �����������������、 	��� � � ��������とすると、尤度関数は、

� � ��
�
��� �� ��� � �

�
����� � �

�
��� �� 	����� 	���

となる。ただし、	� � �� � ��である。推定すべきパラメータは �� � である。プログ
ラミング・ソフト��（バージョン 	
��）の������パッケージ（バージョン �
�	、
������ ��� ���� ������）では、� 
 ����、� � �������を除外して、%�& 法を
用いて尤度関数を最大化する。
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補論 
� ��モデル推定法

以下では� � �の場合の '(モデルの推定方法を解説する。'(モデルを状態空
間モデルとして表し、カルマン・フィルタを用いた擬似最尤法によりパラメータを
推定する。状態空間モデルの推定については )��*"+ ��#,��を参照されたい。
	行 �列の状態空間ベクトル �� を用いて、'(モデルを状態空間モデルとして表
現すると、
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となる。ただし、�� の第 �、第 $要素をそれぞれ ��� �!��、��� � ���!���とする。こ
こで第 �要素を ����とすると、���-�式より ��� �!�� � ���������!��������������
と ���� � ���

�
� が得られる。�期ずらした ������ � ���

�
��� を前者の式に代入すると、

��� � !�� の ���� ��� ��表現が得られる。第 $要素についても同様にして ����

��� ��表現が得られる。なお、��� � ���� �����、��� � ���� �����、および �� � ���� ��	�
である。
以下では ���-�式を、観測方程式

��� � � ���� � �� � �� � ���� ��	�� �����

とし、状態変数の遷移を

�� � ����� ��� � �� � ������� � � �� �� � � � ���

で表す。ただし、
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である。また、
����� � ��������� � � � �������、�� ���� � ��� � 
������、�� ���� �
����� � 
������、�� �� � ��� � 
��� �、.� �� � ����� � 
��� �とする。尤度関数の計算
においては、まず、����、����を初期値として与え、� � �として、予測方程式

�� ���� � ����������

�� ���� � &.��������
� � �/���

から ����、���� を得る。次に、更新方程式
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から ����、����、��を得る。これを所与とすると、同様にして、予測方程式から ����、
���� を、更新方程式から ����、����、��を得ることができる。
この一連の操作を � � �� �� � � � �� について繰り返して得られた �� ����、�� を用い
ると、'(モデルの尤度関数は
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と表される。
なお、初期値 ����、����は、
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とした。
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�
	 � �
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� ��

��
は、連続時間モデルのパラメータ ��� ��� �� ��!によって

与えられる。推定結果の解釈は、前者のパラメータを用いたほうが容易であるため、
表 �～	ではこれらを示した（詳細は �節（$）イ
の'(モデルを参照）。なお、表 �～
	に示した推定値の標準誤差はデルタ法を使って求めている。��が正規分布に従う
かどうかは不明であるため、推定値の標準誤差は %���"���"* ��� 1�������2" ��##��

による擬似最尤法の標準誤差を用いている。
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