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要　旨
金融実務では、周辺分布間の依存構造を扱う1つのツールとして、近年、多

変量分布を周辺分布と分布間の依存構造に分離して表現した関数である「コ
ピュラ（copula）」が注目されている。しかし、その一方で、実務でのコピュ
ラの具体的な活用方法を解説した文献はほとんどない。そこで、本稿では、
コピュラの具体的な活用方法の詳細を、実例を織り交ぜながら解説する。
本稿では、まず、コピュラの定義、性質に加えて、パラメータ推定方法と

乱数発生方法を概説する。次に、正規、t、クレイトン、ガンベルおよびフラ
ンク・コピュラを対象に、それらの性質を説明し、具体的なパラメータ推定
方法や乱数発生方法等を示す。また、コピュラを用いた実証分析を行い、若
干の考察を加えるほか、コピュラを巡るいくつかの留意点を説明する。
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金融資産ポートフォリオの価格付けやリスク管理では、リスク・ファクターが

多変量（確率）分布に従うとして評価を行う。ここで、重要になるのは、各変量

の分布（周辺分布）と周辺分布間の依存構造の与え方である。一般に、株価時系

列の収益率分布等、現実に観測される周辺分布は、正規分布と比べ厚い裾を持つ

場合が多い。また、周辺分布間の依存度合いは、分布の場所（特に裾）によって

異なる。例えば、市場に何らかのストレスが生じると、多くの株価等が同一方向

に変動する場合があることが知られている。

金融実務では、周辺分布間の依存構造を扱う1つのツールとして、近年、多変量

分布を各変量の周辺分布と分布間の依存構造とに分離して表現した関数である

「コピュラ（copula）」が注目されている。コピュラが利用されている例としては、

資産担保証券等の、信用リスクを有する多数の企業向け債権を原資産とする商品

がある。このとき、原資産である各企業向け債権の信用度は互いに依存している

が、マクロ的な不況等の際には、それらの多くが一斉に悪化するような状況も想

定される。このような原資産価格分布の裾における強い依存関係を、商品の価格

付けやリスク評価に織り込むために、コピュラが活用されている。

このようにコピュラは金融実務で注目されているが、コピュラの具体的な活用

方法を解説した文献はほとんどないのが実態である1。そこで、本稿では、コピュ

ラの具体的な活用方法の詳細を、実例を織り交ぜながら解説する。

本稿の構成は以下のとおりである。まず、2節では、コピュラの定義、性質に加

え、パラメータ推定方法と乱数発生方法を概説する。3節、4節では、正規およびt

コピュラ、クレイトン、ガンベルおよびフランク・コピュラを対象に、それらの

性質、具体的なパラメータ推定方法や乱数発生方法等を示す。5節では、コピュラ

を用いた実証分析を行い、若干の考察を加える。6節では、コピュラを巡るいくつ

かの留意点を説明する。最後に、7節でまとめを述べる。

（1）コピュラの定義

n種類のリスク・ファクターを想定し、それらを確率変数X1,…, Xnで表す。複数

のリスク・ファクターの確率的変動を同時に捉えることは、確率変数X1,…, Xnの同

時分布関数F (x1,…, xn )の挙動を表すことに等しい。周辺分布関数F1,…, Fnと、同
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１．はじめに

1 コピュラの理論の詳細は、例えばJoe［1997］やNelsen［1998］を参照。また、コピュラの金融データへの
実務的応用を前提とした概説としては、Frees and Valdez［1998］、Bouyé et al.［2000］、Embrechts, Lindskog

and McNeil［2003］等がある（ただし、これらは、実務での具体的な活用手法を詳述してはいない）。

２．コピュラ



時分布関数F (x1,…, xn )の間には、次の関係がある。

スクラー（Sklar）の定理：

周辺分布関数F1,…, Fnを持つ連続なn変量同時分布関数をFとすると、

を満たす関数Cが一意に存在する。

このCがコピュラと呼ばれる関数である2。つまり、コピュラCに周辺分布関数

F1,…, Fnを適用することで生成されるC (F1,…, Fn) は、周辺分布を区間［0,1］の一
様分布とする同時分布関数である。これにより、連続な多変量分布関数は、リス

ク・ファクター単独の挙動を表現する周辺分布関数F1,…, Fnとそれらリスク・ファ

クター間の依存構造（コピュラC）に分解することができる。

さらに、この定理から次のことがわかる。n変量同時分布関数Fが、周辺分布関

数F1,…, FnとコピュラCを持つとすれば、任意のu = (u1,…, un )（ただし、ui ∈[ 0, 1]）
で、（2）式の関係を得る。

このCは、各周辺分布が区間［0,1］の一様分布の同時分布関数となる。また、コピュ

ラの密度関数としてc (u1,…, un ) = ∂nC (u1,…, un ) /∂u1…∂un、Xiの確率密度関数を

f i (xi)、同時分布関数Fの密度関数をfとすると、（1）式から次式を得る。

（2）コピュラの典型例とその特徴

以下では、コピュラCの典型例をいくつか挙げて、その特徴を説明する。まず、

変量間の相関構造を行列で表現するコピュラがある。そうしたコピュラの代表例と

しては、正規コピュラ、tコピュラが挙げられる。次に、変量間の相関構造を1種類

のパラメータで表現するコピュラがある。この代表例としては、1パラメータ・ア

ルキメディアン・コピュラがあり、それには、主な例として、クレイトン・コピュ

ラ、ガンベル・コピュラ、フランク・コピュラが含まれる。
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2 コピュラの数学的な定義や性質の詳細は、Nelsen［1998］、Bouyé et al.［2000］を参照。

Pr (X1 ≤ x1,…, Xn ≤ xn ) = F (x1,…, xn ) = C (F1 (x1) ,…, Fn (xn )) , （1）
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これら5つのコピュラ（正規、t、クレイトン、ガンベルおよびフランク）におけ

る、各変量間の依存関係の特徴を概観しよう。順位相関（詳細は後述する）が等し

い2変量乱数 (u1, u2 )を、5つの2変量コピュラを用いて1,000個発生させて、それらを
2次元の散布図にしたものが図1である3。ここで、ui → 0とui → 1は周辺分布関数の
両裾の極限に対応していることに注意してほしい。図1からは、コピュラによって、

変量間の依存構造が異なっていることがわかる。
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3 ここでは、全てのコピュラで、順位相関を表す「ケンドールのタウ」が0.75となるようにパラメータを設
定した。具体的には、正規コピュラの相関係数を0.9239、tコピュラの相関係数を0.9239、自由度を3、クレ
イトン・コピュラの�を6、ガンベル・コピュラの�を4、フランク・コピュラの�を14.14とした（各コピュ
ラとそのパラメータの詳細は後述する）。

正規�

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t

ガンベル� クレイトン�

図1 各種2変量コピュラに従う乱数の散布図（横軸：u1、縦軸：u2）
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まず、正規コピュラとtコピュラに注目してみよう。それらの（u1, u2）平面の

（1,1）付近と（0,0）付近をみると、いずれのコピュラでも、サンプルは45度線付近

に比較的集まっているが、正規コピュラの方がばらつき度合いが大きいように窺わ

れる。これは、図の右上側（各変量とも1に近い側）と左下側（同0に近い側）で、

tコピュラは、正規コピュラに比べて、相対的に、一方の変量で大きな変動が起き

たときに他方の変量に同方向の変動が起こりやすいことを示している。その一方で、

（1,1）付近と（0,0）付近から外れた領域では、tコピュラでは、（0,1）あるいは（1,0）

に近いサンプルも発生している。これは、tコピュラは、正規コピュラと比較して、

相対的に、一方の変量で大きな変動が起きたときには他方の変量に逆方向の変動も

起こりやすいことを示唆している。

次に、残りの3種類のコピュラをみてみよう。クレイトン・コピュラでは、変量

間の依存度合いは、相対的に左下側で強く、右上側で弱い。ガンベル・コピュラで

は、クレイトン・コピュラとは逆に、変量間の依存度合いは、相対的に左下側で弱

く、右上側で強い。これらに対し、フランク・コピュラでは、変量間の依存度合い

が強い領域はみられない。

このように、コピュラによって、表現される変量間の依存関係に特徴がある。し

たがって、市場等で実際に観測される各リスク・ファクターの変動から、それらの

間に一定の依存関係を推論することができたならば、そのような依存関係を近似的

に表すことが可能なコピュラを適切に選択すればよい。それによって、リスク・ファ

クター間の依存関係を織り込んだ形で、リスク・ファクターの将来的な確率変動を

シミュレーションによって表現することができる。



（3）コピュラの性質：分布の裾での依存関係

ここでは、2変量を仮定し、コピュラを用いて、分布の裾での変量間の依存関係

を考察する。以下、分布の裾での変量間の依存関係を示す指標を定義する。

連続な分布関数F1, F2に従う確率変数をそれぞれX1, X2とする。X1, X2の「上側裾

依存係数」を次の極限値として定義する。

（4）式は、閾値uを1に近づけた際、X1の分布関数がuより大きい（F1( X1) > u）と
いう条件で、X2の分布関数がuより大きい（F2( X2) > u）確率である。このとき、
0 <�U ≤ 1ならば、X1, X2は「上側で漸近依存」の関係にあるといい、�U = 0ならば、
X1, X2は「上側で漸近独立」の関係にあるという。（4）式右辺を変形すると、X1, X2

のコピュラをCとすることで、以下を得る。

これは、さらにロピタルの定理から、（6）式に変形することができる。

ここで、U1, U2は区間［0, 1］の一様分布に従う確率変数である。このとき、C (u1, u2 )=
C (u2, u1 )であるならば、次式が得られる。

同様に、X1, X2の「下側裾依存係数」を（8）式で定義する。

（8）式は、閾値uを0に近づけた際、X1の分布関数がuより小さい（F1(X1) < u）とい
う条件で、X2の分布関数がuより小さい（F2(X2) < u）確率である。上側の場合と同
様、0 <�L ≤ 1ならば、X1, X2は「下側で漸近依存」の関係にあるといい、�L = 0な
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4 これを具体例でみてみよう（Mina and Xiao［2001］）。Zを確率変数とし、これを変換した確率変数X = exp (Z),
Y = exp(5Z)を考える。XとYには、非線形ではあるが、明らかに非常に強い依存関係がある。しかし、線形
相関を計算すると、その値は0.0004と非常に小さく、XとYの間には依存関係はほとんどないことになる。
5 順位相関の詳細は、柳川［1982］、Kruskal［1958］、Joe［1997］、Nelsen［1998］等を参照。

らば、X1, X2は「下側で漸近独立」の関係にあるという。（5）式と同様の変形によ

り、次式を得る。

C (u1, u2 ) = C (u2, u1 )であるならば、以下の関係を得る。

なお、上側でも下側でも漸近独立である場合、X1, X2は「漸近独立」の関係にあ

るという。

（4）コピュラの性質：順位相関－分布の全体での依存の程度

本節（3）では、分布の裾での変量間の依存関係に注目した。しかし、変量間の依

存関係といえば、一般的には、分布全体での変量間の依存関係を表すことが多い。

ここでは、分布全体での変量間の依存関係と、分布の裾での変量間の依存関係の間

にどのような関連性があるのかを説明する。

変量間の依存度合いを表す指標として最もよく使われているものは、「線形相関

（相関係数）」である。N個の2変量データ(x1
1, x2

1) , (x1
2, x2

2) ,…, (x1
N, x2

N)を観測したと
すると、これらのデータの線形相関は次式で推定される。

線形相関は、2つの変量の間の、線形（直線的）な関係を捉える指標であって、

その点で、直線的な関係にない変量間の依存関係を表現することは基本的にできな

い4。

線形相関のこうした問題を回避する、変量間の依存度合いを表す別の指標として、

「順位相関」と呼ばれる相関がある。順位相関は、各変量のデータの値そのもので

はなく、何らかの基準による各変量のデータの「順位」に基づく相関である5。

順位相関にはいくつかの種類が考えられているが、実務でよく用いられるものに、

「ケンドールのタウ（�）」と「スピアマンのロー（�s）」がある。



ここで、(X1
i, X2

i)と(X1
j, X2

j)を同時分布関数F(x1, x2)、周辺分布F1(x1), F2(x2)に従
う確率変数ベクトルとする。

まず、ケンドールのタウは、2つの確率変数ベクトルを用いて、次式で定義され

る指標である。

X1とX2の間に、X1
i > X1

jかつX2
i > X2

j という関係が常に成立する（concordant＜調和＞）

ならば、� = 1となり、X1
i > X1

jかつ X2
i < X2

jという関係が常に成立する（discordant＜

非調和＞）ならば、� = −1となる。また、−1 ≤ � ≤ 1が成立する。
一方、スピアマンのロー�sは、周辺分布F1(x1), F2(x2)の線形相関として、以下の

ように定義される（−1 ≤ �s ≤ 1である）6、7、8。

ケンドールのタウとスピアマンのローは、コピュラを用いて表現することができ

る。u1= F1(x1), u2= F2(x2)と置いて、コピュラをC (u1, u2 )とすると、これらの関係
は以下のように書き換えられる9。

つまり、コピュラの関数形が与えられれば、ケンドールのタウとスピアマンのロー

は、それぞれ（14）式と（15）式で求めることができる10、11。
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6（13）式の2番目の等号で出てくる「12」という値は、一様分布の分散（1/12）から来ているものである。
7  スピアマンのローは、上述したケンドールのタウの定義で用いられる“concordant”と“discordant”の考え方
を使って定義することも可能である。その詳細は、例えば、Nelsen［1998］を参照。
8  脚注4の例では、XとYの順位相関は、ケンドールのタウでもスピアマンのローでも1となる。
9  詳細は、Schweizer and Wolff［1981］、Nelsen［1998］等を参照。
10  上述の図1を作成するに当たっては、分布全体での2変量間の依存度合いを一定としたうえで各コピュラ
の依存関係を比較することができるように、ケンドールのタウを定数（0.75）として与えて、各コピュラ
のパラメータを定めた。

11  このように、ケンドールのタウやスピアマンのローといった順位相関は、コピュラで表現可能である一
方、線形相関は、周辺分布にも依存し、コピュラだけでは表現されない。つまり、線形相関は、変量間
の依存構造（コピュラ）と各変量特有の構造（周辺分布）を分けて捉えることができない。したがって、
線形相関は変量間の依存構造を示す指標としては十分であると必ずしもいえないことになる。
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（5）コピュラのパラメータ推定

以降では、本節（2）で説明したコピュラを対象に、コピュラの各種パラメータの

推定方法や、それらコピュラを用いたポートフォリオのリスク量の算出手法を具体

例を交えつつ解説する。

実務でコピュラを用いる際には、まずは、リスク評価の対象とするポートフォリ

オの特性等に基づいて、適当と考えられるコピュラを選択することになる。次に必

要となるのが、そのコピュラの各種パラメータを推定することである。

ここでは、コピュラの選択が行われたとしたうえで、このコピュラのパラメータ

推定手法を取り上げる。実務で最も一般的に用いられている、コピュラのパラメー

タ推定手法は、リスク・ファクターのヒストリカル・データを用いる方法である。

ヒストリカル・データを用いたパラメータ推定は、例えば、以下のように最尤法

を用いて行える。n個の変量を仮定する。このとき、各変量はN個のヒストリカ

ル・データを持つとする。第 i変量の第 j番目のヒストリカル・データをxi
jと表す

（i = 1,…, n, j = 1,…, N）。第 i変量の周辺分布関数を、パラメータを
iとしてFi ( .;
i )、
コピュラの密度関数を、aをパラメータとしてc ( .; a)とする。このとき、対数尤度
関数は、（3）式を用いることで、（16）式で与えられる。

（16）式で最尤推定を行うということは、コピュラのパラメータの推定と周辺分

布の確率密度関数のパラメータの推定を同時に行うことにほかならない。しかし、

この方法は、全てのパラメータを同時に推定しようとするため、最適化の計算が複

雑になり、計算負荷が大きいという難点を有する。このため、先行研究では、まず

周辺分布を特定したうえで、その後にコピュラのパラメータ推定を行うことが多い。

例えば、周辺分布のパラメータ（
 i）を先に最尤推定したうえで、（16）式に与え、

（16）式を最大化するパラメータ（a）を推定する方法（Mashal and Naldi［2002］等）

や、周辺経験分布関数
∧
Fi ( .)を求めてから、（16）式右辺第1項を最大化するパラメー

タ（a）を推定する方法（Romano［2002］等）が提案されている。

Bouyé et al.［2000］では、周辺分布が指数分布とガンマ分布、依存構造が正規コ

ピュラである2変量同時分布を対象に、（16）式で最尤推定を行う方法とその代替方

法でそれぞれ推定されたパラメータの比較を行っている。具体的には、次のような

手続きを採用している。まず、①与えられた同時分布に従う乱数を1,000個発生さ

せる。次に、②この乱数データを用いて、（16）式で最尤推定を行う方法とその代

替方法で、それぞれパラメータを推定する。この①と②の手続きを2,500回繰り返

す。Bouyé et al.［2000］は、こうして各方法で得られたパラメータ推定値の分布の

形状を比較した結果、それらにはほとんど差がないことを示した。このことから、
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上記のような代替方法を用いて、（16）式のパラメータを求めることは、実務的に

は一定の範囲で許容されると考えられる。

以下では、上述の代替方法のうち、周辺分布のパラメータを最尤推定したうえで、

コピュラのパラメータを最尤推定する方法（Mashal and Naldi［2002］等）を採用

する12。

（6）コピュラの選択基準

本節（5）では、コピュラの選択が行われたとしたうえで、このコピュラのパラ

メータ推定手法を説明した。次に、コピュラを選び出す基準に焦点を当てる。そ

の選択基準の1つとして、対象とする実際のデータ（ヒストリカル・データ）の経

験的な同時分布と、コピュラによって求められた同時分布との相違が最も少ないこ

とが考えられる。以下では、この基準を検討する。

経験的な同時分布から、周辺分布をその経験分布で与えて導いたコピュラを「経

験コピュラ」と呼ぶ（Deheuvels［1979］）。

経験コピュラは、次のように求められる。N個のn変量データ( x1
1,…, xn

1) ,…,

(x1
N,…, xn

N)を観測したとする。第 i変量の値を小さい順に並べ替え、xi
k (k = 1,…, N)

がri
k番目になったとする（ri

kは1∼ Nの整数をとる）。これから、第 i変量の周辺経験

分布は、第i変量がXi ≤ xi
kとなる頻度はri

k /Nとなることを用いることで、得ること
ができる。次に、同時分布は、周辺経験分布関数の値がti /N ( ti = 1,…, N )である
という条件で、コピュラCを用いてC ( t1 /N ,…, tn /N )となる。この同時分布は、
(r1

k ≤ t1,…, rn
k ≤ tn )を満たすデータkの数をデータの総数Nで除した値を用いて、推

定可能である。したがって、コピュラC ( t1 /N ,…, tn /N )に対応する経験コピュラ
∧
C ( t1 /N,…, tn /N)は、次式で表される。

上述のように、コピュラを選択する基準としては、（17）式の経験コピュラとの

相違が最も少ないコピュラを選択することが考えられる。先行研究（Romano［2002］）

では、対象とするコピュラの集合を{ Cl} 1 ≤ l ≤ Lとして、その「相違」を（18）式で

定義し、それを最小化するClを採用することを提案している
13。
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12  いくつかのコピュラについては、（14）式または（15）式を基に、2変量データのケンドールのタウとコピュ
ラのパラメータとの解析的関係を求めることができるため、周辺分布を仮定することなく、コピュラの
パラメータの推定が行える（補論2. 参照）。

13  ここでは、（18）式をコピュラの選択基準として用いたが、（18）式は、あるコピュラのパラメータが未知
である場合に、その推定に用いることもできる。具体的には、（18）式を最小化するパラメータを推定量
とすればよい。
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14  この方法を逆関数法と呼ぶ。詳しくは伏見［1989］を参照。
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以上、コピュラの選択基準の一例として、「経験コピュラとの『相違』を最小に

するコピュラを選択する」という考え方を説明したが、この基準には、1点留意す

べきことがある。それは、比較を行う各コピュラのパラメータ数あるいは自由度が

同程度であるとの前提が暗に置かれている点である。つまり、この基準は、同程度

のパラメータ数を持つコピュラを候補に考えたときに、その中で最も望ましいコピュ

ラを選び出すために使用すべき基準である。これに対し、互いに異なるパラメータ

数を有するコピュラを前提として、Breymann, Dias and Embrechts［2003］は、対数

尤度をパラメータ数で調整した指標であるAIC（Akaike Information Criterion）を、

コピュラの選択基準としている。

（7）コピュラを用いた乱数発生

金融商品の価格やリスクの特性を評価する際、各リスク・ファクター（確率変数）

の分布が個別に求められれば、あるコピュラを特定することにより、それらの組合

せで表現される同時分布から金融商品の価格やリスクの特性を評価することが可能

となる。解析的な評価が難しい場合でも、求めた同時分布（コピュラと各周辺分布）

に従う乱数を発生させ、シミュレーションによって評価を行うことができる。ここ

では、その手順を説明する。

一般に、ある分布関数Fに従う乱数Xを発生させるには、［0, 1］の一様分布に従

う乱数Uを用いて、X=F −1(U )と変換すればよいことが知られている14。一方、コ

ピュラは、周辺分布として［0, 1］の一様分布関数を持ち、特定の依存構造を持つ

同時分布関数である。つまり、コピュラC (u1 ,…, un )に従う一様乱数U1 ,…, Unを

発生させることができれば、任意の周辺分布関数FiでX i =Fi
−1(Ui )と変換すること

で、任意の各周辺分布関数F1,…, Fnに従い、かつ当該コピュラの依存構造を持つ乱

数X1,…, Xnを発生させることができる。C (u1 ,…, un )に従う一様乱数U1,…, Unの具

体的な発生手順は、コピュラの種類に応じて後述する。



（1）正規コピュラ

イ.  定義

正規コピュラは、多変量正規分布と同じ依存構造を持つコピュラである。確率変

数X1,…, Xnが、相関行列を�とするn変量標準正規分布に従うとき、その分布関数

をΦn (x1,…, xn; � )と表すことにする15。n変量標準正規分布の周辺分布は（1変量）

標準正規分布であるから、1変量標準正規分布の分布関数をΦ1( .)とすれば、スクラー
の定理から、

のように、各周辺分布関数を結び付けるコピュラC : [0, 1]n→[0, 1]が一意に存在す
る。ここで、

と置けば、これは、（19）式を満たしていることを確認することができ、n変量正規

分布のコピュラになっていることがわかる。このコピュラは、多変量正規分布の各

変量間の依存関係を示していることから、「正規コピュラ」と呼ばれる。

正規コピュラの密度関数 c (u1 ,…, un )は、（3）式により、

という関係を満たす。よって、ω = (ω1 ,…, ωn ) T= (Φ1
−1 (u1),…, Φ1

−1 (un)) T= Φ1
−1 (u)

と置き、単位行列をIとすれば、以下を得る。
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15  n変量標準正規分布の分布関数は以下で表される。

３．正規コピュラとtコピュラ
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正規コピュラを用いれば、周辺分布を1変量標準正規分布とすることで多変量正

規分布が得られる。また、周辺分布を1変量標準正規分布以外の分布とすることで、

多変量正規分布とは異なる同時分布を得る。

ロ.  正規コピュラに従う乱数の発生方法

正規コピュラに従う乱数は次のアルゴリズムで発生させることができる。

アルゴリズム（正規コピュラに従う乱数発生法）

1. コレスキー分解法等を用いて、相関行列�のn変量標準正規分布に従う乱数

x1,…, xnを発生させる
16。

2. 1変量標準正規分布の分布関数Φ1により、ui = Φ1(xi)とする（i = 1,…, n）。

i番目の周辺分布を任意の分布（分布関数Fi）とするとき、各変量の依存構造が

正規コピュラに従う乱数を発生させるには、アルゴリズムの2．で発生させた各ui

を用いて、Fi
−1(ui)とすればよい。

ハ.  正規コピュラのパラメータ推定方法

正規コピュラに従う乱数を発生させるには、そのパラメータ（相関行列）�を別

途推定する必要がある。ここでは、その推定に最尤法を用いる。

正規コピュラの対数尤度関数は、（22）式により、ヒストリカル・データの数がN

のときには、次式で与えられる。

この対数尤度関数を相関行列の逆行列�−1で微分すると17、

となるから、�の最尤推定量
∧
�は

127

コピュラの金融実務での具体的な活用方法の解説

16  正規分布に従う乱数の発生方法は伏見［1989］を参照。
17  �（相関行列）は対称行列であるから、�−1も対称行列であり、�−1の余因子を∼� ijとすると

∼� ij = ∼� ji となる。
行列式の余因子展開および逆行列の余因子表現を考えれば、以下を得る。

ここで、({ ∼� ij}) は
∼� ijからなる行列である。なお、行列の微分演算はMagnus and Neudecker［1988］に詳し

い。
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となる18。以上より、正規コピュラのパラメータは次の手順で求められる。

アルゴリズム（正規コピュラのパラメータ推定法）

1．変量数n、データ数Nの原データx i
j ( i = 1,…, n, j = 1,…, N)を、周辺分布ご

とに［0, 1］の一様分布ui
j= Fi (x i

j )に変換する。
2．ui

jをωi
j= Φ1

−1(ui
j ) ( i = 1,…, n, j = 1,…, N)により正規分布に従うデータに変

換する。

3． を計算し、これを推定量
∧
�i,k（相関行列�の i

行 k列成分の推定量）とする。

ニ.  正規コピュラの裾の依存

多変量正規分布の分布関数を基に表現される正規コピュラは、実務では、その単

純さや取扱いの容易さから多用されている。しかし、正規コピュラは、同時分布に

正規性を仮定しているため、実務上、特にリスク・ファクターの分布の裾での変量

間の依存関係を捉え切れない場合があるという問題がある。（4）式の上側裾依存係

数を用いて、この点を考察する。正規コピュラの上側裾依存係数は（7）式で計算さ

れる。相関�の2変量正規分布に従う確率変数(X1, X2 )は、X2 = xの条件の下で、X1

が1変量正規分布N (�x,1− �2 )に従うことから、

となる。同様に、下側裾依存係数は、（8）式から、

となる。−1<�< 1の場合には、これらの極限値は0となる。つまり、正規コピュラ
では、上側、下側のいずれでも漸近独立である19。このことは、正規コピュラでは、
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18  相関行列の対角要素は、定義により1であるが、（25）式で推定された相関行列は、推定誤差を伴うため、
対角要素が1になるとは必ずしも限らない。そこで、ここでは、先行研究（Bouyé et al.［2000］）にならい、
（25）式で推定された相関行列を便宜的に分散共分散行列とみなすことで、そこから対角要素が1の相関行
列を導出することにした。
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19  � =1 (−1)では、漸近依存（漸近独立）となる。
20  n変量t分布の分布関数は次式で表される。Γ( .)はガンマ関数である（脚注21参照）。

21  ガンマ関数Γ(x)は、Γ(x) ≡ ∫
∞
0 e−t t x−1dtで定義される。
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リスク・ファクターの分布の裾での依存事象とみなすことが可能な事象、例えば、

複数のデフォルトの同時的な発生、関連会社の株価の同時的な大幅変動といった事

象を十分に表現し得ないことを示唆している。したがって、リスク・ファクター間

で分布の裾での依存関係が強い場合には、正規コピュラを用いたリスク計量は必ず

しも適当ではないことになる。

（2）tコピュラ

イ. 定義

分布の裾での変量間の依存関係が強い場合に、その依存関係を正規分布よりもう

まく表現しうるコピュラとして、「tコピュラ」を考える。tコピュラは、正規分布

よりも厚い裾を持つ分布であるt分布を基にしたコピュラである。具体的には、自

由度�、相関行列�のn変量t分布の分布関数をt n
�,�( .)、自由度�の1変量t分布の分布関

数をt�( .)として、（28）式のように定義される20。ここで、自由度�は3以上である。

tコピュラの密度関数は、（3）式により、ωT= (ω1 ,…, ωn ) = (t�
−1(u1),…, t�

−1(un))と
して、次式のように表せる。ここで、Γ( .)はガンマ関数である21。

ロ. tコピュラの裾の依存

分布の裾でのtコピュラの依存関係を考察するため、tコピュラの裾依存係数を計

算する。自由度�、相関�を持つ2変量t分布に従う確率変数 (X1, X2 )を考える。X2 = x
のとき、X1は、自由度� + 1のt分布になり、その平均、分散はそれぞれE [ X1 X2 = x ] =
�x , Var [ X1 X2 = x ] = (1−�2)(� +x2 )/(�+1)である。これらの関係を用いれば、上側
裾依存係数は、自由度� +1のt分布の分布関数をt � +1( .)として、（7）式より次式で計
算される。
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同様に、下側裾依存係数は、（8）式より、

となる。上側・下側裾依存係数は、− 1< �< 1のとき、0にならない。つまり、tコ

ピュラでは、2つの変量が上側でも下側でも漸近依存する22。したがって、リスク・

ファクターの分布の裾での依存関係が強いときには、依存関係の表現には、上側、

下側とも漸近独立となる正規コピュラよりも、tコピュラを用いる方が適当である。

ハ.  tコピュラに従う乱数の発生方法

tコピュラの各変量間の依存関係は、多変量t分布の依存関係と等しい。また、多

変量t分布は、周辺分布が1変量t分布であり、かつその依存関係が多変量tコピュラ

で表現される分布であるとみなせる。したがって、多変量t分布に従う各周辺分布

を、それぞれ［0, 1］の一様分布に変換したものがtコピュラに従う変量となる。

多変量t分布に従う乱数は、多変量正規分布に従う乱数と、自由度�のχ 2分布に従

う乱数を用いることで発生させることができる23。自由度�、相関行列�を持つtコ

ピュラに従う乱数は、次のアルゴリズムによって得られる。

アルゴリズム（tコピュラに従う乱数発生法）

1. 相関行列�を持つ多変量正規分布に従う乱数Y1,…, Ynを発生させる。

2. Yiとは独立に、自由度�のχ 2分布に従う乱数Zを発生させる。

3. Xi = √ � Yi /√ Zを求める（Xiは自由度�、相関行列�を持つt分布に従う）。

4. ui = t� (Xi)を計算する。

130 金融研究/2005.12

22  正規コピュラと同様に、� =1 (−1)では漸近依存（漸近独立）である。
23  独立に1変量標準正規分布に従う�個の乱数X1,…, X�を用いれば、Z = ��

k=1Xk
2が自由度�のχ 2分布に従う乱

数となる。
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ニ.  tコピュラのパラメータ推定方法

tコピュラに従う乱数を発生させる際には、そのパラメータである�と�を指定す

る必要がある。以下では、正規コピュラのケースと同様に、ヒストリカル・データ

から、最尤法によりパラメータ推定を行う方法を検討する。

tコピュラは、自由度�と相関行列�をパラメータとして持つ。それらを同時に推

定することは容易でないので、ここでは、自由度�に複数の値を外生的に与えたう

えで、それぞれの行列�の推定量
∧
� �を求める。こうして得られた�と

∧
��の組合せの

うち、対数尤度が最大になる組合せを最尤推定量とする。

自由度�が所与のときの対数尤度関数は、データ数をNとすると、（29）式により

次式で表せる。

ここで (ω j )i = t�
−1((u j )i )である。これを逆行列�−1で微分すると、

となることから、

となる
∧
��が自由度�が所与のときの最尤推定量となる。ただし、この

∧
��は、（34）式

の右辺に
∧
��を含み、解析的に求められないので、数値的な反復計算で求める。

以上から、tコピュラのパラメータは次の手順で求められる。

tコピュラのパラメータ推定の概略

1. �に外生的に値を与えて、（34）式を満たす
∧
��を求め、（32）式により、対数尤

度 l (
∧
�� , � )を求める。

2. 1. をさまざまな �で行い、対数尤度 l (
∧
�� , � )を最大化する�、

∧
��をtコピュラ

のパラメータの推定量とする。

上記概略の1．で（34）式を満たす
∧
��は解析的には求められないことから、それを

数値計算により求めるとすると、具体的なアルゴリズムは次のようになる。
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アルゴリズム（tコピュラのパラメータ推定法）

1. 原データ（x : n × 1行列）を、仮定した周辺分布関数を用いて［0, 1］の一様

分布uに変換する（u = F (x)）。
2. 正規分布に従うデータに変換する（f = Φ1

−1(u)）。
3. 変換後のデータfを用いて相関行列を計算し

∧
� (0)とする。

4. ω =  t�
−1(u )によりデータを自由度�のt分布に従う確率変数に変換する。

5. 以下の漸化式により
∧
�（m +1)を計算し、3．と同様に相関行列に変換する。

6. 5. を収束するまで反復し、収束値を
∧
��とする。

7. 4. から6. までを、� =3,4...で計算し、対数尤度を最大化する�と対応する
∧
��を

�、�の推定量とする。

ホ.  tコピュラのパラメータ推定の数値例

ここでは、上述したtコピュラのパラメータ推定方法の数値例を示す。上記アル

ゴリズムの1．で、データを一様分布に変換するための分布を「経験分布」とし、

パラメータ推定を行う。具体的なプログラムの一例として、統計言語Rによるコー

ドを補論1. に載せる24。

4変量tコピュラでパラメータ推定を試みる。自由度を� =6、相関行列を（35）式と
する4変量tコピュラに従う乱数を2,000個発生させる。

以下では、この乱数データがパラメータが未知の4変量tコピュラに従うとの前提

で、このデータからパラメータを推定する。自由度� =3,4...で、
∧
��と対数尤度を求

める。自由度�に対して対数尤度をプロットすると、図2のようになり、自由度�は

6と推定される。
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24  統計言語Rは、GNUプロジェクトの一環で開発されたフリーウェア・ソフトであり、行列処理が行える統
計言語Sと似た機能を持つ。
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また、自由度� =6で推定された相関行列
∧
��は、（36）式のようになった

25。
∧
��は、

（35）式で仮定した相関行列とほぼ等しいことが確認される。これは、ここで示し

たアルゴリズムが有効であることを示唆している。

（1）アルキメディアン・コピュラ

コピュラの1つのクラスとして、φ(1) = 0,∀ u∈( 0, 1), φ′( u) < 0, φ′′( u) ≥ 0を満たす
生成関数と呼ばれる関数φ( .)を用いて、（37）式で表現されるアルキメディアン・コ
ピュラがある。
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25  脚注18と同様に、推定相関行列の対角要素が1となるような操作を施している（tコピュラのパラメータ推
定法の5．を参照）。
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図2 自由度（横軸）と対数尤度（縦軸）
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４．アルキメディアン・コピュラ

C (u1, u2,…, un ) = φ−1(φ(u1) + … + φ(un)) . （37）



このクラスに属するコピュラは、それに従う乱数を発生させる方法が知られている

等、実務的にも扱いやすいといわれている。本稿では、アルキメディアン・コピュ

ラの中でもよく使われるコピュラとして、1パラメータで表現可能な「クレイトン

（Clayton）・コピュラ」、「ガンベル（Gumbel）・コピュラ」、「フランク（Frank）・コ

ピュラ」の3つを取り上げる。

（2）アルキメディアン・コピュラに従う乱数の発生方法

イ.  逆関数法

コピュラC (u1,…, un )に従う乱数の発生方法として、1変量分布に従う乱数の発
生法である「逆関数法」を多変量の場合に拡張することが考えられる。

最初に、2変量（n =2）の場合で検討する。コピュラC (u1, u2 )に従う乱数(u1, u2 )
を発生させる。まず、コピュラC (u1, u2 )に関係なく、［0, 1］の一様分布に従う乱

数u1を発生させる。次に、コピュラC (u1, u2 )を用いて、u2を構成する。ここで、

コピュラC (u1, u2 )は確率変数(U1, U2 )の分布関数であり、密度関数はc (u1, u2 )で
表されることに注意する。u1が所与のときのu2の条件付分布関数C2(u2 u1)は、次
式で表される。

C2(u2 u1)は1変量の分布関数であるから、その逆関数をC2
−1( . u1)とすると、逆関

数法を用いて、［0, 1］の一様乱数�でu2= C2
−1(� u1)とすれば、u2を得ることができ

る。

3変量以上の場合でも、同様の考え方で、各変量u3,…, unを得ることができる。

Ci (u1,…,ui ) ≡ C (u1,…, ui, 1,…, 1 )、ci (u1,…, ui ) ≡ ∂iCi (u1,…, ui ) /∂u1∂u2
…∂uiとす

れば、

となる。よって、（39）式の逆関数C −1
i+1( . u1,…, ui)が逐次的に得られれば、［0, 1］

の一様乱数�でui +1= C −1
i+1(� u1,…, ui)として、乱数(u1, u2,…, un )を求めることがで

きる。

アルキメディアン・コピュラで、（39）式のCi +1(ui+1 u1,…, ui)を計算する。φ−1の

i階微分をφ−1(i)として、

を得るので、さらに
i ≡ φ(u1) + … + φ(ui)とすると、次式を導出する。
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（41）式の逆関数C −1
i+1( . u1,…, ui)が求められれば、上記の手続きで、アルキメディ

アン・コピュラに従う乱数を発生させることができる。しかし、一般には、（41）

式の逆関数C −1
i+1( . u1,…, ui)は複雑な形になるため、逆関数法に基づいて乱数を発

生させようとすると、重い計算負荷が生ずるという難点がある。

ロ.  マーシャル＝オルキン法

（41）式による逆関数法に比べて、より簡単に乱数を発生させる方法として、マー

シャル＝オルキン法がある（Marshall and Olkin［1988］）。Marshall and Olkin［1988］

は、同時分布関数が1つの潜在変数θを使って（42）式で表せるとき、コピュラに従
う乱数を効率的に発生させるアルゴリズムを提案している。

ここで、ζ ( .)は潜在変数θのラプラス変換である（ζ (s) = Eθ[ e−sθ]）。
アルキメディアン・コピュラの場合では、（37）式よりζ ( .)が生成関数の逆関数

φ−1( .)に対応していることがわかる。ここで、ζ (s) = E θ[ e−sθ]に注目すると、次式
を得る。

（42）式から、

という対応関係があることがわかる。また、Hi(xi )θを確率変数とすると、これは

［0, 1］の一様分布に従い、（42）式の最初の等号関係から、H1(x1 ) θ ,…, Hn(xn)θを独

立にサンプリングすればよいことがわかる。つまり、シミュレーションでアルキメ

ディアン・コピュラに従うn変量の乱数ベクトル(U1,…, Un )（Ui = Fi(Xi)）を1つ発
生させるには、次の手続きを用いればよいことになる。
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Hi(xi )θ = exp(− ζ −1(Fi (xi ) ) θ) ,   （44）



アルゴリズム（マーシャル＝オルキン法）

1. ラプラス変換Eθ[ e−sθ]がφ−1(s)（= ζ (s)）となるような確率分布に従う潜在変
数θのサンプルθ0を1つ発生させる。

2. θ0とは独立に［0, 1］の一様分布に従う確率変数 I1,…, Inを発生させる。

3. i = 1,…, nでUi ← ζ (− θ0
−1ln (Ii ))としてU1,…, Unを生成する。

アルキメディアン・コピュラに属するコピュラでは、ラプラス変換がζ (s) = φ−1(s)
となる潜在変数θ 0を発生させることができれば、上記のアルゴリズムを用いて、

比較的簡単に、乱数を発生させることができる。

（3）クレイトン・コピュラ

イ. クレイトン・コピュラの性質

クレイトン・コピュラは、�(> 0)をパラメータとして次式で表される。

2変量（n =2）のクレイトン・コピュラの裾依存係数は、上側では、ロピタルの定
理を用いて、

となり、漸近独立である。一方、下側では、

となり、� > 0より、漸近依存する。つまり、クレイトン・コピュラは、分布の両
裾で異なる依存関係を持っている。

ロ.  クレイトン・コピュラに従う乱数の発生方法

クレイトン・コピュラの生成関数はφ(ui) = ui
−� − 1であるので、その逆関数は

φ−1(s) = ζ(s) = (s +1)−1/�で与えられる。一方、標準ガンマ分布G (1/�)に従う確率変
数θのラプラス変換はζ (s) = E [ e−sθ] = (s +1)−1/�である26。よって、標準ガンマ分布
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26  標準ガンマ分布G (1/�)の確率密度関数は、f (x) = x1/�−1e−x / Γ( 1/�)で与えられる。ここで、Γ( 1/�)は1/�
でのガンマ関数（脚注21）の値である。
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G (1/�)に従う乱数θ0を発生させれば
27、（2）で示したマーシャル＝オルキン法を適

用することができる。具体的には、以下のアルゴリズムでクレイトン・コピュラに

従う乱数を発生させることができる。

アルゴリズム（クレイトン・コピュラに従う乱数発生法）

1. 標準ガンマ分布G(1/�)に従う乱数θ0を1つ発生させる。

2. θ0とは独立な［0,1］の一様乱数I1 ,…, Inを発生させる。

3. i = 1,…, nでUi ← { 1− (1/θ0) ln Ii } −1/θ0としてU1 ,…, Unを生成する。

ハ.  パラメータ推定方法

クレイトン・コピュラに従う乱数を発生させる際には、そのパラメータ�を決め

る必要がある。以下では、正規コピュラの場合と同様に、ヒストリカル・データか

ら、最尤法により、このパラメータを推定する方法を説明する。

n変量クレイトン・コピュラの密度関数は、一般に、

と表現可能である。データ数をNとするとき、各周辺分布の経験分布関数により一

様分布に変換されたデータを(u 1
j 

1,…, u n
j) ( j = 1,…, N )と書くと、対数尤度関数

l (�)は次式で表せる。

推定は、（49）式の�に関する偏微分係数が0となる�を求めればよい。しかし、（49）

式右辺最終項の�に関する偏微分係数は�の複雑な関数になるため、ここから�を解

析的に求めるのは困難である。そこで、（49）式を最大化する�を数値計算で求める28。

（4）ガンベル・コピュラ

イ. ガンベル・コピュラの性質

ガンベル・コピュラは、� (>1)をパラメータとして次式で表される。
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27  標準ガンマ分布に従う乱数の発生方法は伏見［1989］を参照。
28 推定に統計言語Rを用いる場合には、最適化（最大化）関数の1つであるoptimizeに対数尤度（49）式を適用
することで�が得られる（なお、推定するパラメータが複数のときには、Rではoptimという関数を用いる）。
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2変量（n =2）のガンベル・コピュラの裾依存係数は、上側では、

となる。� >1より�U > 0となるので、上側では漸近依存することがわかる。一方、
下側では、21/� >1より、

となる（漸近独立）。つまり、ガンベル・コピュラは、分布の両裾で異なる依存関

係を持っている。

ロ.  ガンベル・コピュラに従う乱数の発生方法

ガンベル・コピュラの生成関数はφ(ui) = (− ln ui )�となるため、その逆関数は

φ−1(s) = exp (− s1/�)で与えられる。マーシャル＝オルキン法を適用するには、潜在
変数θのラプラス変換ζ (s)が以下の関係を満たせばよい。

ラプラス変換が（53）式で表されるような確率変数θが従う分布は、「安定指数1 /�

(0 < 1 /� ≤ 1 )、歪みパラメータ1の正値安定分布」となることが知られている29。こ
の分布に従う乱数θ0は、[0, 	]の一様乱数Vと標準指数分布に従う乱数Wを独立に

生成し30、

とすればよい（Kanter［1975］）。したがって、（54）式に従って乱数θ0を発生させて、

マーシャル＝オルキン法を適用すれば、ガンベル・コピュラに従う乱数を発生させ

ることができる。具体的なアルゴリズムは次のようになる。
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29  一般に、安定指数α、歪みパラメータβ、位置パラメータµ、尺度パラメータσを持つ安定分布は、その確
率変数Xの特性関数が次のように表せる。ここで、iは虚数単位であり、0<� ≤ 2、−1<β ≤ 1、σ ≥ 0である。
詳細はSamorodnitsky and Taqqu［1994］を参照。

30  標準指数分布の分布関数はF (x) = 1−e−xで与えられるため、それに従う乱数wは、［0, 1］の一様乱数をuと
して、w = F −1(u) = −ln (1−u)で生成することができる。
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 exp[−�� t � {1− i � sign(t) tan(	�/2)}+ i �t ]   for �≠ 1,
E[eitX] = 

 exp[−� t {1+ (2/	)i � sign(t) ln t}+ i �t ]          for �= 1.



アルゴリズム（ガンベル・コピュラに従う乱数発生法）

1. [0, 	]の一様乱数Vと標準指数分布に従う乱数Wを独立に発生させ、潜在変数

θ0を（54）式で生成する。

2. θ0とは独立な［0, 1］の一様乱数 I1 ,…, Inを発生させる。

3. i = 1,…, nでUi ← exp [− {− θ0
−1 ln ( Ii )} 1/� ]としてU1 ,…, Unを生成する。

ハ.  ガンベル・コピュラのパラメータ推定方法

以下では、ヒストリカル・データを用いた最尤法によって、ガンベル・コピュラ

のパラメータ（�）を推定する方法を検討する。

まず、2変量の場合で考える。ガンベル・コピュラは、

と書けるので、密度関数　　　　　　　は以下のようになる。

これより、対数尤度は、データ数がNの場合、∧
u1≡ − ln u1, 

∧
u2 ≡ − ln u2とすると、

となる。（57）式を最大化する�は、数値計算で求められる。

次に、3変量以上のガンベル・コピュラでも、同様の手続きで、密度関数と対数

尤度を求められる。ただし、n変量の密度関数を一般的な形では表現することがで

きないため、逐次微分して密度関数を具体的に求める必要がある。
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C(u1, u2 ) = exp (− ((− ln u1)� + (− ln u2)�)1/�  ) , （55）
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これより、対数尤度は、データ数がNの場合、∧
u1≡ − ln u1, 

∧
u2 ≡ − ln u2とすると、



以下では、3～5変量のガンベル・コピュラの対数尤度関数を示す。表記を簡単に

するため、i = 1,…, 5で、∧
ui ≡ − ln ui、


i
j  ≡ (( ∧u1

j )� +( ∧u2
j)� +… + ( ∧ui

j )�) 1/�と書く。

・ 3変量ガンベル・コピュラ

・ 4変量ガンベル・コピュラ

・ 5変量ガンベル・コピュラ

5変量までのガンベル・コピュラのパラメータは、以下のアルゴリズムによって、

推定することができる（具体的なプログラム例は補論1．を参照）。

アルゴリズム（ガンベル・コピュラのパラメータ推定法）

1. まず、データ数N、変量数nの原データxi
j（i = 1,…, n,  j = 1,…, N）を、周辺

分布ごとに［0, 1］の一様分布ui
jに変換する(ui

j =Fi (xi
j )）。

2. ∧
u

i
j  = − lnu

i
j ( i = 1,…, n, j = 1,…, N )を計算する。

3. 対数尤度関数を定義する（変量数nに応じて、（57）～（60）式の1つを選択）。

4. 最大化アルゴリズムにより、対数尤度関数を最大化するパラメータを求める。

ここで、上記のアルゴリズムによる具体的なパラメータの推定事例を挙げる。ま

ず、� = 4のガンベル・コピュラを用いて、5変量乱数を1,000個発生させる。次に、
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ガンベル・コピュラのパラメータの値を未知として、この乱数データからパラメー

タを最尤推定する。推定の結果は図3のとおりである。パラメータの推定値は、

� = 3.984と、真値（� = 4）にほぼ等しい結果となった。

（5）フランク・コピュラ

イ. フランク・コピュラの性質

フランク・コピュラは、� (> 0)をパラメータとして次式で表される。

このコピュラでは、

となることを用いれば、上側裾依存係数、下側裾依存係数は、それぞれ
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図3 パラメータ（横軸）と対数尤度（縦軸）
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となる。つまり、フランク・コピュラでは、分布の両裾で漸近独立である。

ロ.  フランク・コピュラに従う乱数の発生方法

フランク・コピュラは、生成関数がφ (ui ) = ln (e −�ui − 1) − ln (e −�− 1)、その逆関
数がφ−1 (s) = − [ln (1+ es(e−�− 1))] /�で与えられる。マーシャル＝オルキン法を適用
するには、ラプラス変換 ζ (s)が− [ln (1+ es(e−�−1))] /�となる潜在変数θの確率分布
を与える必要がある。しかし、そのような確率分布は解析的な形では知られていな

いので、ここでは逆関数法を用いる。具体的には、以下のアルゴリズムで、フラン

ク・コピュラに従う乱数を発生させることができる。

アルゴリズム（フランク・コピュラに従う乱数発生法）

1. 独立な［0, 1］の一様乱数 I1,…, Inを発生させ、U1 =I1とする。

2. とする。

3. U3は以下の式を解いたものとする。

4. U4, U5,…, Unは、（41）式に基づき、3．と同様の計算を繰り返して算出する。

このアルゴリズムの3．から容易に類推されるように、n変量の乱数を発生させる

ためには、n −1次方程式を解く必要がある。このため、大きな変量数のフランク・

コピュラに従う乱数を発生させようとすると、重い計算負荷がかかりうることにな

る。

ハ.  フランク・コピュラのパラメータ推定方法

多変量のフランク・コピュラのパラメータを推定するためには、対数尤度を計算

して、そこから最尤推定量を求めればよい。wi = e−�ui − 1と置き、5変量までのフラ
ンク・コピュラの密度関数を求めると以下のようになる31。

・ 2変量フランク・コピュラ
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31  4変量までの密度関数の式は、Cherubini, Luciano and Vecchiato［2004］にも示されている。
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32  この他の応用例としては、資産担保証券等のバスケット型の信用リスク商品がある。具体的には、Li

［2000］、Schönbucher and Schubert［2001］、Schmidt and Ward［2002］、Overbeck and Schmidt［2005］、小宮
［2003］等を参照。
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５．コピュラの具体的な応用例（実証分析）

・ 3変量フランク・コピュラ

・ 4変量フランク・コピュラ

・ 5変量フランク・コピュラ

本節では、コピュラを用いたリスク計量の具体的応用例として、①貸出ポートフォ

リオの信用リスクと②株式ポートフォリオの株価変動リスクを算出する32。

（1）貸出ポートフォリオの信用リスク

N社の企業への貸出債権から構成されるポートフォリオを考える。時点0（現在）

と1の2時点（1期間）モデルを考える。時点1での企業 iの企業価値をXiで表し、各

企業は Xiが一定の閾値k iを下回ったときにデフォルトすると考える。つまり、N社

が同時にデフォルトする確率は Pr (X1 ≤ k1,…, XN ≤ kN )で与えられる。ここで、N社

が全て同一の格付を有しており、デフォルト確率Pr (Xi ≤ ki )は一律0.5%であるとす
る。また、企業価値の相関係数 � (Xi, Xj )も一律�であるとする。Frey, McNeil and

Nyfeler［2001］では、こうした設定の下で、正規コピュラとさまざまな自由度のt

コピュラを想定し、デフォルト先数の分布を算出している。ここでは、Frey,

McNeil and Nyfeler［2001］を参考に、正規、t（自由度10）、クレイトン、ガンベル



の4種類のコピュラを想定し33、N=10,000として、コピュラごとに、デフォルト先

数の分布を算出する。具体的には、まず、1回の試行で1万変量の一様乱数（［0, 1］）

を発生させ、その値がデフォルト確率を下回る変量の個数をデフォルト先数である

とする。次に、これを10万回繰り返すことで、デフォルト先数の分布を得る。

各コピュラのパラメータは、ケンドールのタウ�が一致するように定める。ここで

は、相関係数�が与えられているので、まず、正規、tコピュラで、� = (2 /	 ) arcsin �

の関係があることを用いて、ケンドールのタウ �を求める。なお、正規、tコピュラ

のパラメータは、それぞれ�、�と自由度（10）である。次に、ケンドールのタウ�を

所与として、クレイトン、ガンベル・コピュラのパラメータ（それぞれ�、�）を、

� = 2� / (1−� ), � = 1 / (1−� )という関係34から算出する。
以上の設定により、4種類のコピュラを用いて得られるデフォルト先数の分布を

算出する35。そこから、分位点とその分位点以下のデフォルト先数を表にしたもの

が表1（相関係数0.2）、表2（同0.038）である36、37。

表1、2より、①高い信頼水準（95%～）でのデフォルト先数は、相関係数が大き

いほど多いこと、②特に高い信頼水準（99.9%）でのデフォルト先数は、分布の裾

での依存度合いが大きいコピュラ（t、ガンベル、クレイトン）で非常に多いこと

がわかる。
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33  フランク・コピュラは、1万変量の乱数発生が容易ではないため、ここでは対象としない。
34  補論2. を参照。
35  各企業のデフォルト確率が0.5%、貸出先数が1万であるため、デフォルト先数の期待値は50となる。
36  相関係数0.038は、Frey, McNeil and Nyfeler［2001］でも用いられている値である。
37  ガンベル・コピュラについては、上側で漸近依存することから、変量の値が0.995以上である場合にデフォ
ルトするとみなす。

  0.10% 1% 5% 10% 50% 90% 95% 99% 99.9%�

 正規 0 0 1 2 20 126 198 435 913�

 t 0 0 0 0 3 112 244 812 2,070�

 ガンベル 5 8 11 13 21 55 97 467 5,578�

 クレイトン 0 0 0 0 0 63 208 1,179 3,822

表1　デフォルト先数の分布（相関係数0.2）�

  0.10% 1% 5% 10% 50% 90% 95% 99% 99.9%�

 正規 4 8 14 19 43 90 109 155 227�

 t 0 0 0 0 9 133 240 586 1,305�

 ガンベル 22 27 31 33 42 56 66 156 1,176�

 クレイトン 0 0 2 3 26 122 179 343 643

表2　デフォルト先数の分布（相関係数0.038）�
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（69）�0,exp
2

1
)( >




 −−= q
q

px

q
xf .

 電機5銘柄 日立製作所 東芝 三菱電機 日本電気 三洋電機�

 p  0.000438 −0.000509 0.000522 0.000359 0.000820�

 q  0.018179 0.019241 0.020787 0.021139 0.020076�

�

 商社5銘柄 伊藤忠商事 丸紅 三井物産 住友商事 三菱商事�

  p 0.000586 0.001671 0.000470 0.000473 0.000565�

  q 0.019388 0.021396 0.015097 0.017520 0.014676

表3 両側指数分布のパラメータ

38  ここでは、株式ポートフォリオのリスクの算出を目的としているので、ガンベル・コピュラを用いる際
には、各変量が下側で漸近依存するようデータを反転させる。

（2）株式ポートフォリオの株価変動リスク

次に、株式ポートフォリオを対象に、株価変動リスクをVaR（リスク評価期間：

1日）で算出する。ここでは、同業種間では株価の相関が強いと考えられることか

ら、①電機メーカー5銘柄（日立製作所、東芝、三菱電機、日本電気、三洋電機）

のポートフォリオと、②総合商社5銘柄（伊藤忠商事、丸紅、三井物産、住友商事、

三菱商事）のポートフォリオを対象とする。

まず、周辺分布とコピュラのパラメータを推定する。電機5銘柄では、1999年初～

2001年末の、商社5銘柄では、2002年初～04年末の、それぞれ日次収益率データを

用いる。

周辺分布には、確率密度関数が次式で表される両側指数分布を用いる。この分布

は、分布の裾が厚いという特徴を有している。

この分布の平均と分散はそれぞれp, 2q2であるので、この関係を日次収益率データ

に適用してパラメータp, qを推定する。

電機5銘柄、商社5銘柄の日次収益率データからp, qを求めたところ、表3の結果

を得た。

推定された p, qを用いた両側指数分布と対応する経験分布の例（日本電気株の日

次収益率データ）を図示したのが図4である。両側指数分布が経験分布の裾の特徴

を比較的よく捉えていることがわかる。したがって、ここで、周辺分布に両側指数

分布を採用することは、近似として適当であるといえる。

電機5銘柄、商社5銘柄の2つの株式ポートフォリオに対して、正規、t、ガンベル38

およびクレイトンの4つのコピュラを用いて、それらのパラメータを推定すると表4、

5のとおりとなった。



146 金融研究/2005.12

−0.15 −0.10 −0.05 0.00 0.05 0.10 0.15

0

5

10

15

20

図4 経験分布と両側指数分布の例（日本電気株）

電機5銘柄、商社5銘柄の各株式ポートフォリオは、リスク評価期間の初期時点で、

ポートフォリオ内の各銘柄の価値が等しいとする。表3のパラメータを持つ両側指

数分布を周辺分布として、表4、5のパラメータを各種コピュラに適用して、50万回

の試行で日次収益率分布を作成し、VaRと期待ショートフォール（ES）を算出した。

それらの値をリスク評価期間（1日）の初期時点のポートフォリオの価値に対する

比率で表示したものが、表6、7である。

表6、7からは、正規コピュラとその他のコピュラの相違に関して、以下の諸点を

指摘することができる。まず、各コピュラの中では、正規コピュラが最小のリスク

量を導出している。正規コピュラは、その他のコピュラに比べ、99.99%の信頼水

準では2～4%ポイント程度低い値を算出している。また、正規コピュラによるリス

ク量とその他コピュラによるそれとの相違は、信頼水準が大きいほど大きい。特に、

ESで、その傾向が顕著である。
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 正規�

   1 0.539405 0.536943 0.569717 0.383190�

  0.539405 1 0.597219 0.621137 0.414482�

  0.536943 0.597219 1 0.553996 0.443241�

  0.569717 0.621137 0.553996 1 0.393412�

  0.383190 0.414482 0.443241 0.393412 1�

�

 t

 自由度 6�

   1 0.584118 0.571661 0.607913 0.426034�

  0.584118 1 0.638485 0.667614 0.450915�

  0.571661 0.638485 1 0.597704 0.477843�

  0.607913 0.667614 0.597704 1 0.448515�

  0.426034 0.450915 0.477843 0.448515 1�

�

 ガンベル   クレイトン�

  1.380645   0.723174�

�

表4　コピュラのパラメータ（電機5銘柄、1999～2001年日次収益率）�

 正規�

   1 0.601223 0.619590 0.633444 0.600060�

  0.601223 1 0.490336 0.515077 0.489257�

  0.619590 0.490336 1 0.688552 0.692295�

  0.633444 0.515077 0.688552 1 0.639953�

  0.600060 0.489257 0.692295 0.639953 1�

�

 t

 自由度 7�

   1 0.633637 0.640580 0.655596 0.627849�

  0.633637 1 0.510512 0.537244 0.517830�

  0.640580 0.510512 1 0.711757 0.715000�

  0.655596 0.537244 0.711757 1 0.666125�

  0.627849 0.517830 0.715000 0.666125 1�

�

 ガンベル   クレイトン�

   1.512989    0.839844

表5　コピュラのパラメータ（商社5銘柄、2002～04年日次収益率）�

�

�

�

�

�

�

�

�
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コピュラ

  VaR（99%）  VaR（99.5%）  VaR（99.9%）  VaR（99.99%）�

   ES（99%）  ES（99.5%）  ES（99.9%）  ES（99.99%）�

 
正規
 5.43% 6.27% 8.17% 10.7%�

  6.61% 7.43% 9.29% 11.7%�

 
t
 5.82% 6.86% 9.33% 13.1%�

  7.34% 8.40% 10.9% 14.3%�

 
ガンベル

 6.23% 7.46% 10.4% 14.4%�

  8.03% 9.27% 12.2% 16.3%�

 
クレイトン

 6.27% 7.48% 10.3% 14.4%�

  8.01% 9.23% 12.1% 15.9%

表6　電機5銘柄のポートフォリオのVaRと期待ショートフォール�

 
コピュラ

  VaR（99%）  VaR（99.5%）  VaR（99.9%）  VaR（99.99%）�

   ES（99%）  ES（99.5%）  ES（99.9%）  ES（99.99%）�

 
正規
 5.10% 5.91% 7.75% 10.1%�

  6.25% 7.04% 8.81% 11.2%�

 
t
 5.39% 6.47% 8.58% 12.1%�

  6.78% 7.74% 10.0% 13.6%�

 
ガンベル

 5.75% 6.86% 9.64% 13.1%�

  7.36% 8.48% 11.1% 14.8%�

 
クレイトン

 5.75% 6.87% 9.41% 13.0%�

  7.34% 8.44% 11.0% 14.6%

表7　商社5銘柄のポートフォリオのVaRと期待ショートフォール�

６．コピュラを巡るいくつかの留意点

本節では、コピュラを用いた分析を行ううえでの留意点として、①タイ・データ

が存在するときの周辺分布の扱い、②変量間の負の依存関係の表現、③tコピュラ

による正規コピュラの近似精度を説明する。

（1）タイ・データが存在するときの周辺分布の扱い

コピュラのパラメータを推定する際には、周辺分布に何らかの分布を仮定する。

周辺分布として経験分布を仮定する場合には、データにタイ・データ（同一の値）

が存在する可能性に留意する必要がある。

例として、トヨタ株とホンダ株の2001年1月～04年12月の日次終値対数収益率を

経験分布に変換し、トヨタ株の収益率経験分布値を横軸に、ホンダ株のそれを縦軸

としてプロットしたものが図5である。
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39 データを経験分布に変換する際には、データに大きさ順に番号を振り、その番号に従って［0,1］の区間
に等間隔にデータを並べていく。このとき、タイ・データがあると、そのデータには同じ番号が振られ
ることになるため、2変量の場合では、図5のように縦横に直線状のデータの並びがみられる。また、こ
の場合、直線状のデータの並びに隣接して、データがない空白の部分が生じる。これは、次の背景によ
る。例えば、100個のデータがあるとして、値の大きさ順に上から50番目となるデータが10個あるとする。
仮に、この10個のデータに全て50番の番号を付すとすると、51～59の番号を持つデータはなく、10個の
データの次に値が小さいデータには60番の番号が付く。よって、空白部分が生じる。

40  分布の平滑化については、シモノフ［1999］に詳しい。

0

1

0 1

図5 経験分布変換後の散布図（横軸：トヨタ、縦軸：ホンダ）

図5では、株価の終値が複数日にわたり同一である場合があり、それに伴い収益

率0という複数のデータが存在する。このため、図5では、トヨタ株でもホンダ株で

も、図の縦横中央付近に、データが直線状に並んでいる箇所がある39。したがって、

これらの周辺分布は、[0, 1] の一様分布には必ずしも従っていないことになる。
[0, 1] の一様分布に従わないということになると、それを前提としたコピュラの

パラメータ推定が適切に行われなくなる可能性があることになる。このため、デー

タの分布を予めチェックして、タイ・データが多いと判断するならば、周辺分布に

経験分布をそのまま用いることなく、例えば、経験分布の平滑化40を行う等の、各

変量の周辺分布関数の値が[0, 1] の一様分布に従うようにするための操作を加える
ことが考えられる。



（2）変量間の負の依存関係の表現

正規、tコピュラは、変量間の負の依存関係を表現可能であるが、上述の3つのア

ルキメディアン・コピュラのうち、ガンベル・コピュラでは、それを表現すること

ができない41。このことを、2変量のガンベル・コピュラを例にみてみよう。負の

依存関係を持つデータとして、線形相関が−0.6の2変量正規分布に従う乱数を1,000
個生成した。これに、ガンベル・コピュラを適用し、周辺分布に経験分布を仮定し

て、（57）式の対数尤度を求めた（図6）。

図6から、ガンベル・コピュラの対数尤度は極大点を持たず、パラメータは最尤

推定によっては得ることができないことがわかる。

また、3変量以上のデータをガンベル、フランク、クレイトン等の1パラメータの

コピュラで捉えようとする場合には、すべての変量の組合せで負の依存構造を実現

することは不可能である。

こうしたことから、多変量データの負の依存構造を取り扱う必要があるときは、

正規、tコピュラ等の相関行列を用いるコピュラを使う方が望ましいと考えられる。
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41  2変量のフランク・コピュラでは、パラメータを� < 0とすると、負の依存構造を表現可能である。2変量
のクレイトン・コピュラでは、パラメータを− 1<�< 0として、非常に強い負の依存構造等の特殊なケー
スを表現することができる。

−6,000

−5,000

−4,000

−3,000

−2,000

−1,000

0

1 2 3 4 5

図6 負の相関のあるデータでのパラメータ（横軸）と対数尤度（縦軸）
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 相関 0.1 0.10% 1% 5% 10% 50% 90% 95% 99% 99.90%�

 正規 0 2 5 8 33 111 154 268 472�

 t 0 0 1 3 23 126 190 387 765�

 正規/t – – – – – – 0.81 0.69 0.61�

�

 相関 0.3 0.10% 1% 5% 10% 50% 90% 95% 99% 99.90%�

 正規 0 0 0 0 10 126 231 618 1,507�

 t 0 0 0 0 7 124 239 718 1,827�

 正規/t – – – – – – 0.96 0.86 0.82�

�

 相関 0.6 0.10% 1% 5% 10% 50% 90% 95% 99% 99.90%�

 正規 0 0 0 0 0 62 203 1,163 4,060�

 t 0 0 0 0 0 54 190 1,206 4,396�

 正規/t – – – – – – 1.12 0.96 0.92

表8 デフォルト先数の分布（正規/tは信頼水準95％以上の場合のみ）

（3）tコピュラによる正規コピュラの近似精度

t分布は、自由度が大きくなると正規分布に収束する。同様に、tコピュラは、自

由度が大きくなると正規コピュラに収束する。

しかし、コピュラの変量数が大きいほど、tコピュラと正規コピュラの相違が大

きいことが、Chen, Fan and Patton［2004］で示されている。ここでは、5節（1）の貸

出ポートフォリオの信用リスク量の算出事例（変量数は10,000）を用いて、変量数

が大きいときの、正規コピュラとtコピュラ（自由度40）との相違を考察する。相

関係数に、0.1、0.3、0.6の3つを与えて、それぞれ、デフォルト先数の分布を求め、

各信頼水準でのデフォルト先数を算出した（表8）。

表8から、以下の2つの傾向を指摘することができる。まず、相関係数が低いほど、

正規コピュラ、tコピュラによる推定値の間の相違が大きくなる。また、信頼水準

が高くなるほど、推定値の間の相違が大きくなる。

したがって、tコピュラを正規コピュラで不用意に近似することは危険であるこ

とになる。



本稿では、金融実務で近年注目されている、周辺分布と周辺分布間の依存構造を

扱う場合の1つのツールであるコピュラの活用方法を解説した。具体的には、正規、

t、クレイトン、ガンベルおよびフランク・コピュラを対象に、各コピュラが表現

する依存構造の違いを説明するとともに、各コピュラのパラメータの推定方法と各

コピュラの下での乱数の発生方法を、統計言語Rを用いた実装例を織り交ぜつつ説

明した。このように、コピュラは、金融実務において金融商品の価格付けやリスク

評価を行う際に、非常に有効なツールの1つとなりうる。

ただし、コピュラを実際に扱うに当たっては、本稿で指摘したような、主として

コピュラに特有のさまざまな留意点がある。このほか、コピュラには、一般的なこ

ととして予め認識しておくべき点もある。例えば、2節（6）では、コピュラの選択

基準の1つの考え方を例示したが、価格付けやリスク評価の切り口に応じて、この

考え方とは別の考え方を採用することもありうる。また、コピュラのパラメータを

ヒストリカル・データを用いて推定する場合にも、パラメータの推定値は、データ

の観測期間の長さや期間内のデータ分布の形状に依存することになるため、目的に

応じて、適当な観測期間を定める必要がある。ここで指摘した例と同様のことは、

コピュラに限らず、価格付けやリスク評価に用いられる他の前提や道具立てにもい

えることである。したがって、コピュラを実際に活用しようとする場合には、コピュ

ラについてのみならず、用いることが適当であると考えられる前提や道具立ての内

容を包括的に検討する必要があると考えられる。
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42  ここで示すプログラム例は、本稿の作成のために試作したものである。したがって、プログラムが効率
的に作成されていない等の可能性を含んでいるため、実務等でこのプラグラムを用いる場合には、予め、
十分な検証および必要に応じた修正・変更を行うことが必須であることをお断りしておく。

補論1. コピュラのパラメータの推定用プログラム例

本稿で用いた、コピュラのパラメータ推定用のプログラムは、フリーウェアの統

計言語Rを用いて作成した。以下では、その具体例を掲げる42。

（1）tコピュラのパラメータの推定用プログラム

（周辺分布を経験分布と仮定した場合の例）

########################################
####  tコピュラのパラメータ（�, �）推定 ####
####   xはデータを行列で与えたもの ####
########################################

#まず、経験分布を用いるために、ライブラリstepfunを読み込む
library（stepfun）;

dimension<- 4; #########注：データの変量数：ここは問題に合わせて修正が必要#########
x <- t（matrix（scan（“test.dat”）, nrow=dimension））; #データ読み込み
N<- length（x [, 1]）; # データ数
y<- matrix（0,nrow=N,ncol=dimension）; #分布関数の値のための設定

#########ここから経験分布用#########
for（i in 1:dimension）{

temp0<- ecdf（x [,i ]）; #経験分布関数変換用
y［,i］<- temp0（x[,i ]）; #経験分布関数

}

y［y==1］<-（1-1/2/N）; #「1」を、分布関数の逆関数で変換するとInfになるため微調整
#########ここまで経験分布用#########

psi<- qnorm（y）; #正規分布に変換（�の初期値用）

temp0<- -Inf; #対数尤度最大を求めるための比較用初期値
sigmahat<- NULL; #�の推定量用
nuhat<- NULL; #自由度�の推定量用
maxit<- 20; #自由度�をいくつまで計算するか
forplot<- matrix（0, nrow=（maxit-2）, ncol=2）; #プロット用
epsilon<- 0.00000001; #行列収束判定の閾値
#########ここから各�についてForで回す#########
for（nu in 3:maxit）{ #� =3～maxitまで順に計算
omega<- qt（y,nu）; #自由度�のt分布に変換
sigma<- t（psi）%*%psi/N; #�_0、初期値
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sigma<- cov2cor（sigma）; #対角成分を1に変換（初期値）
sigma2<- matrix（0, nrow=dimension,ncol= dimension）;

#########行列�を求めるための反復計算#########
while（max（abs（sigma-sigma2））> epsilon）{ #行列の収束判定

sigma2<- sigma ; #反復計算のための置き換え
invsigma<- solve（sigma）; #Σの逆行列
temp1<- diag（（omega%*%invsigma%*%t（omega）））/nu +1; #反復式の、分母のN個の「数」
temp2<-（t（（omega/temp1））%*%omega）*（nu + dimension）/N/nu ;#（（和）の部分）*係数=�

sigma<- cov2cor（temp2）; #�の対角成分を1に変換
};
#########行列Σを求めるための反復計算ここまで#########

#########対数尤度の計算#########
l <- N*（log（gamma（（nu+dimension）/2））-log（gamma（nu/2）））+ dimension*N*（log（gamma（nu/2））-

log（gamma（（nu+1）/2）））-N/2*log（abs（det（sigma）））-（
（nu+dimension）/2*（sum（log（temp1）））+（nu+1）/2*sum（log（（1+（omega^2）/nu）））;

#########
forplot［nu-2,1］<- nu ; #対数尤度プロット用
forplot［nu-2,2］<- l ; #対数尤度プロット用

if（temp0<=l）{ # lが最大になる�と�を保持する
sigmahat<- sigma; #�の推定量
nuhat<- nu; #�の推定量
temp0<- l ; #lの最大値保持
}

};  # 各�についてのFor文の終わり
print（sigmahat）; #Σの推定量出力
print（nuhat）; #�の推定量出力
plot（forplot［,1］, forplot［,2］,xlab=“nu”, ylab=“log likelihood”）;#グラフ出力

上記のプログラムでは、本論3節（4）で示したアルゴリズムを用いて、自由度

� =3,...,20で推定相関行列
∧
��を収束計算し、各自由度�に対応する対数尤度を求め

ている。プログラムの最後で対数尤度が最も大きかった自由度�と推定相関行列
∧
��

を出力するとともに、自由度�と対数尤度をグラフ化することで自由度�の最適性

を確認している。

（2）ガンベル・コピュラ（5変量）のパラメータの推定プログラム

（データの各変量は分布関数で [0, 1] の範囲に変換されていると仮定した場合）

################################################################
####  5変量ガンベル・コピュラのパラメータ（�）推定 ###
####   xは［0,1］の一様分布に変換済のデータを行列で与えたもの ###



###############################################################

dimension<- 5; # データの変量数
x <- t（matrix（scan（“test.dat”）,nrow=dimension））; # データ読み込み
N<- length（x［,1］）;  # データ数認識

# u1,u2,u3,u4,u5を与える
u1<- x［,1］; u2<- x［,2］; u3<- x［,3］; u4<- x［,4］; u5<- x［,5］;

# U1--U5を与える
U1<- -log（u1）; U2<- -log（u2）; U3<- -log（u3）; U4<- -log（u4）; U5<- -log（u5）;

rm（x） # 原データ消去

# ガンベル・コピュラの対数尤度関数の定義
gumcopula<- function（p）{temp0<-（U1^p+U2^p+U3^p+U4^p+U5^p）;sum（
-（temp0）̂（1/p）+log（（U1*U2*U3*U4*U5）̂（p-1）/（u1*u2*u3*u4*u5）*（temp0）̂（1/p-5）*（（4*p-1）*（3*p-

1）*（2*p-1）*（p-1）+ 5*（5*p-3）*（2*p-1）*（p-1）*（（temp0）̂（1/p））+ 5*（7*p-5）*（p-1）*（（temp0）̂（2/p））+10*（p-

-1）*（temp0）̂（3/p）+（temp0）̂（4/p））））};

# 最適化： c（a,b）は（a,b）間で�を探索。適宜この値を変える必要あり
optimize（gumcopula,c（1,10）,maximum=TRUE）;

#########グラフ出力#########
maxgamma<- 10;# プロットする�の最大値
forplot<-matrix（0,nrow=（maxgamma-1）*20,ncol=2）; #グラフプロット用
for（n in 1:（（maxgamma-1）*20））{

forplot［n,1］<-1+n/20; # �の値
forplot［n,2］<-gumcopula（1+n/20）; # 対数尤度
}
plot（forplot［,1］,forplot［,2］,xlab=“gamma”,ylab=“log likelihood”, type=“l”）; # グラフ出力

上記のプログラムでは、ガンベル・コピュラのパラメータは、optimize関数で求

められる。なお、補論1（1）のtコピュラの場合と同様、プログラムの最後でパラ

メータ�と対数尤度の関係をグラフ化し、得られたパラメータの大域的な最適性を

確認している。
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補論2. 2変量コピュラの順位相関とパラメータの関係

いくつかの2変量コピュラでは、そのパラメータとケンドールのタウの解析的関

係を導くことができる。

（1）2変量アルキメディアン・コピュラ

2変量のアルキメディアン・コピュラは、

と表せるので、（A-1）式の両辺をu1で偏微分すると、以下を得る。

さらに、（A-2）式の両辺をu2で偏微分すると、次式を得る。

（A-3）式で、

となるが、y ≡ φ−1(x)と置いて、φ−1 ′ (x)を計算すると、

となることから、

となる。同様に、

となる。よって、（A-3）式より、以下の関係を得る。
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φ(C (u1, u2 )) = φ(u1) + φ(u2) , （A-1）

∂C (u1, u2 )
φ ′(C (u1, u2 ))   = φ ′( u1) . （A-2）∂u1
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（A-8）式を用いて、本論（14）式で表されるケンドールのタウを計算する。

となるが、v ≡ u1、w ≡ C (u1, u2 )と変数変換すると、積分範囲は 0 ≤ w ≤ v ≤ 1とな
り、ヤコビアンは、（A-6）、（A-7）式等を用いて、

となるから、以下の関係が得られる43。

（A-11）式を部分積分すると、

となる。したがって、（14）式よりケンドールのタウは、次式となる。

代表的なアルキメディアン・コピュラで、（A-13）式を用いて、ケンドールのタ

ウを計算する。ガンベル・コピュラでφ(w) = (− ln w) �、クレイトン・コピュラで

φ(w) = w−� − 1、フランク・コピュラで、φ(w) = ln (e−�w− 1) − ln (e−�− 1)であること
を用いる。

43（A-11）式の変形には、 を用いた。∫ 1

wφ′(v) d� = φ(1) − φ(w) = − φ(w)
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ガンベル・コピュラでは、

となるから、（A-13）式より、ケンドールのタウは、次式となる。

クレイトン・コピュラでは、

となるから、同様にケンドールのタウとして、次の関係を得る。

フランク・コピュラでは、

という関係を得る。ここで、Dk( � ) ≡ (k /� k) ∫ �

0
t k/( e t− 1)dtで定義されるドバイ

（Dybye）関数を用いると、ケンドールのタウは、次式で表されることがわかる。

（2）2変量正規コピュラとtコピュラ

まず、正規コピュラでは、線形相関�とケンドールのタウ�の間に、� = (2 /	 )
arcsin �という関係があることを示す。

本論（12）式に基づいてケンドールのタウ�を計算する。(X1
i, X2

i)と (X1
j, X2

j)はそれ
ぞれ期待値0、分散1、（線形）相関�の2変量正規分布に独立に従っているとすると、
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1
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も正規分布に従い、期待値は0、各変量の分散は2、相関は�となることが確認され

る。ここで、r cos θ ≡ −z1 /√2、r sin θ ≡ (−z2 − �−z1)/ √2 (1 −�2) と置き、正規分布の対

称性を利用すると、1変量標準正規分布の密度関数をn (.)として、

となる。また、

となることから、本論（12）式より、以下を得る。

（A-23）式の関係は、正規コピュラ、tコピュラを含む楕円コピュラと呼ばれるク

ラスに属するコピュラで成立し、tコピュラでも自由度に関係なく成立することが

知られている（Lindskog, McNeil and Schmock［2003］）。

（3）まとめ

以上から、クレイトン、ガンベル、フランク、正規、tの5種類の2変量コピュラ

とケンドールのタウの関係は、表A-1のようにまとめられる。

Pr {( X1
i� X1

j )(X2
i� X2

j) < 0} = 1− Pr {( X1
i� X1

j )(X2
i� X2

j) > 0} , （A-22）
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)2( /	 �arcsin
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表A-1 2変量コピュラのパラメータとケンドールのタウ



表A-1より、①上記5つのコピュラには、ケンドールのタウの解析的な表現があ

ること、②クレイトン、ガンベル、フランク、正規の4つのコピュラでは、コピュ

ラのパラメータとケンドールのタウが1対1に対応することがわかる。

②からは、これらの2変量コピュラでは、ヒストリカル・データからケンドール

のタウを求め、それと表A-1で示された式からコピュラのパラメータを推定するこ

とができることになる。

ケンドールのタウ（またはスピアマンのロー）は、周辺分布の形状を特定するこ

となく、ヒストリカル・データから計算され44、コピュラのパラメータを求めるこ

とができるという利点がある45。

上記5つのコピュラでは、表A-1の関係が、2変量の場合だけでなく、多変量の場

合でも、「任意の2変量のケンドールのタウ」で成立する。
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44  N個のヒストリカル・データ( x1
1, x2

1) ,…,( x1
N, x2

N)が与えられたとし、タイ・データはないと仮定する。
(x1

i − x2
i) (x1

j − x2
j ) > 0 (< 0 )となる（i, j ）の組合せの数をP(Q )とすると、本論（11）式のケンドールのタウ

の推定値 ∧�は、次式で求められる。

45  コピュラのパラメータ推定を、順位相関をデータから求めたうえで行う場合には、周辺分布を直接用い
る必要はない。一方、コピュラのパラメータ推定を、最尤法を用いて行う際には、周辺分布を仮定する
必要がある。

P−Q 2(P− Q)∧
� =   =    .   

P+ Q N(N + 1)
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訂正：「コピュラの金融実務での
具体的な活用方法の解説」

（『金融研究』第24巻別冊第2号、
2005年12月、115～162頁）

と

戸
ざか

坂
ひろ

凡
のぶ

展／
よし

吉
ば

羽
とし

要
なお

直

訂正
142頁で、ラプラス変換 ����が ��ln��� �����Æ � ���
�Æ となる潜在変数 � の確
率分布は「解析的な形では知られていない」としていたが、生成関数を ���� � �

� ln���Æ�� ���� ln���Æ ���とすることにより、その逆関数� ln��� ������Æ �����Æ

をラプラス変換 ���� とする潜在変数 � の確率分布が Frees and Valdez [1998] や
Rogge and Schönbucher [2003]で既に解析的に提示されていた。具体的には、パラ
メータ 	 � � � ��Æ の対数級数分布（定義域は正の整数）であり、その確率関数は

Pr�� � �
 �
��

ln�� � 	�

		

�
�

で与えられる。
したがって、142頁「ロ．フランク・コピュラに従う乱数の発生方法」の第 1段落
を「フランク・コピュラに従う乱数の発生方法については、逆関数法を用いる。具
体的には、以下のアルゴリズムで、フランク・コピュラに従う乱数を発生させる。」
と訂正する。

参考文献

Frees, Edward W., and Emiliano A. Valdez, “Understanding Relationships Using

Copulas,” North American Actuarial Journal, 2 (1), 1998, pp. 1–25.

Rogge, Ebbe, and Philipp J. Schönbucher, “Modelling Dynamic Portfolio Credit

Risk,” working paper, 2003.

戸坂凡展 日本銀行金融機構局企画役補佐（E-mail: hironobu.tozaka@boj.or.jp）
吉羽要直 日本銀行金融研究所企画役（E-mail: toshinao.yoshiba@boj.or.jp）

日本銀行金融研究所/金融研究/2009.10
無断での転載・複製はご遠慮下さい。 151



 

正 誤 表 
 

論文名：「コピュラの金融実務での具体的な活用方法の解説」 

筆 者：戸坂 凡展・吉羽 要直 

掲載号：『金融研究』、第 24 巻別冊第 2 号、115～162 頁、2005 年 12 月 

修正日：2009 年 10 月 20 日 

 

・126 頁 (21)式左辺： 
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・126 頁 (22)式左辺： 
「 」 → 「 」 ),,( 1 nuuC " ),,( 1 nuuc "

 

・126 頁 脚注 15 の分布関数の式： 

「 ∫ ∫∞− ∞−

− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Σ−

Σ

nx x

n
T

nnN
dzdzzzzz1

11
1

12/
),,(),,(

2
1exp

)2(
1 "……"

π
」 

 → 「 ∫ ∫∞− ∞−

− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Σ−

Σ

nx x

n
T

nnn
dzdzzzzz1

11
1

12/
),,(),,(

2
1exp

)2(
1 "……"

π
」 

 

・126 頁 (27)式右辺： 
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・129 頁 (29)式右辺の分子第 3 項の 2 次形式： 
「 」 → 「 」 ωω 1−Σt ωω 1−ΣT
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・132 頁 囲み記事「アルゴリズム（t コピュラのパラメータ推定法）」第 5 手順

の漸化式の右辺： 
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・137 頁 囲み記事「アルゴリズム（クレイトン･コピュラに従う乱数発生法）」

の第 3 手順： 
「 として」 → 「 として」 0/1

0 }ln)/1(1{ θθ −−← ii IU αθ /1
0 }ln)/1(1{ −−← ii IU

 

・153 頁 脚注 42 の 2 行目： 
「プラグラム」 → 「プログラム」 

 

・158 頁 (A-19)式の直前の行： 
「ドバイ（Dybye）関数」 → 「ドバイ（Debye）関数」 

 

・160 頁 脚注 44： 
「本論(11)式のケンドールのタウ」 → 「本論(12)式のケンドールのタウ」 

 

・160 頁 脚注 44 ケンドールのタウの推定値τ̂ ： 
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