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要　旨
本稿で考察の対象となるBackward Stochastic Differential Equations（BSDE’s：

バックワード確率微分方程式）、Forward Backward Stochastic Differential Equations

（FBSDE’s：フォワード・バックワード確率微分方程式）の概念を簡単にまと
めると、時間の経過とともに前進するプロセス（forward process）に対して、
ある時点における目的関数を与え、これを最適化するように制御アルゴリズ
ムを構成する。この制御アルゴリズムを実際にフォワード・プロセスに当て
はめて目的関数を満足するように構成されたプロセスをバックワード・プロ
セス（backward process）と呼ぶ。特に、プロセスが確率微分方程式で表現さ
れる場合に、バックワード・プロセスをBSDE’sと呼び、さらに、フォワー
ド・プロセスがバックワード・プロセスの影響を受ける場合に両者をあわせ
てFBSDE’sと呼ぶ。
本稿では、BSDE’s、FBSDE’sについて簡単に整理するとともに、これらの

表現形式が主要な役割を果たす数理ファイナンスの分野、特に、Harrison and

Pliska［1981］の枠組みで議論できる問題群において、その適用例と問題の拡
張に伴う表現形式の拡張についてまとめた。

キーワード：BSDE’s、FBSDE’s、最適ポートフォリオ問題、派生証券の価格付け、
金利の期間構造
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Backward Stochastic Differential Equations（以降BSDE’s）、さらには、Forward

Backward Stochastic Differential Equations（以降FBSDE’s）といった概念は、Bismut

［1978］によって線形の場合が確率制御に関する観点から考察され、その後、

Pardoux and Peng［1990］、Ma and Yong［1993］などによって一般的な場合が議論

されるようになった。

特に、ファイナンスへの応用という観点から、非常に幅広い分野を持ち、かつ、

非完備市場に関する議論にも自然に展開できるという柔軟性に富んだ理論フレー

ムであることが認識されるに及んで、ファイナンスの領域からの研究も盛んにな

りつつある。例えば、派生証券の評価（Cvitanić and Karatzas［1993］、Duffie, Ma

and Yong［1994］、Otaka and Yoshida［2000］など）、制約付きポートフォリオ問題、

さらには、ある種の効用関数の議論（Duffie and Epstein［1992］など）など、その

適用範囲をひろげてきた（網羅的なサーベイ論文、特にBSDE’sに関するサーベイ

論文としてEl Karoui, Peng and Quenez［1997］など）。

ところが、解の存在、一意性を保証するために要請される条件、あるいは、具

体的な解を構成する方法であるFour Step Scheme （Ma, Protter and Yong［1994］）な

どを適用するうえで求められる条件も厳しいものになることなどから、現実的な

モデル構築を行ううえでは、理論構成上の厳密さとのバランスをとることがかな

り難しくなるといった問題点を持っている。

本稿では、BSDE’s、FBSDE’sの理論で記述できる問題群をさまざまな理論（最

適制御、偏微分方程式論など）との関係性の中でまとめると同時に、ファイナン

ス分野におけるモデル構築の具体的な適用例を紹介する。

本稿の構成を以下に述べる。最初に、本稿において考察の対象となる問題群の

数学的表現形式をまとめ、その後、数理ファイナンスにおける代表的問題をその

表現形式に着目して議論する。それらの問題を議論するうえで必要となる数学的

構造に関しては補論にまとめるようにした。

最初に、FBSDE’sの概念を簡単に述べる。時間の経過とともに前進するプロセス

（forward process）に対して、ある時点における目的関数を与え、これを最適化する

ように制御アルゴリズムを構成する。この制御アルゴリズムを実際にフォワー

ド・プロセスに当てはめて目的関数を満足するように構成されたプロセスをバッ

クワード・プロセスと呼ぶ。特に、プロセスが確率微分方程式で表現される場合、

両者をあわせてFBSDE’sと呼ぶ。

数理ファイナンスの場合で述べると、フォワード・プロセスで表現される原資産

価格のダイナミクスに対して、目的関数は効用関数の最大化、あるいは、ペイオフ
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１．はじめに

２．Forward Backward Stochastic Differential Equations
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関数の実現に相当し、最適ポートフォリオの価値、あるいは、ヘッジ・ポートフォ

リオの価値のダイナミクスがバックワード・プロセスで表現されることになる。

また、従来の代表的数理ファイナンスにおける問題は、フォワード・プロセスが

バックワード・プロセスに影響されない場合が多く、結果として、後者のみを求め

る形のものが多い。これを特にBSDE’sと呼ぶ。

（1）Backward Stochastic Differential Equations

あるフィルター付確率空間（filtered probability space）（Ω, F, P, Ft ）を考え、j を

評価時点T におけるm次元確率変数、Ytを時点tにおけるm次元バックワード・プロ

セス、Z tを最適パスを実現するm × d次元制御プロセスとする。この時、BSDE’sの

一般的な形式は次のように表現することができる。

ここで、wt はd次元ウィーナー（Wiener）プロセス。

定理2.1：BSDE’sの可解性（Solvability of BSDE’s） BSDE’s（1）は以下を満足する

スタンダード・パラメータ（standard parameter）（j, h ）が与えられた時、一意の
解（Y, Z）を持つ。

1. j∈ L2
T (Rm) : L2

T (Rm)はFT −可測なE ( X  2) <∞である確率変数の空間。

2. h は一様にリプシッツ（Lipschitz）でh (., 0, 0)∈ H2
T (Rm) : H2

T (Rm) は E ∫ T
0  c t 2dt

<∞であるような全ての可予測なプロセスc : Ω × [0, T ] → Rm の空間。

証明 Pardoux and Peng［1990］Theorem 3.1 参照。

系2.2：局所リプシッツ条件（Local Lipschitz Condition） BSDE’s（1）の解の存在条

件は次のような局所リプシッツ条件の形に緩和することができる。
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この時、ある定数T0∈ [0, T )が存在し、区間［T0, T ］において一意の解（Y, Z）が存
在する。さらに、この区間において Xt ≤ 4k a.s., a.e。ここで、T − T0 = 4C1

−1log2,

C1= 1+2m (4k) +2(m (4k))2。

証明 Peng［1993］Corollary 2.3 参照。

（2）Forward Backward Stochastic Differential Equations

FBSDE’sは、n次元フォワード・プロセスXtがXtの関数として記述される終端条

件を持つBSDE’sを満足するプロセス（Y, Z）の影響を明示的に受ける場合の表現
形式で、（X, Y , Z）を同時に求める形になる。ここで、s (.)はn × d次元のボラティ
リティ・プロセス。

定理2.3：FBSDE’sの可解性（Solvability of FBSDE’s） FBSDE’s（2）～（3）式は次

の条件を満足するとき、一意の解（X, Y , Z）を持つ。

1. b (.)、h (.)、s (.)、g (.)は滑らかな関数で、一階の微分がある定数Lで押さえら

れる。さらに、あるa∈ (0, 1 )に対してg ∈ C 2+a (Rn)。

2. ある正の連続関数m (.)とある正の定数vが存在し、

3. 任意の(t, x , z) ∈ [0, T ) ×Rn× Rm×dに対して、ある正の定数vが存在し、

証明 Ma and Yong［1999］Chapter 4 Theorem 2.2 参照。

注記 上記のFBSDE’sでボラティリティ・プロセス、制御プロセスを（X, Y , Z）の
関数形に拡張した形式も考えられる1。
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定理2.4：Four Step Scheme FBSDE’s （2）～（3）式に対して、ある関数u (.)が存
在し、Yt = u (t , X t )と記述できると仮定する。このとき、次のアルゴリズムを適用
することによって（2）～（3）式の解を具体的に構成することができる。

1. 次を満足する滑らかな関数 z (.)をみつける。

2. Step 1 で求めた z (.) を用いて以下にあげる偏微分方程式を解くことによって
u (t, x)を求める。

3. 上記までのステップで求めた z (.)とu (t , x)を用いて次のFSDE’sを解く。

4. ステップ3 で求めたX tを用いて

証明 Ma, Protter and Yong［1994］を参照。
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（3）Extended Forward Backward Stochastic Differential Equations

FBSDE’sにおける（(X, Y , Z）をある確率測度mt (.)に依存した形式に拡張したも
のを、本稿ではExtended FBSDE’s（以降EFBSDE’s）と呼ぶ。

仮定2.5 EFBSDE’（12）～（13）式に対して次の仮定を置く。

（A.1）b (.)、h (.)、s (.)は連続関数。
さらに、x、y に関して微分可能で次を満たす正の定数Lが存在する。

（A.2）任意のu ∈ Uに対してある正の定数C が存在し、

（A.3）gは連続関数。

定義：許容可能緩和コントロール（Admissible Relaxed Control） U Rは A = (Ω, F,
P, Ft , W, m )を要素に持つ集合とする。この時、U Rを許容可能緩和コントロールと

呼ぶ。ここで、（Ω, F, P, Ft ）はフィルター付確率空間、Wt は Ft−ウィーナー・プロ

セスであり、m ∈ M (Ω)はある性質を満足する測度2。

注記（3）式におけるFt−適合なZ tは、mt (du, v) = dZ t(v)(u)とした場合の緩和コント
ロールと考えることもできる3。
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2 Ma and Yong［1993］参照。簡単な説明は補論参照。
3 すなわち、mt (.,v)はZt(v)をサポートとするDirac-測度である。
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（4）最適制御とFBSDE’s

本稿における最適制御の問題は、Γ= {(x, g(x))x ∈ Rn}とするとき、(X (T ), Y (T ))∈ Γ
となるZをみつける問題のクラスが中心となる。いま、Y (T ) = g (X (T ))に対して次
のような汎関数4を考える。

定義：Viscosity Solution - Hamilton - Jacobi - Bellman Equation - Value Function

FBSDE’s（2）～（3）式およびEFBSDE’s（12）～（13）式に対して次のようなV (t, x , y)を
考える。

この時、V(t, x , y)を粘性解（viscosity solution）と呼び、制御問題はこれを満足す

る−
Z (.)をみつける問題に帰着される。この時、（15）～（16）式はハミルトン＝ヤコ

ビ＝ベルマン（Hamilton-Jacobi-Bellman）方程式（以降HJB）（17）～（18）式を満た

し、これを値関数（Value Function）と呼ぶ。

ただし、H (.)はハミルトニアン（Hamiltonian）であり、

で定義される。
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4 本稿では、コスト関数としてMayer type のもの、すなわち、EFBSDE’sの枠組みで
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定理2.6：EFBSDE’s の可解性（Solvability of EFBSDE’s） 仮定（A.1）～（A.3）のも

とで、（12）～（13）式はHJBを満足する粘性解 V (.)からなる結節集合（nodal set）

N (.)5が (0, x , y)を含む場合のみ可解となる。

証明 Ma and Yong［1993］Theorem 4.3 参照。

前節の数学的な表現形式をもとに、代表的な数理ファイナンスにおける問題を考

察していく。

（1）最適ポートフォリオ問題

最適ポートフォリオ問題に関しては、Xtが資産価格プロセスを表現し、Ytがポー

トフォリオの価値プロセス、Ztが最適ポートフォリオを表現する問題と考えると

FBSDE’sの枠組みで統一的に記述することが可能である。

いま、資産価値の変動プロセスXtが次のようにモデル化されるとする。

ここで、X t
0は無危険資産、X t

i (i = 1,⋅⋅⋅, n)は危険資産とする。このとき、価値プロ
セスをYt

1、危険資産に投資している価値をp = (p1,p2,⋅⋅⋅, pn)∗、p0 = Y1 − Sn
i =1p iと

すると

であり、

ここで、u tはリスク・プレミアム（risk premium）。
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5 結節集合はN (V ) = {(t, x, y) |V (t, x, y) = 0} で定義される集合。

３．ファイナンスへの応用
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定義：自己充足的取引戦略（Self-Financing Strategy）（24）式における(Y 1 , p)
(∫ T

0 |st
∗ p t|2dt <∞)を自己充足的取引戦略と呼ぶ。また、Yt

1≥ 0, t ∈ [0, T ]を満足する場

合には実行可能（feasible）という。

定義：自己充足的優取引戦略（Self-Financing Superstrategy） 自己充足的取引戦略

に連続かつ増加である累積消費プロセス（cumulative consumption process）Yt
0 (Y0

0 = 0)
を加えた、

を考える。この時、Y = (Y0, Y1)∗として（Y , p）を自己充足的優取引戦略と呼ぶ。
マートン（Merton）問題はこの自己充足的優取引戦略を求める問題と考えること

ができる。すなわち、各時点における消費ct (Yt
0 = ∫ t

0 csds)を用いて、

を最小化する（Y , Z）を求める問題に帰着する。ここで、U (.)は効用関数、B (.)は
終端時点の価値のみに依存する効用関数である。

（2）派生証券の価格付け

本稿における派生証券の価格評価は、Harrison and Pliska［1981］の基本概念

をベースに説明する。すなわち、前節で述べた最適ポートフォリオをヘッジ・ポー

トフォリオの概念に置き換えた議論を中心に行う。

仮定3.1 以降の議論では、市場には裁定機会（arbitrage opportunity）6が存在しない

と仮定する。

イ．完備市場

定義：ヘッジ戦略（Hedging Strategy） X1
T = g (XT ) ≥ 0となる実行可能な自己充足

的取引戦略（Y 1, p）をヘッジ戦略と呼ぶ。

定義：完備市場（Complete Market） 全ての派生証券が達成可能（attainable）で

あるような市場モデルを完備市場と呼ぶ。完備市場モデルでは、フォワード・プロ

セスX tは資産価値プロセスとして認識され、その次元とウィーナー・プロセスWt

の次元は一致する（n = d）。

10 金融研究/2004.6

6 例えばDothan［1990］などを参照。

dYt
1 = rtY t

1dt − dYt
0 +p t

∗ st
. [dWt + u tdt ] ,

J (t, x, y, Y ( ), Z ( )) E t
T

t
U(s, cs ) ds B (T , Y 1

T ) ,−




∫







= +. .



定理3.2：Complete Market - Equivalent Martingale Measure 完備市場では、同値

マルチンゲール測度（Equivalent Martingale Measure）Qはラドン・ニコディム微分

（Radon-Nikodym derivative）r = dQ /dPを通して一意に決定される。

証明　Harrison and Pliska［1981］Proposition 3.35、Corollary 3.36、Proposition 5.14

を参照。

注記 市場モデル（21）～（22）式においては、ラドン・ニコディム微分は具体的に

次のようになる。

ここで、et (.)はexponential martingale、u tは（24）式におけるリスク・プレミアム。ま

た、確率測度PとQは次の関係式を満足する。

注記 同値マルチンゲール測度Qのもとで、dWt
Q = dWt + u tdtとして定義されるWt

Q

はウィーナー・プロセスになる。

定理3.3：尤度比プロセス（Likelihood Ratio Process） zt = EP(dQ /dP |Ft)で与えら
れるプロセスを尤度比プロセスといい、任意の適合プロセス{ xt }に対して

が成立する。

証明 Dothan［1990］Theorem 9.3 参照。

定理3.4：Price of Contingent Claim-Hedging Portfolio 完備市場モデルでは、派生

証券（Contingent Claim）の価格はヘッジ・ポートフォリオの価値 Yt
1で与えられる。

証明 Harrison and Pliska［1981］Proposition 2.9、Proposition 3.32 参照。

注記 ブラック＝ショールズ・モデルのヨーロピアン・コール・オプションに関す

る評価式は、原資産のフォワードSDEが（21）～（22）式、ペイオフ関数が g (x) =
max{ x − K, 0}で与えられる問題である。
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dQ
dP T ( W ) exp

0
s dWs

1
2

| s |2 dse − u
T



 ∫− ∗u −

0

T

∫ u ,






（25）�= =.

E P [ X ] X dP XdQ E Q [X ]r ∫ ∫= = =r .

E P [zt x t | Fs ]
E P [zt | Fs ]

E Q[x t | Fs ]= ,



例1：二項モデル（Binomial Model）

二項モデルを取り上げて、ヘッジ・ポートフォリオの簡単な説明を行う。対象とな

る派生証券として、一期間後のヨーロピアン・コール・オプションを考え、株式の

価格過程に次のプロセスを仮定する。

また、無リスク資産である債券の金利をr、さらに、R = 1+ rとし、d < R< uと仮定
する。したがって、ヨーロピアン・コール・オプションの現在価値をC とすれば、

一期間後の変動は、

となる。このとき、株式の保有枚数∆と債券の保有量Bからなるヘッジ・ポートフォ

リオS∆ + Bを考えると、

ヘッジ・ポートフォリオであるから、一期間後の双方の価値が一致する。したがっ

て、

このとき、

さらに、

とすれば、

と記述することができ、仮定から0 < q < 1である。このとき、qが同値マルチン

ゲール測度となり、qu + (1−q) d = Rを満足することがわかる。

12 金融研究/2004.6
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多期間の場合についても同様の議論が成立し、n期間後に満期を迎えるヨーロピ

アン・コール・オプションの価値C (n, S , K )は再帰式（recursive formula）を用いれ

ば、

で与えられる。

命題3.5：Price of American Contingent Claim - Superhedging Portfolio アメリカ

ン・タイプの派生証券（American Contingent Claim）の価格は、優ヘッジ・ポート

フォリオの価値Yt
1で与えられる。

すなわち、Zt= p t
∗ stであるp t、Yt

0、obstacle
∧
Xt
7が与えられて、

を満足する（Y , Z）8が存在する。ここで、l (.)は、l : [0, T ] ×Rn→ Rで、

を満足する。

さらに、この時、停止時（stopping time）Dt = inf { t ≤ s ≤ T ; Ys
1 = 

∧
Xs}は停止時の

集合Γtに対して次を満足する場合に最適となる
9。

証明 El Karoui, Pardoux and Quenez［1997］Proposition 5.1 参照。

注記 （26）式においてYt
0は早期行使プレミアム（early exercise premium）と解釈す

ることができる。
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7 オプション価値ベースで測った境界値。
8 古典的な問題では h (t, y, z) = −rt y − p ∗ stu tで与えられる。
9 Yt

1 = u (t, Xt)と置くと、

を満足する。

C (n, S , K) = R−1[qC (n − 1, uS , K) + (1− q)C (n − 1, dS , K)] ,

l (t, x ) ≤ K (1+  x p) , t ∈ [0, T ] , x ∈ Rn,

l (T, x ) ≤ g (x) ,

min u ( t, x ) l( t, x ) , u
t

( t, x ) L t u ( t, x ) h ( t, x, u ( t, x ), ( u ) (t, x )) = 0 ,

u (T , x ) = (x ) ,

( − − − ∆− s

g

∂
∂

)

dY 1
t = h (t, Yt , Zt ) dt + dY 0

t Z t dWt ,    Y 1
T = (X T ) ,

Y 1
t X t , T

0
(Y 1

t

∧
Xt ) dY 0

t = 0 , t = l (t, Xt ) ,

− − ∗ . g （26）�

≥ ∫ −
∧
X

∧

Y 1
t = ess sup v t Y 1

t (v, X v ) = Y 1
t (Dt , X D t ),

X t = (X T )1 t = T + Xt 1 t< T

∈Γ
∼ ∼

∼
g

∧
.



例2：離散時点のアメリカン・プット・オプション

Iwaki, Kijima and Yoshida［1995］にそって、アメリカン・プット・オプションに

おけるプレミアムの分解について離散時間モデルを用いて説明する。いま、時点を

t0 = 0 < t1< ⋅⋅⋅ <tn= Tとし、Tを満期、Kを行使価格、Ti = T − t i (i = 0,⋅⋅⋅, n)とする。
株価プロセスをSi = Se

Xi、ただし、{ Xi , i = 0,⋅⋅⋅, n} は X0 = 0であるような定常独立増

分を持つマルコフ連鎖とする。

この時、アメリカン・プット・オプションのプレミアムA(S, T )はある同値マル
チンゲール測度Qdのもとで以下のダイナミック・プログラミング（Dynamic

Programming）を満足する。

いま、G = (G1 ,⋅⋅⋅, Gn)を境界値（boundary value）とすると、

を満足する。このとき、
∧
Gi = Gi /Sとすれば、A(S, T )は、指示関数（indicator

function）I{ .}を用いて次のように分解できる。

ここで、p(S, T )はヨーロピアン・プット・オプションのプレミアム、e (S, T )は早期
行使プレミアム10。

ロ．非完備市場

定義：非完備市場（Incomplete Market） 本稿における非完備市場の定義は、フォ

ワード・プロセスXtの次元がWtの次元よりも小さい場合（n ≤ d）とする。したがっ
て、Xtのうち最初の j ( j ≤ n)を基本資産（primary asset）とし、ボラティリティ関数

を、

と分解する。これに対応してZtも、

14 金融研究/2004.6

10 証明はIwaki, Kijima and Yoshida［1995］Proposition 2 を参照。
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と分解できる。このとき、許容可能戦略（admissible strategy）であるためには2p t= 0

であり、

となる。

定義：フェルマー＝シュワルツ・ヘッジ・ストラテジー（Föllmer and Schweizer

Hedging Strategy） 非完備市場におけるヘッジ・ストラテジーを優取引戦略の枠

組みを用いて、

と記述すると、Y t
0はヘッジング・エラーとして認識される。この時、Yt

0が ∫0

.
ss

1dWsに

直交するマルチンゲールになるような（Y, 1p）をフェルマー＝シュワルツ・ヘッ

ジ・ストラテジーと呼ぶ。

定義：最小マルチンゲール測度（Minimal Martingale Measure） 最小リスク・プ

レミアム（minimal risk premium）ut
1はムーア・ペンローズ（Moore-Penrose）の一

般逆行列を用いて、

と記述できるリスク・プレミアムをいい、このリスク・プレミアムに対応する同値

マルチンゲール測度を最小マルチンゲール測度と呼ぶ11。この時、最小リスク・プ

レミアムは、ut − ut
1  ∈ Ker (st

1)となるように構成される。

注記 Hofmann, Platen and Schweizer［1992］では確率ボラティリティ問題（次節参

照）をこの理論フレームで考察し、派生証券の価値を最小リスク・プレミアムut
1

を用いて計算している。

注記　上記の非完備市場の定義から、完備市場のモデルであっても、いくつかの

原資産が流動性制約などで完全なヘッジ・ポートフォリオが組めなくなる場合に

は、非完備市場の枠組みで扱う必要がある。
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11 最小マルチンゲール測度は相対エントロピー（relative entropy）

をmean-variance trade-offプロセスで修正したものを最小にする測度として定義される。詳しくはDelbaen et al.

［2002］を参照。

Zt = p t
∗
st = (1p t)∗

s t
1 + (2p t)∗

s t
2,

dYt
1 = rtY t

1dt + (1
p t)∗ st

. (dWt +u t dt ) , 

dYt
1 = rtY t

1dt + dYt
0 + (1

p t)∗
s t

1. (dWt +u t dt ) ,     YT
1 = g (XT) ,  （27）

ut
1 = (st

1)∗ [(st
1)(st

1)∗ ]−1st
1ut ,

H (Q | P ) =
log ( dQ

dP
)Q (d ) , if Q P and dQ

dP
L1 ( , F, P ) ,

+ , otherwise ,
v << Ω∈∫

∞







（3）問題の拡張に関する議論

最適ポートフォリオ問題で、現実的な状況を反映させることによって問題が複雑

になるケースも存在する。例えば、流動性の低い市場に支配的な投資家がおり、自

身のポートフォリオによって資産の価格形成が左右されるようなケースがこれに相

当する。

Cvitanić and Ma［1996］では、ヘッジ・ポートフォリオに関する議論にこのよう

な状況を想定し、原資産価値プロセスXのドリフトとボラティリティを（Y, p）の
関数とした問題をFBSDE’sの枠組みで扱っている。原資産プロセスのみを取り上げ

て（21）～（22）式と比較すると、次のように記述される。

彼らは、実際にはY t
0 = 0として、Four Step Schemeを用いて問題を解いている。

また、最適ポートフォリオ問題で、効用Y t
1に対して、ジェネレータ（generator）

f (.)を用いて

という形で記述できる再帰的効用関数（recursive utility）の問題も議論されている12。

例として、

などが挙げられる。また、効用関数が、以下のように、その時のポートフォリオ自

身に依存する特殊な場合も考えることができる。

さらには、Ztに対して制約条件つきのプロセスを考慮しなければならない場合につ

いてもFBSDE’sによる記述が自然に適用できる。
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12 例えば、El Karoui, Peng and Quenez［1997］参照。

（29）�

dX 0
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t dt ,

dX i
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− dYt
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− dYt
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1,p t) dt − Z ∗
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1 = Y1 . （31）

• Standard  Additive Utility : f (c, y) = u(c) y .
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y 1

.

−

−

b

b

b
r r

−r r: −



（1）確率ボラティリティ問題

ここで、非完備市場の派生証券評価問題の例として、確率ボラティリティ

（stochastic volatility）問題を取り上げる。Kijima and Yoshidaモデル［1993］では、

確率ボラティリティ問題を以下のように離散時間と連続時間のマルコフ連鎖を用い

てモデル化している。

イ．離散時間モデル

状態空間 S = (1, 2,⋅⋅⋅, m)とし、状態変数{ §n , n = 0, 1,⋅⋅⋅}が同値マルチンゲール測
度のもとで推移確率行列 F = ( f i j), f i j = Pr [§n+1 = j  §n= i ]に従うとする。いま、状態
iにある原資産の価格プロセス{ Xn}が次のように与えられるとする。

ここで、ui ≥ R ≥ di。この時、行使価格K、満期までの期間がnのヨーロピアン・コー

ル・オプションの価格は次の再帰式を評価することによって与えられる。

ロ．連続時間モデル

上記の離散時間モデルに対して、次のような形の連続時間モデルを考える。

ここで、{ §t} t ≥ 0は無限小生成作用素（infinitesimal generator）Q = (qij), qii = − Sj≠i  qi j

に従う連続時間のマルコフ連鎖とする。この時、ボラティリティが状態 iにある原

資産の上に書かれたヨーロピアン・コール・オプションCi (t , X, K)は連立偏微分方
程式、

を解くことによって求められる。
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４．具体的問題の記述Ⅰ－非完備市場－

X n =
ui X n 1 : q i ,
di X n 1 : 1 qi ,

qi =
R di

ui di
; qi = ui R

ui di
i S .


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−
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注記 Kijima and Yoshida［1993］は、ボラティリティ・スマイルに対する1つの説

明を与えている13。

ハ．問題の拡張可能性

Kijima and Yoshida［1993］において、オプション価格がボラティリティ関数s (.)、
あるいは、無限小生成作用素Q = (qij)に影響を与える場合などに拡張するに際して
は、FBSDE’s、あるいは、EFBSDE’sの枠組みを用いて考察しなければならない。

これは、既に3（3）で述べたように、流動性の低い市場などにおいて投資家がヘッ

ジ・ポートフォリオを組むこと自体が原資産のボラティリティに影響を与えるよう

な場合を想定することになる。

ただし、この場合には、パラメータにジャンプ・プロセスを内包するケースを考

える必要があり、一般に陽にフォワード・プロセスにジャンプを許す場合も含めて、

本稿で扱っている拡散系に関する議論を拡張する必要性がある。

（2）非完備市場におけるヘッジ戦略

非完備市場におけるヘッジ戦略に関して、確率ボラティリティ・モデルを例にあ

げ、Otaka and Yoshida［2003］をもとにFBSDE’sの枠組みで考える。Xt
1を株式の価

格プロセス、Xt
2をボラティリティ・プロセスとし、次のようなFBSDEを仮定する。

いま、W1, t、W2, tに対応するリスク・プレミアムをおのおのu t = (b (Xt
1, Xt

2 , t ) − rt) /√ Xt
2、

vtとすると同値マルチンゲール測度Q v は次のラドン・ニコディム微分を通して与

えられる。

この測度のもとで、上記のプロセスは、
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13 Theorem 3.3 およびそれに関する記述を参照。

（35）�dX 1
t X1

t (X1
t , X 2

t , t ) dt X 2
t dW1, t ,

dX2
t X2

t (X1
t , X 2

t , t)dt (X 1
t , X 2

t , t) t dW1, t 1 2
t dW2, t .


b +

−





m +g r + (X 1

t , X 2
t , t)g r （36）�

=

=

dQv

dP
exp

T

0
s dW1, s

1
2

( 2
s ) ds .



−∫ u +

T

0
s dW2, s∫ −

T

0
∫ u + 2

s （37）�= vv




dX1
t X 1

t rt dt
 + X 2

t dW 1, t ,
v （38）�=

dX 2
t X 2

t (X 1
t , X 2

t , t ) t 1 2
t t ) dt





m g+ (X 1

t X 2
t , t) tr u + r− 




g+ (X 1
t X 2

t , t ) tr dW 1, t
v

g (X 1
t X 2

t , t ) 1 2
tr− dW 2 , t

v , （39）�

= −(,

,,

v

+



と記述できる。いま、時点 tにおける満期T、行使価格Kのヨーロピアン・コール・

オプション（European Call Option）をC =C (t , x, K, T)とすると、売り手のヘッジン
グ・ポートフォリオのエラーYt

0 = − Yt
1 +j tX t

1 + ht、Y 0
0 = 0は、

と記述できる。オリジナル測度のもとでの変動は、

となる。いま、ヘッジ・ストラテジーとしてフェルマー＝シュワルツ・ヘッジ戦略

を考えるとAt ≡ 0,∀ t ∈ [0, T ] であるから、

となる。

（1）ブラックのコンソール・レート予想

ブラックのコンソール・レート予想（Duffie, Ma and Yong［1994］）は、代表的

な短期金利と長期金利の2ファクター・モデルとして考えられていたブレナン＝シュ

ワルツ・モデルがはたして整合性の取れているモデルかどうかというHogan［1993］

の指摘から発生した問題である。

コンソール債の価格Ytは、

と定義される。いま、短期金利のプロセスがコンソール債のイールドに依存する場

合を想定する。
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dYt
0 = (rtYt

0 + v t Bt ) dt − Bt dW2, t , （42）

５．具体的問題の記述Ⅱ－期間構造モデル－

dY 0
t dY 1

t t dX 1
t d t

rtY
0
t dt At dW 1, t Bt dW 2, t ,

At: X 1
t

C
X 1

t
,

Bt 1

=

= +− j + h

+ v v−

= X 2
t ( )tj − ∂

∂
−g tr X 2

t
C

X 2
t

∂
∂

:=g −r 2
t X 2

t ,C
X 2

t

∂
∂

（40）�

（41）�

dY 0
t r tY

0
t t t dt At dW1, t Bt dW2, t ,= 




+ X 1
tX 2

ttu
C

X 1
t

( )tj − ∂
∂

+ g p s
C

X 2
t

∂
∂





+ −

pt t
,= tr tu + 1−r 2

t− v

Yt E t e
s
t ru duds | Ft ,=

∞
∫ − ∫ 

 （43）�



これに対して、ブラックのコンソール・レート予想は、（rt , Yt）のペアが整合的に

なるために、次のBSDE’sにおけるコントロール変数であるA (.)がaとmのどのよう

な関数であればよいかという問題に関して提出された。

いま、rtが次のSDEを満足する状態変数Xtによってrt = l ( Xt )と記述できるとする。

この問題をFBSDE’sの枠組みで記述すると、結局、

を満足する（X, Y , Z）を求めることに帰着される。

（2）FBSDE’sの枠組みにおける短期金利モデル

ブラックのコンソール・レート予想を踏まえて、短期金利に長期金利が影響する

場合を含めた期間構造モデルを考える。Otaka and Yoshida［2000］14の枠組みで、

FBSDE’sを用いて記述すると以下のようになる。いま、{W1( t ), t ≥ 0}と{ W2( t ), t ≥ 0}
を同値マルチンゲール測度のもとでの独立なウィーナー・プロセスとする。

この時、状態変数Xt = ( (Xt
1, Xt

2))は次のFBSDE’sに従う。
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14 数値計算に関しては、内田善彦氏（日本銀行金融研究所）に負うところが大きい。現在、内田・吉田は、
線形バージョンのモデルに関して、状態変数の拡張、数値計算アルゴリズムの高度化を含めて検討中。

dXt b(t, X t , P (t, T )) dt (t, X t ) dWt,

dP (t, T ) h (t, X t, P(t, T ))dt Z t dWt ,

X 1
0 x 1

0 (T , T ) (X (T )) 1 ,

h(t, X(t), P(t, T )) l (X 1
t ) P (t, T ) rt P (t, T ) ,

(t, Xt)
11(t, X t) 12 (t, X t)

0 22 (t, X t)
,

11 ( ), 12 ( ), 22 ( ) : positive functions ,

Z t Z1
t , Z 2

t Wt W1
t W 2

t .

= + s （47）�

− + （48）�∗

=

=

, X 2
0 x 2

0= , P = g = （49）�

= − = − （50）�

s = ( )s s

s
（51）�

= ( ) = ( )∗

s s s

∗

.

.

. . .

, ,

drt = m (rt , Yt ) dt + a (rt , Yt ) . dWt . （44）

dYt = (rtYt − 1)dt + A (rt , Yt ) . dWt . （45）

dXt = b(Xt , Yt )dt + s (Xt , Yt ) . dWt ,     X0 = x . （46）

dXt = b (Xt , Yt )dt + s (Xt , Yt ) . dWt ,
dXt = (l (Xt )Yt− 1)dt + Zt

. dWt ,
ここで、Yはa.s.で一様に有界、



このモデルにおいて、

とする。このとき、

1. Vasicekモデル : Xt
1 = rt、k2(.) = 0、l (Xt

1) = Xt
1、s11を正の定数、それ以外を0。

2. Cox, Ingersoll and Ross Model : Vasicekモデルの設定でs11 (t , Xt ) = s √X
t
1。

3. Hull-Whiteモデル : Vasicekモデルの設定でk1(t , Xt ) = k1(t )、
k2(t , Xt )c (t , Xt , P( t ,T )) = c(t )、s22(.) = 0。

4. Black-Karasinskiモデル : Hull-Whiteモデルの設定で l (Xt
1) = exp (Xt

1)。

5. Duffie-Kanモデル : h (t , Xt , P( t ,T )) の P( t ,T )を複数の満期に対応するイールド
にしたモデル。

（3）金融政策と期間構造モデル

Xt
1とXt

2をおのおの国債市場のような市場金利、金融政策当局が用いる政策金利

（インスツルメント）に関する状態変数と考えると、（52）式におけるc (.)は政策反
応関数と考えることが可能となる。したがって、このモデル化に当たっては金融政

策ルール（Monetary Policy Rules）に関する理論フレームを用いることができる15。

Svensson［1998］では、状態変数Xtおよびインスツルメント（instruments）i tを次

の形で与えている。

ここで、ytは外生的に与えられる平均0、共分散行列Σy yを持つ iidなショック、イン

スツルメントはXtの線型関数。また、損失関数については次のように設定してい

る。
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15 （52）式のような平均回帰性を仮定するということは、例えば日本の場合、オーバーナイト・コール市場
と国債市場が基本的にはセグメント化されており、緩やかな裁定状態にあることを意味する。詳しくは
Otaka and Yoshida［2000］を参照。

b(t, Xt, P(t, X(t)) 1(t, Xt ) (X 2
t X 1

t )

2(t, Xt) ( (t, X t , P(t, T )) X 2
t )

,=
k c −

k −
（52）�

Xt +1 = AXt + Bit + y t +1, 

i t = f Xt . 

E (1 )
=0

L t + | Ft ,

Lt = ( Yt Y ) K Yt = CXt + Dit .





 −δ S

∞

t
δ t

t

−
∧ ∗ (Yt Y )−

∧
,



ここで、d (0 < d < 1)は割引率、C、D、Kはおのおの適当な次元を持つ行列、
∧
Yは

ターゲット水準の行ベクトル。

イ．ターゲティング・ルール

（イ）インフレーション・ターゲティング

この理論フレームの中で、Svensson［1998］では、単純なモデルとして、ptをt

年におけるインフレ率、ytをアウトプット・ギャップ、インスツルメントitを短期

名目金利とし、次のようなモデルをあげている。

ここで、ay > 0、
∼
by ≥ 0、br > 0、0 ≤ gz < 1、r−は平均実質金利、etは平均0、分散行

列se
2を持つiidなコスト・プッシュ・ショック、htは平均0、分散sh

2を持つiidなデマ

ンド・ショック、そしてutは平均0、分散su
2を持つiid なショックである。

さらに、一時点における損失関数は、

ここで、l ≥ 0はアウトプット・ギャップの安定性に関する相対的なウエイト。こ
の場合、最適反応関数は次のように記述できる。

（ロ）マネー・グロース・ターゲティング

いま、mtを（logベースで測る）マネタリー・アグリゲイト（monetary aggregate）

とすれば、マネー・グロース（money growth）はmt = mt− mt −1で与えられる。また、
∧mをマネー・グロースの目標値、損失関数を、

とする。いま、単純なマネー・デマンド（money demand）方程式を仮定すると、
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t +1 = + yt + ,
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∧



ここで、wy > 0、wi > 0、そして、zは平均0、分散sz
2のiidなショックである。一階

の最適条件を用いると反応関数は次のようになる。

また、 ∧mを時点 tの情報で条件付けられたものとすれば、（i）の枠組みで ∧mt +1 tは次

のように与えられる。

ロ．インスツルメント・ルール

短期名目金利をインスツルメントとするインスツルメント・ルールの例としては

次のようなものが挙げられる。

• テイラー・ルール（Taylor rule）

ここで、i
−はインストルメントの平均。

• ヘンダーソン＝マッキビン・ルール（Henderson-McKibbin rule）

• QPMモデル（Bank of Canada, Reserve Bank of New Zealand）

ここで、rL (t )は名目長期金利。

注記　金融政策ルールの文脈においては、（52）式はインスツルメントの値がスムー

ジングの結果として決まることを意味し、実際には、目標値と現時点の値の荷重平

均として与えられると考えることができる。また、インフレ率のプロセスなどをモ

デルに組み込むことで、より一般性を持たせる形に拡張することが可能である。

Otaka and Yoshida［2000］では、上記の議論を踏まえて次のようなモデルを考えて

いる。すなわち、国債市場の瞬間的スポット・レートをrt、インスツルメント（日

本の場合はオーバーナイト・コール・レート）をrt
instとし、(Xt

1, Xt
2 ) = (ln rt , ln rt

inst)
とおく。さらに、インスツルメントの定常状態における目標レベルを次のようにモ

デル化する。
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mt +1 = mt +1 − mt= pt +1+wy ( yt− yt −1) −wi ( it− it −1) −(zt +1−zt ) ,

it= i
−

t+ pt + 0.5 (pt− ∧p )+ 0.5 yt .

i t i = 1
i

( | t ) +
y

i
(yt yt ) + 1

t .− t −1 w tp +1 − m
∧

w
w

− −1
iw z

= + y (yt yt )

i
+ + ( ) +

m
∧

| tt +1 | tt +1p w −1−

− w 




r−

∧
p 1 + 1 c ( )

y

− l

rba
−| tt +1p

∧
p

y
yt + z

r
z t

rb

∼
b

b

b
− i t −1 + t .z

it= i
−
+ 2 (pt+ yt− (p + y)) .

it= rt
L + g (EQ[pt +T   Ft ] − ∧p ) ,



ここで、Y (t , T ) は (T − t)イールド、bT−tは対応するターム・プレミアム。実際の

データからOtaka and Yoshida［2000］では、

と仮定している。ここで、b1は正の定数。したがって、

注記 ここで、長期金利として、Y (t , T )の代わりに、スライディング・ボンド・
イールド（sliding bond yield）− lnP (t , t+T ) /Tを利用することも考えられる。しかし
ながら、JGBマーケットでは、流動性を持つある固定された銘柄のイールドがある

期間指標として利用されていること、Heath-Jarrow-Mortonモデルのフレームワーク

では、スライディング・ボンドの価格D (t , T ) = P (t , t+T )のダイナミクス、

が明示的に瞬間的なフォワード・レートf (t , T )を含む（Rutkowski［1997］）ため、

モデルに組み込むことがかなり難しくなること等を勘案すると上記のようなモデル

化の妥当性がでてくる。

この問題を具体的に解くために、Four Step Schemeを利用することを考える。イェ

ンセン（Jensen）の不等式を用いると、

ここで、r∗ (v) = supu ∈[ t, T ]r (u,v), v∈Ω かつ limT −t→ 0C
∗ (rt, t , T ) = rt 。一方、

ここで、r∗ (v) = infu ∈[ t, T ]r (u,v), v∈Ω かつ limT −t→ 0C ∗ (rt, t , T ) = rt 。
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bT−t = Y(t , T ) (1−e −b1(T − t )) , （54）

c (t , X (t ), P (t , T )) = ln rtarget
inst = ln it

= ln Y (t , T ) − b1(T − t ) . （55）

dD(t , T ) = D(t , T )((r (t ) − f (t , t+T ))dt +s (t , t+T ) . dW(t )) ,

rtarget
inst = it

= − ln P(t , T ) /( T − t ) −bT − t = Y (t , T ) −bT − t , （53）

Y (t, T ) = ln P (t, T )
T t

= 1
ln E Q e

T
t

r (u ) du

E Q [r ( ) ] = C (rt , t, T ) .

−
−

−
T t−

[ ]| Ft
∫−

∗ ω | Ft
∗≤

(t, T ) = ( t, T ) (T t )

= E Q e Y (t, T ) .

=C (rt , t, T )∗ r∗
∧ 1

ln
T t−

e[ ]

| Ft

− −r∗
∧

1
ln

T t−
− r∗[ ( )ω T t )−( ] ≤

−

−



仮定3.6 上記の評価に基づいて、ある区間 [L T
1, UT

1] と [LT
2, UT

2]が存在し、時点T ま

でにX1(t )とX2(t )がおのおのこの区間の外にある確率を0とみなせると仮定する。

ここで、LT
1、UT

1、LT
2、UT

2はプロセスのパラメータとTに依存する定数。

したがって、定常状態におけるベース・モデルは次のように与えられる。

一般には、Four Step Schemeは定理2.4にあるように、4つのステップから構成さ

れるが、この問題の場合には、ボラティリティ関数が定数であることから、3 ステッ

プで評価することが可能となる。

P (t , T )= u(X(t ), t )と仮定する。伊藤のレンマをP (t , T )に適用すると、

25

Forward Backward Stochastic Differential Equationsに関する一考察

（56）�

Problem Bs

dX (t) b (t, X (t), P(t, T ))dt dW(t),

dP(t, T ) h(X(t), P(t, T )) dt Z(t) dW(t),

h(X(t), P(t, T )) eX1( t )P (t, T ) r(t) P(t, T ),

X1(0) ln r(0) r0 X2(t) inst(0) 0 ,

P(T , T ) g (X (T )) 1,
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1 L T
2 X2 (t) UT

2 ,

ここで、�
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11 12
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2 ( ln( ln (X(t), t)/ (T t)) 1
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−



（65）式と問題Bsを比較すると、u(X(t ), t )は以下を満足する。

したがって、問題Bsは次のステップを評価することによって解くことができる。

1. 次のPDEを解く。

2. 前ステップで求めたuを用いて、次のフォワードSDEを解く。

3. 次のように置く。

本稿では、数理ファイナンスにおける代表的な問題群を、BSDE’s、および

FBSDE’sという数学的表現形式を用いて統一的に記述することによって、その問題

群に共通な構造を考察することを試みた。

従来の数理ファイナンスにおける問題の多く、例えば、最適ポートフォリオ問題、

ヘッジ・ストラテジーを通しての派生証券の価格付けといった問題はBSDE’sに

よって記述することが可能である。これは、BSDE’sの構造が制御という概念と密

接に結びついており、その結果として、最適プロセスのダイナミクスを表現できる
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P(t , T ) = u(X(t ), t ) , （70）

Zt = ux(X(t ), t )∗ . s . （71）

６．結語

（66）�− b

t + 1
2

( 2
11 + 2

12) x 1 x 1 + 12 22 x 1 x 2 +
1
2

2
22 x2 x2

+ 1(x 2 (t) x1(t)) x1

+ 2 ( ln ( ln / (T t)) 1 (T t ) x 2 (t)) x 2 e x1 ( t ) = 0 ,

(x , T ) = 1 .

u s s s s su u u k − u

k u − − − − u − u

u （67）�

（68）�

（69）�

dX 1 (t) = 1 (X 2(t) X 1(t)) dt + 11 dW 1 (t) + 12 dW 2 (t) ,

dX 2 (t) = 2 (ln ( ln (X (t), t ) / (T t)) 1(T t) X 2 (t)) dt

+ 22 dW 2(t),

X 1 (0) = ln r (0) = ln r0 X2 (0) = l n r inst (0) = ln r inst
0 .

k

k

−

− u

s s

− −b− −
s

,

− b
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( 2
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12) x 1 x 1 + 12 22 x 1 x 2+
1
2

2
22 x 2 x 2 + 1(X 2(t) X 1 (t)) x 1

+ 2 ( ln ( ln / (T t)) 1 (T t ) X 2(t)) x 2 e X 1 ( t ) = 0 ,

(X (T ), T ) = 1 ,

u s s s s su u u k − u

k u − − − − u − u

u

(X (t ),  t ) .uxZ t = ∗ . s



ことに起因している。

特に、非完備市場の派生証券の価格付けを考える場合には、投資家の効用関数を

決める、同値マルチンゲール測度を決める、あるいは、ヘッジ・ストラテジーを決

めなければ、価格を一意に決めることができない。このような問題を考えるうえで

も、ヘッジ・ストラテジーの形態を考えることによって、BSDE’sの枠組みで自然

に対応することが可能になる場合が多い。

さらに、市場メカニズムがそれら投資家の最適化の結果に影響を受ける場合、あ

るいは、金融政策当局等の意思決定が市場メカニズムとの相互作用を持つ場合など

には、FBSDE’sの枠組みまで拡張して考えることによってモデル化が可能になる。

本稿では、後者の場合について期間構造モデルを主たる対象に議論した。ただし、

一般に、これらの問題を解くためには膨大な計算量を必要とすることが多くなる、

要請されるテクニカル条件が厳しくなるなどの問題も抱えている。

本稿においては、EFBSDE’sの形式を用いなければ記述できない問題群は扱って

いない。今後の課題の1つとして、そのような問題に関する発掘・発見と考察があ

るのではないかと考えている。同じく、プロセスに何らかの形でジャンプを含む場

合についても本稿では取り扱っていない。今後の課題と考えている。
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補論1．FBSDE’sの数学的基礎

（1）シュワルツ超関数

定義：シュワルツ超関数（Schwartz Distribution）局所凸線形トポロジー空間

（locally convex linear topological space）D(Ω) 16 上で定義される複素数値線形汎関数T

が連続性17を持つ時、Ω上で定義されるシュワルツ関数と呼ぶ。以下に例を示す。

1. f (x)をΩ上a.e.で定義されるルべーグ測度dx = dx1dx2,⋅⋅⋅,dxnに関して局所可積分

（locally integrable）な複素関数とする。この時、

で定義される超関数Tfは一般化関数（generalized function）とも呼ばれる。

2. m (B)をRn上の開集合ΩのBaire部分集合Bで定義されるs −有限でs −加法的な複
素測度（complex-valued measure）とする。この時、

で定義されるTmは超関数。

3. 2 の特別なケースとして、

Tdp
(w) = w(p)、pは Ωで固定された点、w∈ D(Ω) ,

で定義されるTdp
はディラック超関数（Dirac distribution）。

定義：弱導関数（Weak Derivative）シュワルツ超関数の定義1におけるf (x) をCk級

とする。部分積分によってTD pf (w) = (− 1)  p Tf (Dpw) が  p ≤ kで成立する。この時、
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16  Rnの開集合Ωで定義される複素数値関数w(x )に対して{ x w(x) ≠ 0} の Ωにおける閉包をw(x)の台（support）
といい、supp(w)で表す。この時、多重指数 p = (p1,⋅⋅⋅,pn )に対して  p  =p1+ ⋅⋅⋅ +pnとする。 p ≤ kとし、
w ∈ C kに対して(D p)w(x) = ∂  p  w(x) /∂ x

1
p1,⋅⋅⋅,∂ x n

p nと記述する。ただし、(D (0 ,⋅⋅⋅, 0 ))w(x ) = w(x )。この時、
D (Ω)は、コンパクトな台を持つΩ上のC ∞級の複素数関数w(x)の全体。

17  wm→ 0であれば、常にT(wm) → 0. D(Ω)における収束の概念についてはYosida［1980］I-1-Proposition 7 を
参照。

( ) ,∈∫Ω
T f ( ) = f (x ) (x ) dx ,w w w ΩD

Tm (x )m (dx )∫Ω
( ) =w w , ( ) ,∈w ΩD

(DpTf ) (w) = (− 1)  p Tf (Dp)(w) ,   w∈ D (Ω) ,



で定義するDpTf をfに関する弱導関数、あるいは、超関数の意味での（偏）導関数

（derivative in the sense of distribution）18と呼ぶ。

定義：パラメータを含む超関数（Schwartz Distribution with Parameters）パラメー

タt に超関数Ttが対応し、tは一般にはユークリッド空間を動くものとする。任意の

w∈ D (Ω)に関してTt (w) が tについて連続な場合、Tt (w)は tに関して微分可能であ

る。また、Ttが実変数tに関して微分可能な時、D p
x Ttも微分可能で∂ D p

x Tt / ∂ t =
D p

x (∂Tt / ∂t )。さらに、Ttが区間t ∈ [ a, b]で定義され、連続な場合には、D (Ω)に超
関数を含めた空間D ′(Ω)でパラメータに関する積分 T = ∫a

b Tsdsが存在し、任意の

w∈ D (Ω)に対して、

が成立する。

（2）マルチンゲール問題と弱解

定義：弱解（Weak Solution）（A-1）式の弱解とは次の1から4を満足する三つ組

{( X, W ), (Ω, F , P ), Ft}をいう。

1. （Ω, F , P）は確率空間で F tは通常の条件を満足するフィルトレーション

（filtration）。

2. X = { Xt ; 0 ≤ t < ∞}は連続でFt −適合的なRn−値関数。W = { Wt ; 0 ≤ t < ∞}はd次元

ウィーナー・プロセス。

3. P [ ∫ 0
t {  bi (s, Xs ) + s 2

i j (s, Xs )} ds < ∞] = 1, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ d。

4. Xt = X0 + ∫0
t b (s, Xs ) ds + ∫0

t s (s, Xs ) . dWs , 0 ≤ t < ∞をalmost surelyで満足する。

また、m ( Γ ) = P [ X0 ∈Γ ] , Γ ∈ Bnを解の初期分布（initial distribution）という。
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18  例として、Dpd = d (p)、dx+/dx = 1、x+は x ≥ 0でx、x < 0で0、d1 (x) / dx = d、1(x )はへビサイト（Heavisite）
関数など。

dXt = b(t , Xt )dt +s (t , Xt ) . dWt . （A-1）

T ∫( ) =w
b

a
Ts ( ) ds ,w



定義：パスごとの一意性（Pathwise Uniqueness）{(X, W ), (Ω, F , P ), Ft} と{( ∼
X, W ),

(Ω, F , P) , ∼Ft }は共通の（Ω, F , P）上で共通のウィーナー・プロセスを持つ（A-1）式の
弱解であり、P[X0 = ∼X0 ] = 1とする。このような弱解に対して、P[Xt = ∼Xt , ∀ t < ∞] = 1と
なる時、パスごとの一意性が成立しているという。

定義：分布の意味での一意性（Uniqueness in Distribution） 2つの弱解{( X, W ),
(Ω, F , P), Ft} と{( ∼

X, ∼
W ), ( ∼Ω, ∼

F , ∼P ) , ∼Ft }が同一の初期分布を持つ、すなわち、

であるとき、プロセスX、∼
Xが同一の分布を持てば、分布の意味での一意性（弱解

の一意性（“WeakUniquness”ともいう）が成立しているという。

定義：調和関数（Space-Time-Harmonic Function）Ltを拡散演算子（diffusion

operator）とする。この時、次を満足するw ∈ C 1, 2(R+,Rn )は調和（space-time-

harmonic）と呼ばれる。

定理A.1.1 : 放物型演算子とセミマルチンゲール（Parabolic Operator - Semimartingale）

n次元セミマルチンゲールXtが（A-1）式を満足すると仮定する。この時、P[Xt ∈Γ ] = 1、
かつ、全ての tでw∈ C 1, 2(R+, Rn)は次を満足する。

w t が E [ ∫0
t (∂i w(s, Xs ) s i j (s, Xs ))2ds ] < ∞を満足する場合には、Xt

w = w ( t, Xt ) −w (0,
X0) − ∫0

t (∂s + Ls) w(s, Xs ) dsはマルチンゲール（martingale）になる。

証明 von Weizsäcker and Winkler［1990］Theorem 12.1.4 参照。

定義：マルチンゲール問題（Martingale Problem） Xtを拡散過程（diffusion process）

とする。次のプロセスが全てのw∈ C (Rn)に対してマルチンゲールになるとき、確
率測度Qはマルチンゲール問題を解くという。

定理A.1.2：マルチンゲール問題と弱解（Martingale Problem-Weak Solution） nを

Rn上の確率測度、QをC (R+, Rn)上の確率測度とする時、次は同値となる。
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(∂ t + Lt )w (t , x ) = 0 . （A-2）

P[X0 ∈Γ ] = ∼
P [ ∼

X0 ∈Γ ] ; ∀ Γ ∈ B (Rd) , 

（A-3）�d (t, X t) ( t L t) (t, Xt) dt [ i ij ] dW jw = ∂ + w +
d

j=1
S
n

i =1
S ∂ (t, Xt)w s (t, Xt) ..

（A-4）�X t (Xt) (X0) Ls (Xs) dsw =w w −
0

∫ w
t

.−



1. 初期分布（initial distribution）vとQv = ∫ ∫ ZT dPxn(dx)はマルチンゲール問題を解
く。ここで、ZT = dQx / dPx。

2. 初期分布vとQvは全てのテスト関数c∈ C 1, 2(R+, Rn)に対してマルチンゲール問
題を解く。すなわち、以下で与えられるプロセスがマルチンゲールになる。

3. (Ω, F , P ), FtのもとでWtはウィーナー・プロセスとする。このとき、SDE、

が弱解{(X , W), (Ω, F , Qv ), Ft} を持つ。

証明 von Weizsäcker and Winkler［1990］Theorem 12.6.2 参照。

注記 いま、オリジナル測度Pxのもとで { Xt , Ft ; 0 ≤ t ≤ T }, (Ω, F ) が n次元のブラ

ウニアン・ファミリー 19とする。このとき、SDE、

を考える。ここで、  b (t, x )  ≤ K(1 +  x  )。このとき、以下のラドン・ニコディム
微分によって定義されるQxのもとでWtはQx[W0 = 0 ] = 1であるウィーナー・プロセ
スとなる。ラドン・ニコディム微分ZT = dQx / dPxは、

で与えられる20。

注記 a =ss ∗が正則でない場合には、次のように構成される。Ω = C (R+, Rn), P =
Qとして、Wt = ∫0

t s ∗ a−1(s, Xs ) . dYs ,ここでYt = Xt − ∫0
t b(s, Xs) ds。
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19  Karatzas and Shreve［1991］Definition 2.5.8 などを参照
20  Karatzas and Shreve［1991］Proposition 5.3.6 参照。

dXt = b(t , Xt )dt +s (t , Xt ) . dWt , 

( s L s) (s, Xs) ds(t, Xt)c − (0, X0) −
0

∫
t

∂ + .c c

dXt = b(t , Xt )dt + dWt ,     Px[X0 = x] = 1 ,

（A-5）�Z T exp b dXs
1
2

|| b || 2ds ,=
T

0
∫




(s, Xs)
T

0
∫ (s, Xs). −



（3）基本解とコーシー問題

定義：基本解（Fundamental Solution）G (t , x ; t , j ), 0 ≤ t < t ≤ T, x ∈ Rn, j ∈ Rn は、

次を満足するとき基本解と呼ばれる。

この時、G (t , x ; t , j )は全てのf ∈ C0(Rn)に対して、

が成立する。この時、G (t , x ; t , j )は推移確率密度（transition probability density）21

とも呼ばれる。

定理A.1.3：コーシー問題（Cauchy Problem）関数 f (x) : Rn→R, g (t , x ) : [0, T ]

×Rn→Rを、

とする。この時、

を満足する一意の解は次のように表現できる。

証明 Karatzas and Shreve［1991］Theorem 5.7.6 参照。
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21  この時、初期時点tにおいてxを持つプロセスXt, xの時点t における分布は、

と表現される。

P[X t
t, x ∈ A]=∫AG (t , x ; t , j )dj ,

（A-7）�V(t, x)
Rn G(t, x ; , ) f ( ) d ,

lim
t

f (x ),

= ∫ jt j j

V(t, x) =
t↑

| | L (1 || x || 2m ), 1, あるいは� 0 ;

| |

f (x ) ≤ + m g (t, x)≥

g (t, x) ≤ L (1 || x || 2m ), 1, あるいは�+ m g (t, x)≥

≥

0 ;≥

( t L t )V kV ,

max
0 t T

| | M M >0 ,

∂ + (t, x) = (t, x) g

V(T, x) = f (x ),

≤ ≤
V(t, x) ≤ (1 || x || 2m ),+ 1,m ≥

+

（A-8）�t
( ) d

E t, x f (XT)exp k ( , X ) d

(s, Xs) exp
s

V(t, x) =
Rn G (t, x ; , ) f ( ) d∫ jT j j +

T

∫ Rn G(t, x ; , )∫ jt g , jt j dt

= 





−

t

T
∫ u uu

+ g k ( , X ) d



−

t∫ u u s 
 （A-9）�.du

t

T∫ 



(∂ t + Lt )V (t , x ) = kV (t , x ) . （A-6）



補論2．mtの構造

補題A.2.1 m ∈ M ([ 0, T ] × U) に対して、lm(t , A) = ∫ 0
t ms (A) dsとおく。いま、

l∈ L(Ω)とl′∈ L(Ω′)がL ([ 0, T ] × U ) −値確率変数として同一の分布に従うと仮定す
る。さらに、m∈ M (Ω)、m ′∈ M (Ω′)として、

とする。いま、P − a.e .v ∈Ω に対して、

1. 全てのA∈ B(U )に対し、( 0, T ]においてm. (A, v )は左連続、

2. 全てのA∈ B(U)に対し、limt↓0 m t (A, v ) =m0 (A, v )、

が成立しているとする。この時、初期時点のm 0に対する変形（modification）

m′0(A, v ′ )もP ′− a.e.v ′ ∈Ω′ に対して上記の1、2を満足し、m.∈ M (Ω)、m′.∈ M (Ω′ )は
M ([ 0, T ] × U ) −値で同一の分布に従う。

証明 Ma and Yong［1993］Lemma 2.1 参照。

注記 lm(t , A)は、

1. lm(0, A) = 0 、∀ A∈ B (U)、

2. lm(t , U) = t、∀ t ≥ 0、

3. lm(t , .)はB (U)上の測度であり、tを超えない、

4. lm(t , A)は全てのA∈ B(U )で tに関して非減少な関数、

5. supA∈ B(U) lm (s, A) − lm (t, A)  = s− t 、

を満足する。
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(t, A, )
t

0
s (A, )ds, a  s P,l

′

mv =∫ v

l (t, A, )
t

0
s (A, )mv =∫′ ′ v ′ ds, a.s.P , ′

 .    .
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