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要 旨 

資産価格変動の不確実性を表すボラティリティは、ファイナンス研究に

おいて重要な研究対象である。近年、ボラティリティが「ラフ性」を有

すること、すなわち、ボラティリティの時間発展が従来の認識に比べ激

しいことを示唆する研究が進展しており、ボラティリティ研究の新潮流

となっている。これらの研究では、資産価格の高頻度データやデリバテ

ィブ価格から計測されるボラティリティのラフ性などの実証に加え、ラ

フなモデル化の必要性に関する理論や、デリバティブの価格付けなどへ

の応用が議論されている。また、ラフ性を生じさせるメカニズムの解明

を試みる研究もみられている。本論文では、資産価格変動の時系列解析、

デリバティブの価格付け・リスク管理、資産価格形成のメカニズム解明

の 3 つの論点に関し、それぞれの発展経緯を整理し、ラフ・ボラティリ

ティ研究の位置づけや発展可能性を述べる。とくに、金融実務における

問題意識や経済学との関わりも踏まえ、ボラティリティを結節点とした

分野横断的な研究が重要であることを明らかにする。 
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1 はじめに
ファイナンス研究では、不確実性が存在するもとでの金融資産価格の形成メカニズ
ムの解明や、最適な投資行動、リスク管理手法などを明らかにすることが主要なテー
マとなっている。このため、資産価格変動の不確実性 (変動の大きさ)を表すボラティ
リティは、ファイナンス研究におけるもっとも基本的な研究対象の一つとして、経済
学や数理科学、情報科学などの様々な分野とも関わりながら発展してきた。
ボラティリティは、その計測手法に応じて、資産価格の過去データから算出される
変動率 (実現した価格変動から計測される変動率)である「ヒストリカル・ボラティリ
ティ」(HV)と、デリバティブ価格から算出される原資産価格の予想変動率である「イ
ンプライド・ボラティリティ」(IV)の 2種類に分類できる。HVを対象とした研究では、
おもに時系列データを分析対象として、ボラティリティ予測モデルの構築や投資戦略
などへの活用が研究されてきた。一方、IVを対象とした研究は、デリバティブ (金融
派生商品)の価格付けやヘッジなどの基礎として活用されてきたほか、VIXなどのボラ
ティリティ指数の理論的根拠を提供してきた。
このように、HV研究と IV研究は、ボラティリティの計測方法や分析の目的は異な
るものの、ボラティリティが確率的に変動することや、様々な変動の特徴を持ってい
ることを明らかにしたうえで、そのような特徴を表現するモデルの開発を進めてきた
点で共通している。とくに、ボラティリティの確率的な変動のモデル化にあたっては、
ブラウン運動や、対応する離散時間モデルであるランダム・ウォークを、確率的な変
動を表すための基礎的な構成要素として用いつつ、より高度なモデルの開発が進めら
れていった。

そのような発展のなか、2000年代以降、従来のブラウン運動をベースとしたモデル
では説明が難しい、IVやHVの「ラフな挙動」が報告されていった。ここで、ラフ性
は、短時間で激しく変動するという時系列特性を指し、たとえば「非整数ブラウン運
動」はこの特性を持つことが知られている1。2000年代後半に、IV研究において、非整
数ブラウン運動を用いることで、「負のべき乗則」と呼ばれる IVの期間構造に関する観
測事実2をより整合的にモデル化きることが明らかになり (Alos et al. [2007]、Fukasawa
[2011])、ラフ・ボラティリティ研究の嚆矢となった。HV研究では、Gatheral et al. [2018]
が、株価などの高頻度データから観測される HVの挙動がラフ性を持つという結果を
報告した。
これらの研究を契機として、ラフ性を表現できる数学的ツールである非整数ブラウ

1時間間隔 ∆でのブラウン運動の変動幅の標準偏差は、∆1/2となるのに対して、非整数ブラウン運動
の変動幅の標準偏差は ∆H となる。ここで、H ∈ (0, 1)はハースト指数と呼ばれるラフ性の度合いを表す
パラメータで、H < 1/2のとき、短い時間間隔 (小さい ∆)での変動幅の標準偏差がブラウン運動対比大
きくなる。すなわち、H < 1/2のとき、非整数ブラウン運動は、ブラウン運動のケース以上に激しく変
動する。なお、ラフ性は、一般には、サンプル・パスのヘルダー連続を用いて定義される (2.(2)節参照)。

2負のべき乗則とは、IVの期間構造に関する特徴 (様々な満期のデリバティブから算出された IVの関
係)で、主にボラティリティ取引が盛んな米国の株式デリバティブ市場で観測されている。詳細は、4.(2)
イ節参照。
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ン運動を用いたボラティリティ研究が、近年の潮流の一つとなっている3。とくに、非
整数ブラウン運動を用いたボラティリティ・モデルは、上記のようなHVや IVの挙動
を表現することができることに加え、ボラティリティ・デリバティブ (VIXを原資産と
するオプションなど)を含むデリバティブの価格付けなどの応用研究も数多く行われて
いる。さらに、市場参加者の個別の売買注文行動に関する「マーケット・マイクロスト
ラクチャー (MM)」の観点から、どのような売買注文行動がなされる場合に資産価格の
ボラティリティにラフ性が生じるかを明らかにする研究がみられる。このように、ボ
ラティリティの計測や数理的な性質に関する研究だけでなく、デリバティブ実務への
応用研究や、なぜボラティリティがラフ性を有するのかという点に関する経済学的な
理論的根拠を探求する研究など、ラフ・ボラティリティ研究は広がりを見せている。
このような研究の発展がみられる一方で、今後さらなる研究が必要とされる論点も
残されている。まず、ボラティリティがラフであるかどうかについて、議論が続いて
いる。すなわち、上述の通り、ラフ性の実証的観測や応用可能性を示唆する研究が多
くみられる一方で、ラフ性の指標の推計値がバイアスを持つ可能性を指摘する研究な
どもみられている。また、ラフ性を表現するために非整数ブラウンを用いたモデル化
が本当に適切か、についても議論が続いている4。このほか、ラフ・ボラティリティ・
モデルを実務で活用するにあたっては、効率的な数値計算を可能とする技術や理論の
更なる発展が必要である。

こうした潮流を踏まえ、本論文では、HV・IV・MMの 3つの観点から、これまでの
ボラティリティ研究の歴史を振り返りつつ、ラフ・ボラティリティに関する先端的な
研究をまとめる。ここで、HV・IV・MMの既存研究の分野として、それぞれ、資産価
格変動の時系列的特徴の分析を主な研究目的の一つとする「計量ファイナンス」、デリ
バティブの価格付け問題を中核とする「数理ファイナンス」、資産価格形成メカニズム
を経済学的観点から分析する「金融経済学」がおおむね対応する。そのため、金融実
務における問題意識や経済学との関わりも交えつつ各分野の発展の歴史・経緯をまと
めたうえで、ラフ・ボラティリティ研究の位置づけや発展可能性を述べる。これらを
通じ、ボラティリティ研究を結節点とした分野横断的な研究の発展の可能性・必要性、
および、金融実務における活用の展望を述べる。
以下、2節では、後の節で必要な数理的事項を紹介する。具体的には、数理ファイナ
ンス分野を中心としてボラティリティ研究における基礎的な道具となってきたブラウ
ン運動や伊藤解析などを導入する。そのうえで、ラフ性を表現する有力なモデルであ
る非整数ブラウン運動の定義や性質について、従来のブラウン運動との共通点や相違
点に着目しつつ紹介するとともに、ラフ性の直観的な解釈を解説する。
3節ではHVに焦点をあて、計量ファイナンス分野におけるボラティリティ研究の歴
3Gatheral et al. [2018]の著者の一人である Jim Gatheral(ニューヨーク州立大学)は、ラフ・ボラティ

リティ研究により、Risk誌の「Quant of the year 2021」を受賞した。このことから、研究者と実務家双
方からの注目度が高いことがわかる。なお、Jim Gatheralは、金融機関で実務に従事したのち大学教授
に転身した人物で、実務的な問題意識も背景にあったことが窺われる。

4現状、ラフ・ボラティリティ研究は、非整数ブラウン運動を利用したモデル化が主流であるが、非整
数ブラウン運動以外のモデルでもラフ性を示唆する観測事実を表現できる可能性は否定されていない。
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史を振り返ったうえで、HVのラフ性に関する主要研究であるGatheral et al. [2018]お
よびその後続研究についてまとめる。HVの研究は、観察されるHVの時系列的な変動
の特徴をよく表現するモデルを構築し、将来のボラティリティの予測精度を高めるこ
とを問題意識として発展してきた。なかでも、HVが持つレバレッジ効果や長期記憶性
などの性質を表現するモデルの開発について多くの文献がみられてきた。また、利用
可能な資産価格データの発展に応じてHVの分析手法が進化してきた点も重要である。
とくに、1990年代後半以降、高頻度の資産価格データから計測される「実現ボラティ
リティ」(日中の資産価格データから計測されるボラティリティ)の分析が主流となっ
てきた。
こうした流れの中で、2014年にワーキングペーパー版が公表された Gatheral et al.

[2018]は、ラフ・ボラティリティへの注目度を高めた重要論文の一つである。この研
究は、実現ボラティリティの時間発展がラフ性を有することを示すとともに、ラフ性
を考慮した時系列モデルによりボラティリティの予測精度が向上することを報告した。
後続研究のサーベイでは、主に 2つの論点を整理している。一つは、ラフ性を表す指
標 (典型的には非整数ブラウン運動のハースト指数)の推計に関する論点である。実現
ボラティリティは、連続時間モデルに従って変動するボラティリティの近似値という
意味で計測誤差を含む。このような、計測誤差を含む実現ボラティリティをインプッ
トとして、ラフ性を頑健に推計する手法の研究が進んでいる。もう一つは、既存のボ
ラティリティ研究で論じられてきたボラティリティの特徴、とくに、長期記憶性との
関係に関してである。長期記憶性は、ボラティリティが長期間に渡って正の自己相関
を持ち、変動に持続性があることを指す。長期記憶性と、短期間での変動が激しいこ
とを示唆するラフ性の 2つの性質が観察されることについては、さらなる理論的・実
証的な解明が待たれる。
4節では IVに焦点をあて、デリバティブ実務上の問題意識も含め数理ファイナンス
の発展経緯を整理したうえで、当該分野におけるラフ・ボラティリティ研究についてま
とめる。デリバティブの価格付けモデルは、流動性の高いデリバティブの市場価格を
表現できるようにモデル・パラメータを決定したうえで、より複雑なデリバティブの
価格算出やリスク管理 (ヘッジ戦略の導出)に使用される。このため、デリバティブの
価格付けモデルは、まず、流動性が高い商品の市場価格を表現できる必要がある。IV
はデリバティブ価格から算出されるため、このことは、IVを表現できるモデルの構築
が必要であることに他ならない。このため、とくに 1990年代以降、市場で観察される
IVを表現するためのデリバティブ・モデルの高度化が進んでいった。
このなかで、2000年代初頭に、米国の株式デリバティブ市場などにおいて IVの期間

構造について負のべき乗則が観測され、ブラウン運動に基づく従来のモデルでは表現
することが難しいことが指摘された。その後、2000年代後半に、Alos et al. [2007]や
Fukasawa [2011]は、非整数ブラウン運動に基づくラフなモデルによって、IVの負のべ
き乗則を表現できることを指摘した。これらの研究は、ラフ・ボラティリティ研究の
嚆矢となった。近年、この論点に関する研究が進展し、市場で観測される IVのラフ性
(負のべき乗則から示唆される原資産価格のボラティリティ過程のラフ性)に応じたモ
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デルにより価格付け・リスク管理を行わなければ不整合が生じる (裁定機会が生じる)
という、ラフ・ボラティリティの必要性を強く根拠づける結果が得られた (Fukasawa
[2021])。このような理論的な研究のほかに、実務への応用を意識した研究もみられて
いる。非整数ブラウン運動は、従来のブラウン運動と異なりマルコフ性 (将来の挙動が
過去の挙動によらない)などの性質を持たないため、従来の数理ファイナンス理論を適
用することが難しいと考えられていた。この点に関し、近年の研究では、ある一定の
条件下ではマルコフ性が回復することが明らかになる (Bayer et al. [2016])など、これ
らの数理的な困難が克服されつつあり、ラフ・ボラティリティ・モデルのデリバティ
ブ実務への適用可能性が高まっている。ただし、現時点では IVのラフ性が観測される
市場 (負のべき乗則が観測される市場)は、米国の株式デリバティブ市場などの一部の
市場にとどまっているため、他国や他の資産クラスなどで価格付け・リスク管理のモ
デルにラフ性を考慮すべきかどうかについては、未解明な点が多い。また、ラフ・ボ
ラティリティ・モデルの実務活用にあたっては、従来のブラウン運動や伊藤解析より
はるかに複雑な数値計算が必要なため、さらなる理論や数値計算技術などの発展が求
められる。
5節では、ラフ・ボラティリティ研究と金融経済学の関連の観点から、MM分野の
関連研究を解説する。MM研究では、取引所の制度的な構造や市場参加者の個々の取
引行動といった、ミクロの市場構造や取引行動が資産価格形成に与える影響が分析さ
れる。MM研究における一つの研究テーマとして、市場参加者の売買注文行動などの
「ミクロ的基礎付け」から出発して、資産価格変動の確率過程を導出する研究がみられ
ている。ラフ・ボラティリティ研究においても、市場参加者の売買注文行動がどのよ
うな条件を満たす場合に、形成される資産価格のボラティリティにラフ性が生じるか
について研究がおこなわれている。たとえば、El Euch et al. [2018]は、特定の期の売
買による価格更新が一定以上の持続性をもって将来の価格更新発生頻度に影響し続け
る場合に、ボラティリティがラフな挙動を示すことを示している。このような研究は、
ラフ性の金融経済学的な源泉を明らかにする試みで、取引制度の設計や金融安定との
関連といった観点からも重要な論点と考えらえる。もっとも、現時点の研究は数理的
な枠組みの提示にとどまっていることから、より現実的な投資家行動のモデル化や現
実のデータを用いた実証分析などについて研究を深めていく必要があると考えられる。
このように、本論文では、ボラティリティ研究を結節点として、計量ファイナンス・
数理ファイナンス・金融経済学の各分野を横断的にサーベイしている。このため、本
論文は、読者の知識や関心によって読み方を変えることができる。2節は、後の節の技
術的側面を理解するために必要な事項であるため、研究の概要を把握したい読者は読
み飛ばすことができる。また、3、4、5節は、相互に関係する内容ではあるが、順番を
変えて独立に読むことができる。
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2 数理的準備：非整数ブラウン運動
本節では、後の節で必要な数理的事項を準備する。まず 2.(1)節でブラウン運動と伊
藤解析 (確率微分方程式)を導入したうえで、2.(2)節で非整数ブラウン運動の定式化お
よび性質を紹介する。なお、これらの概念は、通常、測度論的確率論に基づいて定式
化されるが、本論文では、数学的に厳密な記述は省略し、必要事項をできる限り直観
的に述べる。詳細については、ブラウン運動および伊藤積分の数学的取扱は Karatzas
and Shreve [1998]や舟木 [2005]、非整数ブラウン運動についてはNualart [2006]などが
参考になる。また、ブラウン運動の歴史を辿りつつ数理的性質を解説した文献として、
池田 [2018]が参考になる。
なお、3、4節で後述するとおり、ラフ・ボラティリティ研究では、ボラティリティ
の時間に関する対数変化率を非整数ブラウン運動でモデル化することが多い5。

(1) ブラウン運動と伊藤解析
イ ブラウン運動の定義と性質

時間とともにランダムに変動する変数を数学的にモデル化したものは確率過程と呼
ばれる。数学的には、確率空間 (Ω,F , P)上で定義される確率変数の集まり (時刻を表
すパラメータ tでパラメータ付けられた集合){Xt | t ≥ 0}を確率過程と呼ぶ。ある時刻 t
を固定した場合の Xtは、この確率過程が時刻 tにおいて取る値を確率変数としてみた
ものである。一方、ある標本点ω ∈ Ωを固定して、Xt(ω)を時間に関する関数としてみ
たとき、確率過程のある標本点ωに対する見本路 (サンプル・パス)という。
ブラウン運動は、最も基本的な連続時間の確率過程の一つである6。ブラウン運動は、
離散時間モデルにおけるランダム・ウォークの連続極限であるほか、増分 (ある時点か
らある時点への変動幅 Xt+∆ − Xt)が、独立な正規分布に従うなど、様々な重要な性質を
持っている。ブラウン運動は、以下の性質を満たす確率過程 {Wt | t ≥ 0}として定義さ

5たとえば、非整数ブラウン運動 BH
t とある関数 Fを用いて、瞬間的ボラティリティ σt を σt = eF(B

H
t )

と、モデル化する (詳細は、3.(2)節参照)。
620世紀初頭より物理学・経済学をはじめとする様々な分野の現象をモデル化することを主眼に、ブ

ラウン運動の数学的な定式化・性質が研究されてきた。とくに、ブラウン運動と金融分野の関わりは古
く、数学・物理学での本格的な研究に先立つ 1900年頃、バシェリエがオプションの価格付けをブラウ
ン運動の原型といえるモデルを用いて議論した。その後、1900年代前半にコロモゴロフやウィナー、伊
藤清らによって、測度論的確率論・伊藤解析などの理論が発展した。よく知られているとおり、Merton
[1973]では、伊藤解析に基づくオプションの価格付け手法が提示され、金融工学・数理ファイナンス分
野が発展した。
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れる7。

( i )初期値が 0 : P (ω | W0 = 0) = 1,
(ii)見本路 (サンプル・パス)が連続：P (ω | lims→t Ws(ω) = Wt(ω)) = 1,
(iii)増分が正規分布 (平均:0、分散:時間幅)に従う：時刻 0 ≤ s < tに対し、

Wt −Ws ∼ N(0, t − s),
(iv)増分が独立：時刻 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tk < ∞に対し、

Wt1 −Wt0 ,Wt2 −Wt1 , . . . ,Wtk −Wtk−1は、独立。

(1)

ブラウン運動は、マルコフ性やマルチンゲール性といった重要な性質を持つことが知
られている。マルコフ性とは、確率過程の将来時点での条件付き確率分布が、現時点の
情報のみに依存し、過去の履歴 (現時点より前の時点での情報)に依存しないことであ
る。たとえば、ある時刻 sにおけるブラウン運動の値がWsとわかっているもとでの、将
来時点 t (> s)のブラウン運動の条件付き確率分布は、P

(
Wt ∈ B│Fs

)
= P (Wt ∈ B | Ws)

という関係を満たす。ただし、両辺はWtがある実数の部分集合 Bに値を取る条件付き
確率で、左辺は時刻 sまでのブラウン運動の情報Fsで条件づけた確率分布、右辺は時刻
sのブラウン運動の値がWsだという情報のみで条件づけた確率分布である。また、マ
ルチンゲール性とは、確率過程の将来時点での条件付き期待値が現時点の値に一致する
という、いわゆる公平な賭けの性質のことである。数式で表現すると、E [Wt | Fs] = Ws

が成り立つという性質である。ブラウン運動のマルコフ性とマルチンゲール性は、ブ
ラウン運動が平均ゼロの独立増分過程であるという性質から導かれる。
ブラウン運動は、二次変分が有界かつ非ゼロの値をとる。ある時刻 T (> 0)までの二
次変分は以下で定義される。

⟨W⟩2,T = lim
n→∞

n−1∑
i=0

(
W i+1

n T −W i
nT

)2
.

この定義のとおり、二次変分は、一定期間を細かく時間分割したうえで確率過程の増分
の二乗を足し合わせていったものである。二次変分は微分可能な (標本)関数など、滑
らかに時間発展する場合はゼロであることが知られている。一方、ランダムに変動す
るブラウン運動については、二次変分は正の値となる。具体的には、上式は確率 1で T
に収束する。すわなち、

P
(
⟨W⟩2,T = T

)
= 1

が成り立つ。これは、ブラウン運動の定義 (iii)のVar
[
Wti −Wt j

]
= ti − t jから従う。

7以下の定義を満たす確率過程の存在は自明ではないため、数学的にはブラウン運動の存在は証明が
必要な事項である。ブラウン運動の存在証明については、たとえば、Karatzas and Shreve [1998] 2節を
参照。
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ロ 伊藤解析

ブラウン運動の最も大きな特長として、ブラウン運動に関する積分 (伊藤積分)を定義
できることが挙げられる。具体的には、被積分関数 h(s)に対する伊藤積分は以下のとお
り定義される。0 = s0 < s1… < sn = tを時間分割とし、ブラウン運動の増分Wsi+1 −Wsi

に h(si)の値をかけ合わせたうえで、足しあげていったものを考える (ただし、h(s)の値
はブラウン運動の増分の始期時点での値を用いる)。

n−1∑
i=0

h (si)
(
Wsi+1 −Wsi

)
.

ここで、時間分割を細かくしていった場合の極限を数学的に厳密に定式化することが
できる。このため、上式の収束先を伊藤積分∫ t

0
h(s) dWs = lim

n→∞

n−1∑
i=0

h (si)
(
Wsi+1 −Wsi

)
として定義できる。なお、この極限および収束の厳密な定式化は伊藤解析の中核であ
るが、正確な記述のためには多くの準備が必要となるため、数学的な詳細はここでは
割愛する8。伊藤積分に通常の積分項を加えた確率過程が、伊藤過程と呼ばれる。すな
わち、伊藤過程 Xtとは、

Xt = x +
∫ t

0
µ (s, Xs) ds +

∫ t

0
σ (s, Xs) dWs (3)

の形で表せる確率過程である。ここで、関数 µが Xsの趨勢的な挙動を、関数 σが Xs

の変動の激しさを表し、式 (3)の第二項、第三項は、それぞれドリフト項、ボラティリ

8この点を大まかに述べると以下のとおりである。まず、被積分関数である確率過程 hが単過程 (時間
区分的に定数となる確率過程 h(s) =

∑n−1
i=0 ai1{si≤s<si+1})の場合、区分的に定数となる区間に合わせて時間

分割を取ることで、伊藤積分を
∫ t
0 h(s)dWs =

∑n−1
i=0 h(si)

(
Wsi+1 −Wsi

)と自然に定義することができる。よ
り一般的な確率過程 hを被積分関数とする場合は、hを単過程の列で近似できるという事実を利用する。
hを近似する単過程の列をそれぞれ伊藤積分した列を考えると、この列も収束することが示せる。この
収束先が、より一般的な確率過程 hに対する伊藤積分として定義される。
このような近似・収束の議論を行う際には、被積分関数の集合と、その集合上でのノルム (距離)

を適切に定める必要がある。具体的には、被積分関数の集合として、二乗可積分確率過程空間 L2 ={
h(s) | E

[∫ t
0 h

2(s) ds
]
< ∞

}
を考えると、L2は、⟨h, g⟩ = E

[∫ t
0 h(s)g(s)ds

]
, h, g ∈ L2 を内積としてヒルベ

ルト空間 (内積が定義された完備なノルム空間)となることが知られている。ここで、ブラウン運動の定
義 (iii)、(iv)から、E

[(∑n−1
i=0 h (si)

(
Wsi+1 −Wsi

)) (∑n−1
i=0 g (si)

(
Wsi+1 −Wsi

))]
=

∑n−1
i=0 h (si) g (si) (si+1 − si) が成

り立つ。この結果から、伊藤積分により写された確率過程の集合も〈∫ t

0
h(s)dWs,

∫ t

0
g(s)dWs

〉
= ⟨h, g⟩ = E

[∫ t

0
h(s)g(s)ds

]
(2)

を内積とするヒルベルト空間になることを示せるため、上記のような単過程列の伊藤積分の極限の存在
を示すことができる。なお、(2)式は、ブラウン運動の二次変分の収束性 P

(
⟨W⟩2,T = T

)
= 1と対応して、

dWt · dWt = dtという形式的な計算が可能なことを表している (伊藤の公式)。
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ティ項と呼ばれる。また、式 (3)を微分形式で記述した方程式

dXs = µ (s, Xs) ds + σ (s, Xs) dWs, X0 = x

を確率微分方程式と呼ぶ。確率微分方程式により、ブラウン運動を基づき、より複雑な
モデル (たとえば、趨勢的な挙動やランダムな変動の激しさが変化するようなモデル)
が記述可能となる。なお、伊藤過程 Xtは、ブラウン運動と同様にマルコフ性を持ち、
マルチンゲール性とも深い関わりを持つ9。

(2) 非整数ブラウン運動
3節以降で述べるとおり、ボラティリティの挙動に関し、従来のブラウン運動および
伊藤過程では表現できない数理的事象が数多く観測されてきている。そのため、こう
した観測事実を表現可能なモデルの開発が進んできた。ブラウン運動および伊藤過程
では表現できないボラティリティに関する事象の代表例として、以下が挙げられる。

1. ブラウン運動は独立増分 (過去の増分と将来の増分が独立)だが、実証的にはボラ
ティリティは自己相関を持つ。

2. ブラウン運動の変動幅の分散は、時間幅に比例する (すなわち、Wtをブラウン運
動としたとき、V [Wt+∆ −Wt] = ∆)。一方、実証的には資産価格のボラティリティ
の時間発展はこの性質を満たさない10。

これらの性質を記述可能なブラウン運動の拡張として、非整数ブラウン運動というモ
デルが知られており、ボラティリティの確率的な変動を記述するモデルとしての利用
が試みられている11。非整数ブラウン運動とは、ブラウン運動と同様、その増分が正規
分布に従って時間発展するという性質をもつ。一方、ブラウン運動とは異なり、ハー
スト指数と呼ばれるパラメータを持っており、自己相関 (過去の増分と将来の増分が独
立でなく、相関が存在)を表現できる確率過程である。
確率過程 BH =

{
BH
t | t ≥ 0

}
が、ハースト指数 H ∈ (0, 1)の非整数ブラウン運動である

9伊藤積分 Yt =
∫ t
0 σ(s) dWsは、マルチンゲール性を持つ。逆に、マルチンゲール性を持つ連続な確率

過程は伊藤過程で表現できることが知られている。よく知られているとおり、マルチンゲール性は、無
裁定や複製といったデリバティブの価格付け原理の定式化において、中核的な役割を果たしている。ま
た、マルコフ性は、実用上の価格・リスク量計算の数値計算を可能とするために極めて重要な性質であ
る。

10ブラウン運動によるモデリングの場合、日次データの分散は週次データの分散の 1/5となる。一方、
高頻度データの分散と低頻度データの分散を比べた場合、ブラウン運動が示唆する以上に、高頻度デー
タの変動が激しいことが明らかになってきている。

11なお、ボラティリティではなく、原資産の確率過程としては、引き続き、非整数ブラウン運動では
なく、ブラウン運動や伊藤過程などを用いたモデリングが主流である。
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とは、以下の性質を満たすことと定義される。

( i )初期値が 0 : P
(
ω | BH

0 = 0
)
= 1,

(ii)見本路 (サンプル・パス)が連続：P (ω
∣∣∣ lims→t BH

s (ω) = BH
t (ω)

)
= 1,

(iii)任意の時刻 0 < s < tに対し、増分 BH
t − BH

s ∼ N
(
0, (t − s)2H

)
,

(iv)増分が正規分布に従う：時刻 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tk < ∞に対し、
BH
t1 − BH

t0 , B
H
t2 − BH

t1 , . . . , B
H
tk − BH

tk−1が、正規分布に従う。

(4)

すなわち、ブラウン運動の定義 (1)(iii)を、(4)(iii)で置き換えたものである。ここで、
H = 1/2のとき、非整数ブラウン運動はブラウン運動となる、すなわちWt = B1/2

t で
ある。
ブラウン運動とは異なり、(H , 1/2のとき)非整数ブラウン運動の増分は独立ではな
い。とくに、ハースト指数Hの値に対応して以下の関係が成り立つ12。s1 < t1 < s2 < t2
に対し、 

H ∈
(
0, 12

)
⇒ E

[(
BH
t1 − BH

s1

) (
BH
t2 − BH

s2

)]
< 0,

H = 1
2 ⇒ E

[(
BH
t1 − BH

s1

) (
BH
t2 − BH

s2

)]
= 0,

H ∈
(
1
2 , 0

)
⇒ E

[(
BH
t1 − BH

s1

) (
BH
t2 − BH

s2

)]
> 0.

すなわち、H < 1/2のとき増分が負の自己相関を持ち、H > 1/2のとき増分が正の自己
相関を持つ。このことからわかるとおり、H , 1/2のとき、非整数ブラウン運動は、マ
ルチンゲールでもマルコフ過程でもない。また、自己相似性 (a > 0に対し、BH

at ∼ aHBH
t )

や、定常増分性 (BH
t+s − BH

s ∼ BH
t )が成り立つことも知られている。

さらに、(4)( i )、(iii)から、BH
t の標準偏差の時間発展に関し以下が成り立つ。√

V
[(
BH
t
)2]
= tH. (5)

すなわち、標準偏差の時間発展が、時間のH乗となる。これは、ブラウン運動 (H = 1/2)
の場合、標準偏差がルート t倍で増大する「ルート t倍法」の一般化である。
この事実は、ハースト指数 H < 1/2の非整数ブラウン運動は、短時間での変動が激

しい確率過程 (ラフな確率過程)であることを意味する。すなわち、ある時点 tでの値は

12(4)(iii)から、s, t > 0に対し、E
[
BH
t B

H
s

]
= 1

2E
[(
BH
t

)2
+

(
BH
s

)2 − (
BH
t − BH

s

)2]
= 1

2

(
t2H + s2H − |t − s|2H

)
が成り立つ。この関係式を用いて、

E
[(
BH
t1 − BH

s1

) (
BH
t2 − BH

s2

)]
=

1
2

(
(t2 − s1)2H − (t2 − t1)2H − (s2 − s1)2H + (s2 − t1)2H

)
と変形できる。ここで、a1 = t2 − s1, a2 = t2 − t1, b1 = s2 − t1, b2 = s2 − s1 とすると、a1 + b1 = a2 + b2 =
(t2 − t1) + (s2 − s1) > 0および a1 > a2, b2 > b1 が成り立つ。 f (x) = x2H とすると、 f は H < 1/2のとき上
に凸、H > 1/2のとき下に凸であることから、以下の関係式が従う。

E
[(
BH
t1 − BH

s1

) (
BH
t2 − BH

s2

)]
=

f (a1) + f (b1)
2

− f (a2) + f (b2)
2


< 0 (H < 1/2) ,
= 0 (H = 1/2) ,
> 0 (H > 1/2) .
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ブラウン運動同様、正規分布に従うが、早い時点 (tが小さい場合)の正規分布の標準偏
差が、ブラウン運動のケース対比、大きい (図 1)。

図 1: 非整数ブラウン運動のサンプル・パスの広がり

非整数ブラウン運動は、H < 1/2のとき短時間での変動がブラウン運動より激しい、
すなわちサンプル・パスがラフな (荒い)挙動を示すのに対し、H > 1/2のときは変動
が穏やかで、すなわちサンプル・パスがブラウン運動対比ではスムーズな (滑らかな)
挙動をする (図 2)。

図 2: 異なる Hでの非整数ブラウン運動のサンプル・パス

なお、ラフ性は、一般には「パス」(時刻でパラメータ付けられた関数)のヘルダー連
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続性を用いて定義される概念である。ヘルダー連続性は、サンプル・パスの正則性 (ど
の程度パスが変動するか)を表すものであり、「ラフ」という言葉の由来となっている。
ハースト指数Hの非整数ブラウン運動は (H − ε)−ヘルダー連続であることが知られて
いるため、ハースト指数は非整数ブラウン運動のヘルダー連続性を表す指数とみるこ
とができる13。
また、これらと類似した性質として、式 (5)から、ブラウン運動の場合は、二次変分
が収束したのに対し、非整数ブラウン運動では、1/H次変動の有界性

⟨B⟩1/H,T = lim
n→∞

n∑
i=1

(
BH

i
nT
− BH

i−1
n T

)1/H
, P

(
⟨B⟩1/H,T = T

)
= 1

が成り立つ14。
また、非整数ブラウン定義は、極を持つ被積分関数の伊藤積分 (リーマン・リュービ
ル型の伊藤積分)により表される (Levy [1953], Mandelbrot and Van Ness [1968])。すな
わち、

BH
t =

1
CH

(∫ t

0
(t − s)H−

1
2 dWs +

∫ 0

−∞

(
(t − s)H−

1
2 − (−s)H− 1

2
)
dWs

)
(6)

と表現できる。ただし、CH =

(∫ ∞
0

(
(1 + s)H−

1
2 − sH−

1
2

)2
ds + 1

2H

) 1
2 である。(6)は、ブラ

ウン運動の過去の履歴を含めた伊藤積分を考えると、非整数ブラウン運動の時系列相
関構造 (4)(iii)を記述できることを意味する。実際、

E
[(
BH
t − BH

s

)2]
=

1
C2

H

E
(∫ ∞

−∞
(max{t − u, 0})H− 1

2 − (max{s − u, 0})H− 1
2 dWu

)2
=

1
C2

H

E
[∫ ∞

−∞

(
(max{t − u, 0})H− 1

2 − (max{s − u, 0})H− 1
2
)2

du
]

= (t − s)2H

と変形できる。この計算からもわかるとおり、(6)式右辺の第一項 B̃H
t =

∫ t

0
(t−s)H−1/2 dWs

が、時系列相関構造 (4)(iii)を表現するためのブラウン運動の加重和であり、B̃H
t は、リー

マン・リュービル型の伊藤積分15と呼ばれる。4節で後述するとおり、デリバティブの
価格付けにおいては、非整数ブラウン運動自体ではなく、リーマン・リュービル型ウィ
ナー積分 B̃H

t を用いてボラティリティをモデル化することが多い。

13確率過程 {BH
t | t ≥ 0}が (H − ε)-ヘルダー連続であるは、連続な修正 {B̃H

t | t ≥ 0}で、任意の ε > 0に
対しある確率変数Gε が存在し、B̃H

t − B̃H
s ≤ Gε|t − s|H−ε を満たすものが存在することと定義される。

14そのため、伊藤積分と同じアプローチで、非整数ブラウン運動に関する積分を定義することを試み
ると、ブラウン運動の場合と異なり、伊藤の公式 (dWt · dWt = dt)に相当する形式的な計算ができない。
すなわち、伊藤積分の定式化は、ヒルベルト空間における対称性や内積構造に依拠している一方、非整
数ブラウン運動に関する積分を定義するためには、対称性や内積構造を有さないバナッハ空間での議論
が必要なことを意味する。なお、非整数ブラウン運動に関する積分を定義する別のアプローチとして、
近年ラフパス理論 (Lyons [1998])が発展中である。たとえば、Bayer et al. [2020]では、2014年にフィー
ルズ賞を受賞した正則性構造理論によるラフ・ボラティリティ・モデルの分析が論じられており、将来
的には、ラフ・ボラティリティへの更なる応用が展望される。

15リーマン・リュービル積分とは、通常のリーマン積分に対して定義される。これらの研究は、ライ
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3 ヒストリカル・ボラティリティのラフ性の観測
本節では、まず 3.(1)節でボラティリティ研究の重要性を整理したうえで、HVを中
心に計量ファイナンス分野におけるボラティリティ研究の発展の経緯を概観する16。次
に、3.(2)節では、ラフ・ボラティリティ研究における最重要論文の一つであるGatheral
et al. [2018]の概要を解説する。この論文は、様々な金融資産の高頻度データから観察
される実現ボラティリティの時系列の「ラフ性」を実証的に報告した論文であり、ボ
ラティリティに関する計量ファイナンス研究において画期的な論点を提示した論文で
ある。そのうえで、3.(3)節で、Gatheral et al. [2018]の後続論文によるラフ・ボラティ
リティ研究に関する論文を紹介する。

(1) 計量ファイナンスにおけるHV研究の歴史
イ ボラティリティ研究の重要性

ファイナンス研究における主要な研究テーマとして、金融資産価格に不確実性が存
在するもとでの最適な投資行動や資産価格形成メカニズムの分析が挙げられる。たと
えば、Markowitz [1952]の平均分散ポートフォリオ理論においては、最適ポートフォリ
オの投資ウェイトは、各銘柄の期待収益率と分散共分散行列から定まる。また、代表的
な資産価格評価モデルである資本資産価格モデル (Capital Asset Pricing Model; CAPM)
では、代表的な投資家が平均分散ポートフォリオを選択するとの仮定のもと、個別銘
柄の期待収益率が、その銘柄の収益率と市場ポートフォリオの収益率との共分散で説
明される (Sharpe [1966], Lintner [1965], Mossin [1966])。
このように、ファイナンス研究においては、金融資産収益率の確率分布のモーメン
トが重要な役割を果たすことから、計量ファイナンス分野を中心に、資産価格変動の
モーメントの時系列分析やモデル化が主要な研究テーマとして発展してきた。なかで
も、収益率の二次のモーメントであるボラティリティ (標準偏差・分散)に関する研究
は、一次のモーメントである期待収益率以上に多くの研究が蓄積している。
このように、ボラティリティに関する研究が期待収益率に関する研究以上に進展し
てきた背景には、いくつかの理由がある。第一の理由は、期待収益率の推計が非常に困
難な一方、ボラティリティはデータの利用可能性の進展や計量的手法の発展により推

プニッツの時代 (15∼16世紀)にさかのぼる。関数 f に対し、λ階のリーマン・リュービル積分とは、

Iλ f =
1
Γ(λ)

∫ t

0
(t − s)λ−1 f (s) ds

と定義されるもので、これは、通常の整数階のリーマン積分を、非整数階に拡張したものである。これ
が、「非整数」という言葉の由来である。

16計量ファイナンス分野におけるボラティリティ研究の概要および詳細については、渡部 [2000]、
Takahashi et al. [2023]などを参照。
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計精度を高められる点である。たとえば、Merton [1980]は、観察される資産価格に計
測誤差がないという仮定のもとでは、より高頻度のデータが利用可能になるほど、ボラ
ティリティをより正確に推計できることを示している。同時に、期待収益率について
は、たとえ高頻度データが利用可能だとしても、正確な推計が難しいことを指摘して
いる。また、期待収益率は確率的に大きな変動を示すものであり、ヒストリカル・デー
タからの推計は困難を伴うことが知られている (たとえば、Martin [2017])。このような
理論的背景のもと、推計や予測が相対的に容易なボラティリティに焦点を絞った研究
が多くみられてきた17。
第二の理由として、リスク管理におけるボラティリティの重要性が挙げられる。リ
スク計測・分析において重要となるのは、市場の急変時などにおける価格変動の大きさ
である。このことは、資産価格変動の大きさを表すボラティリティ (および、確率分布
の裾の形状を表すより高次のモーメント)の計測が、リスク管理上重要であることを示
している。関連して、数理ファイナンス・金融工学が取り扱うデリバティブの価格付
けやリスク管理の分野では、ボラティリティが重要なモデリング対象である一方、期
待収益率の推計値は不要である。詳細については、4節を参照されたい。
このほか、ファイナンス分野にとどまらず、マクロ経済学分野においても、不確実
性が実体経済活動に対して負の影響を及ぼすことが多くの研究で示されている (たとえ
ば、Bloom et al. [2007] など)。このため、オプション価格から算出されるボラティリ
ティ指標であるVIX指数や日経平均ボラティリティ・インデックスなどが、不確実性
を表す指標としてマクロ経済分析でも多く利用されているほか、様々な種類の不確実
性指標を構築する研究がみられている (Bloom [2009]; Baker et al. [2016]; Dew-Becker
et al. [2021],篠原ほか [2020]など)。
以上のように、ボラティリティは様々なファイナンス分野・経済学分野において非
常に重要な変数である。このため、計量ファイナンス分野では、実際に観察される資
産価格のヒストリカル・データから計測された HVを分析対象として、その時系列特
性の分析が進められてきた。そして、それらの時系列特性を表現する離散時間モデル
の構築や、ボラティリティの予測精度の向上などが目指されてきた。HVに関する多く
の研究が指摘するボラティリティ変動の代表的な特徴としては、「ボラティリティの持
続性 (ボラティリティ・クラスタリング)」、「レバレッジ効果」、「長期記憶性」が挙げら
れる。以下では、これらの特徴に関する研究発展の経緯や関連論文を紹介する。

ロ HVの持続性とレバレッジ効果

金融資産の収益率データに関する分析からは、収益率そのものの自己相関はほぼゼ
ロで、ランダムに変動することが知られてきた一方、収益率の絶対値や二乗の系列につ
いては、非常に長い正の自己相関があることが昔から知られてきた (Mandelbrot [1963];

17たとえば、最適ポートフォリオに関する実証研究では、平均分散ポートフォリオではなく、共分散行
列の情報のみを利用した最小分散ポートフォリオを対象とした研究が多くみられている (Michaud [1989],
Best and Grauer [1991], Jagannathan and Ma [2003]など)。これは、推計誤差が非常に大きい期待収益率
の推計値を用いて平均分散ポートフォリオを構築した場合の実証的なデメリットが、期待収益率の情報
を活用して平均分散ポートフォリオを構築するという理論的なメリットを大きく上回るためである。
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Fama [1965]; Ding et al. [1993]など)。収益率の絶対値や二乗は、資産価格変動の大きさ
を表す系列であることから、この事実は資産価格のボラティリティに強い自己相関や持
続性があることを示している。この現象は、「ボラティリティ・クラスタリング」と呼
ばれている。ボラティリティの持続性を表現する時系列モデルとしては、1980年代以
降、金融資産の分散を自己回帰モデルによって表現するモデルが発展していった。ま
ず、Engle [1982]は、ARCH (autoregressive conditional heteroskedasticity)モデルを提案
した。ARCHモデルでは、ボラティリティが、過去の資産価格のノイズの二乗に関する
自己回帰モデルで表される18。さらに、Bollerslev [1986]は、ARCHモデルを拡張して、
ボラティリティが、ARCHモデル項に加えて自己ラグにも依存するGARCH (generalized
autoregressive conditional heteroskedasticity)モデルを提案している。これらの時系列モ
デルは、シンプルながら観察されるデータへのフィットや予測精度が良好であり、HV
の時系列特性分析における基礎的なツールとなってきた。
ボラティリティの持続性とともに著名かつ重要な特性として、株価指数のリターン
とそのボラティリティの間に負の相関があることが挙げられる。この特性は、株価下
落時にボラティリティが上昇する傾向にあることを意味しており、一般に「レバレッ
ジ効果」と呼ばれる19。レバレッジ効果が存在するもとでは、資産価格の確率分布は下
落方向に広い裾を持つ。このため、レバレッジ効果を適切に表現できるモデルを利用
することは、リスク管理やポートフォリオ構築などの観点から重要である。GARCH型
のモデルを拡張して、レバレッジ効果を表現したモデルとして、Nelson [1991]による
exponential GARCHモデルや、Glosten et al. [1993]によるGJRモデルなどがある。

ハ 長期記憶性

ボラティリティ変動の特性のうち、多くの計量ファイナンス研究では、金融資産価格
変動が「長期記憶性」を持つことを指摘している20。たとえば、前述のDing et al. [1993]
は、日次収益率の絶対値の時系列が、10年程度という極めて長いラグを取った場合で
も有意な正の自己相関を示すことを報告している。この特徴は、自己相関関数 (ラグの
次数の関数として自己相関を示したもの)が、緩やかに減少していくことを意味する。
一方、上述のGARCH型のモデルは、自己相関関数が指数的に減衰していくことから、
長期記憶性を表現できないという制約があった。このため、長期記憶性を持つ時系列

18ARCH型のボラティリティ・モデルの概要については、Hamilton [1994]の 21章、Poon and Granger
[2003]、渡部 [2000]などを参照。

19株価下落時には、当該企業のレバレッジが上昇することで当該株式のリスク度や当該株価のボラティ
リティが上昇する、という解釈に基づいた呼称。Black [1976]や Christie [1982]を参照。なお、実際には
レバレッジ以外の要因もリターンとボラティリティの負の相関に寄与していることが知られている (Wu
[2001]; Avramov et al. [2006])。

20長期記憶性の存在は、水文学等の領域においては、ハースト指数の名前の由来である Hurst [1951]
による水流の時系列の研究を含め、古くから研究が進められていた。経済学においては、Granger [1966]
や Nerlove [1964]が主要なマクロ経済変数のスペクトル分析を行い、低周波領域の値が大きい (すなわ
ち、長い周期の変動要因の寄与が大きい)ことを指摘している。また、Haubrich and Lo [1991]や Sowell
[1992]などが、長期記憶性を持つ時系列モデルであるARFIMAモデルに基づいてマクロ経済変数の分析
を行っている。長期記憶性の理論や研究史については、矢島 [2003]が非常に詳しい。また、Baillie [1996]
によるサーベイも参考となる。

14



モデルに基づいたボラティリティのモデル化に関する研究が、とくに 1990年代以降、
活発にすすめられた。
長期記憶性を表現する代表的な離散時間モデルとしては、autoregressive fractionally

integrated moving average (ARFIMA、自己回帰実数和分移動平均)モデルが挙げられ
る (Granger [1980], Granger and Joyeux [1980], Hosking [1981])。ARFIMAモデルは、
ARIMAモデルの拡張となっている。たとえば、最も単純な 1次の和分モデルである
ARIMA(0, 1, 0)モデルは、一階の差分を取るとノイズ項と等しくなる21。すなわち、L
をラグ・オペレータ (LXt = Xt−1)とした場合、(1 − L)Xt = εt と表せる。ARFIMAモ
デルは、この差分の次数を実数に拡張したものであり、d-次のARFIMAモデルである
ARFIMA(0, d, 0)は (1 − L)dXt = εt と表される。ただし、この左辺は、以下のとおり形
式的に定義される。

(1 − L)d Xt = Xt − dXt−1 +
d(d − 1)

2
Xt−2 − · · · .

ARFIMAモデルは、−1/2 < d < 1/2のとき定常過程となる。また、0 < d < 1/2のと
き、自己相関関数は、ラグの次数 kについて、k2d−1のオーダーで減衰していくほか、以
下の性質を満たす。

lim
n→∞

n∑
j=−n

∣∣∣ρ j

∣∣∣ = ∞.
この性質は、自己相関関数の減衰が緩やかであることを意味しており、長期記憶性の
一つの定義となっている。一方、ARMAモデルなどでは、上記の自己相関関数の絶対
値の総和は有限となる。このように、0 < d < 1/2の時、ARFIMAモデルは、ARMAモ
デルのような定常かつ長期記憶性を示さない I(0)過程と、ランダム・ウォークのよう
な非定常 I(1)過程の間に位置する時系列モデルととらえることができる。
本論文の主題であるラフ・ボラティリティや非整数ブラウン運動との関係で重要な
点として、ARFIMA(0, d, 0)過程は、ハースト指数 Hが H = d + 1/2の FGN (fractional
Gaussian noise)モデルと同様のべき指数で、自己相関が減衰していくことである。た
だし、FGNモデルは、非整数ブラウン運動の差分として定義される離散時間モデル
である (矢島 [2003])。このように、長期記憶性を持つ離散時間の時系列モデルである
ARFIMA(0, d, 0)(0 < d < 1/2)は、ハースト指数が 1/2より大きい非整数ブラウン運動
と密接にかかわっている。
GARCHモデルに長期記憶性を加えた初期の研究 としては、Baillie et al. [1996] に

よる、fractionally integrated generalized autoregressive conditional (FIGARCH) モデル
や、Bollerslev and Mikkelsen [1996]による fractionally integrated exponential generalized
autoregressive conditional (FIEGARCH) モデルがある。また、Breidt et al. [1998]が長
期記憶性を持つ離散時間の確率的ボラティリティ・モデルを提案しているほか、連続
時間モデルでは、Comte and Renault [1996]、Comte and Renault [1998]、Cheridito et al.
[2003]、 Comte et al. [2012]などが非整数ブラウン運動を利用することで、長期記憶性

21一般に、ARIMA(p, d, q)モデルは、p次の自己回帰項、q次の移動平均項をもつ d次の和分モデルで
ある。なお、d次の和分モデルは d回差分を取ることで定常過程となるもので、I(d)過程と総称される。
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を考慮したモデルを提案している。これらの研究では、長期記憶性を表現することか
ら、離散時間モデルにおいては実数和分パラメータ dが 0 < d < 1/2のARFIMAモデ
ル、連続時間モデルにおいてはハースト指数 Hが 1/2よりも大きな非整数ブラウン運
動を用いて分析している。

ニ 実現ボラティリティ

上述の研究の多くを含む初期の計量ファイナンス研究においては、データ制約の関
係などから、主に日次以上の頻度の資産価格データが利用されてきたが、1990年代後
半以降は、日中の資産価格変動をとらえた高頻度データの利用可能性が広がってきた。
このデータ利用可能性の拡大は、以下で述べるとおり、理論・実証の両面で計量ファ
イナンス研究の進展を促すこととなった。
日中の資産価格データが利用可能な場合、たとえば、ある１営業日の中での５分足
の資産価格変化率の時系列データから、その日の日次ボラティリティを算出すること
が可能になる。このように、高頻度の資産価格データから算出されたボラティリティ
は「実現ボラティリティ (realized volatility)」と呼ばれ、現在の計量ファイナンス研究
における標準的な HVの指標となっている。実現ボラティリティは、具体的には以下
のとおり算出される22。

RV (t, t + 1, π) =
n−1∑
i=0

(
log S si+1 − log S si

)2 .
ただし、S tは原資産価格であり、πは期間 [t, t + 1]の分割 t = s0 < s1 <… < sn = t + 1
である。たとえば、実現ボラティリティを 5分足データ (すなわち si+1 − siが 5分に相
当)から算出するといったことが考えられる。
このように定義される実現ボラティリティは、理論的に好ましい性質を持つことが

Andersen et al. [2001]、Andersen et al. [2003]、Barndorff-Nielsen and Shephard [2002]な
どによって詳しく分析されている。後ほど詳しく解説するGatheral et al. [2018]とも密
接に関連することから、ここで簡単に説明を加えたい。
連続時間モデルにおいては、時変ボラティリティを持つ原資産価格は、一般に以下
のような確率微分方程式であらわされる (記法については、2節を参照)23。

dS t

S t
= µt dt + σt dWt.

ここで、σtは時刻 tにおける瞬間的ボラティリティ (instantaneous volatility)を表す。上
述のボラティリティに関する観察事実のとおり、瞬間的ボラティリティは確率的に変

22この実現ボラティリティの定義 (および、後ほど定義する累積ボラティリティ)は、ボラティリティ
(標準偏差)ではなくバリアンス (分散)に相当するものだが、計量ファイナンス分野の慣例にしたがって、
本論文でも実現 (累積)ボラティリティと呼ぶこととする。

23Andersen et al. [2001]などでは、資産価格過程を一般のセミマルチンゲール過程としている。本論
文では、簡単のためジャンプ過程は捨象する。ジャンプ項が存在する場合の実現ボラティリティの性質
や一致推計量については、Barndorff-Nielsen and Shephard [2004]を参照。
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動するため、σt(または、その対数値)は別の確率微分方程式によってあらわされるこ
とが多い。このような資産価格に関する確率過程が与えられたとき、ある期間 [t, t+∆]
における「累積ボラティリティ (integrated volatility)」を次のとおり定義する。∫ t+∆

t
σ2

s ds.

このとき、実現ボラティリティは、時間分割 πを細かくしていった場合 (すなわち、よ
り高頻度の日中データを用いて実現ボラティリティを算出した場合)、累積ボラティリ
ティに確率収束することが示される。この収束は、非常に広範なσt の定式化のもとで
成立する。たとえば、σtは伊藤過程やマルコフ過程である必要はなく、非整数ブラウ
ン運動などのケースでも成立する。このように、実現ボラティリティは、特定のモデ
ルによらずにデータから容易に算出が可能であるうえに、上述の累積ボラティリティ
への収束を弱い条件のもとで示すことが出来るという理論的に望ましい点もあること
から、とくに 2000年代以降のボラティリティ研究では実現ボラティリティの利用がベ
ンチマークとなっていった24。
実現ボラティリティも長期記憶性を持つことが知られており、上述のARFIMAモデ
ルを用いた分析が多くみられた (このほか、unobserved componentsモデルと呼ばれる状
態空間モデルに基づくアプローチも存在している。たとえば、Nagakura and Watanabe
[2015]を参照)。もっとも、近年では、実現ボラティリティの変動を表すモデルには、
Corsi [2008]が提案した HAR (Heterogeneous Autoregressive)モデル、およびその派生
形が多く用いられている。HARモデルは、日次の実現ボラティリティを、自己ラグや
週次・月次頻度で計測した過去の実現ボラティリティといった複数のデータ周期の実現
ボラティリティから予測するモデルである。シンプルなモデル構造であり、長期記憶
性を持たないモデルであるが、日次の実現ボラティリティに関する予測力の高さから
広く利用されている。HARモデルについても、GARCHモデルなどと同様、レバレッ
ジ効果を考慮した非対称HARモデル (たとえば、Ubukata and Watanabe [2014], Bekaert
and Hoerova [2014])や、資産価格過程のジャンプを考慮したHAR-CJモデル (Andersen
et al. [2007])などが提案されている25。
最後に、ズンバック効果 (Zumbach effect)と呼ばれる、実現ボラティリティと資産価
格変化率の相関関係に関する実証的な性質について述べる (Blanc et al. [2017]; El Euch
et al. [2020])。まず、日次の累積バリアンスと資産価格変化率の二乗との相互相関関数
を下記のとおり表記する。

C̃2(τ) = E
[(
σ2

t − E
[
σ2

t

])
r2t−τ

]
.

さらに、以下の time-reversal asymmetry (TRA)と呼ばれる指標を導入する。

Z(τ) = C̃2(τ) − C̃2(−τ), τ > 0.

24日本を対象とした分析としては、たとえば渡部、佐々木 [2006]などを参照。
25HAR型のモデルに関するより詳細なサーベイとしては、渡部 [2020]を参照。
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すなわち、TRAは資産価格変化率の二乗に対してボラティリティを先行させた場合の
共分散と、ボラティリティに対して資産価格変化率の二乗を先行させた場合の共分散
の差を計測したものである。実現バリアンスを累積バリアンスの推計値として、TRA
を算出した場合、多くの金融時系列において TRAが正の値となることが、ズンバック
やその共著者らによる一連の研究によって指摘されてきた (Zumbach and Lynch [2001],
Lynch and Zumbach [2003], Zumbach [2004], Zumbach [2009]など)。一方、標準的な連
続時間のボラティリティ・モデルでは、TRA指標が (ほぼ)0となることが理論的に示
される。このことは、標準的なモデルではズンバック効果を表現することができない
ことを意味する。近年のラフ・ボラティリティに関する研究からは、ラフ・ボラティ
リティ・モデルによってズンバック効果を表現可能であるという結果が得られている。
この点は 4節で詳しく解説する。

(2) Gatheral et al. [2018]の概要
以上でみてきたとおり、金融資産価格の時系列のボラティリティに関する理論的・実
証的研究には長年の蓄積があり、長期記憶性を中心とした観察されるデータの時系列
特性を表現するモデルの構築が進んできたほか、近年では日中データを基に算出され
る実現ボラティリティを基礎とした分析枠組みの発展が進んできた。この間、2000年
代には、IVの観察からラフ性の必要性を示唆する研究の進展がみられた (詳細は 4節を
参照)。こうした研究による問題意識のもと、2014年にワーキングペーパー版が公表さ
れたGatheral et al. [2018]は、実現ボラティリティのラフ性を分析した。その結果、株
価指数などの実現ボラティリティがラフ性を有することを指摘し、大きな注目を集め
た。以下では、当該論文の概要を解説する。
Gatheral et al. [2018]は、さまざまな金融資産に対して、日中データから算出される

実現ボラティリティのデータを用いて、そのパス (計測された実現ボラティリティの時
系列)のラフ性の指標Hを推計している。このラフ性の指数は、非整数ブラウン運動の
ハースト指数に対応するもので、H < 1/2のとき、実現ボラティティの変動はブラウン
運動対比、ラフなものとなる。以下、本節では、非整数ブラウン運動のハースト指数
の推計を念頭に、ラフ性の議論を行う26。
2.(2)節でみてきたとおり、ボラティリティがハースト指数 H , 1/2の非整数ブラウ

ンに従う状況のもとで、ボラティリティの変動幅を計測する間隔∆を変化させた場合、
その標準偏差はいわゆる「ルート t倍法」を満たさない。より具体的には、実現ボラ
ティリティの対数値がハースト指数Hの非整数ブラウン運動に従う場合、2(2)節の (4)(i
ii)から、実現ボラティリティの変分の絶対値に関して、以下の式が成り立つ。ただし、
qはべき乗を表す非負実数であり、下式左辺は実現ボラティリティの変分の (一般化し

262.(2)節で述べたとおり、ラフ性はパスのヘルダー連続性によって定義されるため、ボラティリティ
が非整数ブラウン運動以外の確率過程に従う場合でも定義・計測が可能である。もっとも、多くのラフ・
ボラティリティ研究が、非整数ブラウン運動を念頭に置いた分析を行っていることを踏まえて、説明の
簡単化のため、本論文でも非整数ブラウン運動のハースト指数の推計を念頭に置いて説明する。
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た)モーメントに相当する。

E
[∣∣∣logσt+∆ − logσt

∣∣∣q] = Kq∆
qH. (7)

ここで、両辺の対数を取ると、log
(
E

[∣∣∣logσt+∆ − logσt

∣∣∣q]) = 定数 + qH log(∆)となる。
この関係が成立する場合、qを固定したうえで様々な間隔∆について上式の左辺の期待
値を算出し、∆について両対数プロットした場合、傾きが qHの直線状にプロットされ
ることが予想される。
Gatheral et al. [2018]は、上式左辺の期待値を標本平均に置き換えてこの予想を実証的

に分析している。具体的には、DAX先物、ドイツ国債先物、S&P 500指数、NASDAQ指
数について、5分足データから算出された日次の実現ボラティリティを利用して、(7)式を
検証している。検証にあたっては、5つの異なるq (q = 0.5, 1, 1.5, 2, 3)と、∆ = 1日～1年
について、上式左辺に対応する標本平均値の対数を算出したうえで、それぞれの qに
ついて左辺を log∆に回帰することで、まず qHを推計している。さらに、qHを qに回
帰することでハースト指数 Hの推計値を得ている。その結果、4つの資産ともハース
ト指数はおおむね 0.1程度 (0.082 ∼ 0.142)と安定的に推計されたほか、上記の各回帰式
のフィットも極めて良好であることが分かった。このように、ハースト指数が安定的
に 1/2未満の値で推計されていることは、これらの資産価格のボラティリティが、ラ
フな確率変動を示している可能性を示唆している。
次に、Gatheral et al. [2018]は上記の実証的発見と整合的な性質を持つモデルとして、

Rough Fractional Stochastic Volatility(RFSV)モデルを提案している。RFSVモデルでは、
瞬間的ボラティリティは、確率過程 Xtを用いて、σt = exp (Xt)と表される。ただし、Xt

は、fractional Ornstein-Uhlenbeck (fOU)過程と呼ばれる、以下の確率過程である。

dXt = νdBH
t − α (Xt − m) dt

ここで、BH
t はハースト指数 Hの非整数ブラウン運動、ν, α,mは定数パラメータであ

る。また、短いタイムスケールにおいて、平均回帰項 (上式の dt項)の寄与が無視でき
るくらい、平均回帰速度パラメータ αが小さいことを仮定している。fOU過程は定常
過程であるが、この αに関する仮定のもとでは、局所的には Xtが非整数ブラウン運動
のように振る舞うことが示されている (数学的な意味については Gatheral et al. [2018]
の proposition 3.1などを参照)。非整数ブラウン運動や RFSVモデルが、Gatheral et al.
[2018]における実証的な発見と整合的になるためには、RFSVモデルの中の非整数ブラ
ウン運動のハースト指数が 1/2未満である必要がある。逆に、Gatheral et al. [2018]は、
H > 1/2となるComte and Renault [1998]型の長期記憶モデルでは、計測される実現ボ
ラティリティの変分の挙動にフィットしないことを報告している。
また、Gatheral et al. [2018]は RFSVモデルに基づいたボラティリティ予測の精度に
ついて、ARモデルやHARモデルなどの既存のモデルとの比較を行っている。その結
果、ほぼすべての株価指数およびボラティリティ計測ホライズンにおいて、RFSVモデ
ルはARやHARモデル以上の予測精度を示すとの結果を報告している。また、RFSV
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モデルをボラティリティ予測に用いる場合、ハースト指数 Hの推計値のみあれば十分
なことを示している27。そのうえで、ARやHARモデルよりも圧倒的に推計が必要な
パラメータが少ないことを踏まえると、RFSVモデルはボラティリティ予測モデルとし
て、非常に大きな実用上の優位性を持っていると主張している28。
以上の、Gatheral et al. [2018]が報告した「ラフなボラティリティ」に関する結果は、

研究者や実務家から注目を集めることになった。その要因の一つとして、3.(1).ハ節で
紹介した長期記憶性を持つボラティリティ・モデルとの関連がある。たとえば、長期記
憶性をもつ連続時間のボラティリティ・モデルとしては、fractional stochastic volatility
(FSV)モデル (Comte and Renault [1998]など)が利用されてきたが、FSVモデルにおけ
るハースト指数は 1/2よりも大きい値に設定する必要があったことから、Gatheral et al.
[2018]による報告結果との関係性について、強い学術的関心を呼ぶこととなった。ま
た、ボラティリティ予測の文脈でも優位性を示唆する結果が報告されたほか、4節で詳
述する IVに関する実証的・理論的な性質とラフ・ボラティリティの関係に関する研究
進展と相まって、実務家からも関心を集めることとなった。

(3) HVのラフ性に関する近年の研究動向
イ 実現ボラティリティの計測誤差とハースト指数の推計

Gatheral et al. [2018]の分析に関する後続研究では、主に 2つの論点についての議論が
発展している。第一の論点は、ハースト指数の推計手法に関する研究である。Gatheral
et al. [2018]では、5分足データから算出された日次実現ボラティリティをインプット・
データとして、(7)式に関する回帰分析によってハースト指数を算出している。この際、
日次実現ボラティリティの計測誤差については考慮されておらず、インプット・デー
タが真のボラティリティ指標であることが (暗黙に)仮定されている。
もっとも、離散的にサンプリングされた資産価格を用いて算出される実現ボラティリ
ティは、真の瞬間的ボラティリティσtやその一定期間での累積値である累積ボラティ
リティ

∫
σs dsと異なる29。このように、実現ボラティリティは、計測誤差を含みうる

ものであり、このような計測誤差を含むデータをインプットとして単純な推計を行った
場合、ハースト指数の推計値にバイアスが生じる可能性がある。実際、Fukasawa et al.

27RFSVモデルには、ハースト指数以外にも平均回帰パラメータ αや、そのほかのパラメータが含ま
れる。もっとも、前述のとおり、短いタイムスケールでは平均回帰項を捨象してもよいことから、αは
ボラティリティ予測式に現れないほか、そのほかのパラメータについても、予測式の算出過程で打ち消
しあうことが Gatheral et al. [2018]で示されている。

28なお、Gatheral et al. [2018]では各モデルの予測精度の数値を単純比較しただけで、統計的に有意な
精度差があるかまでは検証していない点に留意が必要である。この点、Wang et al. [2023a]は、Diebold
and Mariano [2002]検定や、Hansen et al. [2011]の model confidence setなどに基づいて、ラフ性を考慮
したモデルと HARモデルなどとの予測精度の比較を行っており、ラフなモデルである fOU過程が有意
に高い予測力をもつと報告している。このほか、Wang et al. [2023b]では、連続時間モデルである非整数
ブラウン運動の期待値を、どのように離散近似することが予測精度の観点から望ましいかという点を分
析している。

29原資産価格過程がジャンプを含む場合も、実現ボラティリティはジャンプに関する項を含むことか
ら、累積ボラティリティとは一致しない。ジャンプがある場合の実現ボラティリティの推計については、
Andersen et al. [2012]や Barndorff-Nielsen [2005]を参照。
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[2022]は、5分足データから算出された日次実現ボラティリティをインプットとする回
帰分析に基づいてハースト指数を推計した場合、真のデータ生成系列のハースト指数
にかかわらず、ハースト指数が (Gatheral et al. [2018]が報告している)0.1前後の値を取
ることを指摘している。また、当該論文では、実現ボラティリティの計測誤差がこの
ようなハースト指数の推計結果につながっている、と論じている。Cont and Das [2023]
も、計測される実現ボラティリティのパスの変動をもとにハースト指数を推計した場
合、推計値にバイアスが生じることを報告している。このため、推計されたハースト
指数が 1/2未満であっても、ラフ性の証拠とはならないことを指摘している。
このため、実現ボラティリティの計測誤差に関するモデルを導入することで、ハース
ト指数をパラメトリックに推計する手法がいくつかの論文で提案されている。前述の
Fukasawa et al. [2022]は、原資産の対数過程がジャンプ項を含まないセミマルチンゲー
ルに従うという比較的弱い仮定の下で、実現ボラティリティと累積ボラティリティの
差分 (すなわち実現ボラティリティの計測誤差)に関する極限定理を示している。具体
的には、実現ボラティリティの計測誤差が、平均 0、分散 2/mの正規分布に従うこと
を示した (ただし、mは一日当たりの日中データの数)。そのうえで、この理論的結果
に基づいた擬似最尤推定量を提案している。さらに、この推定量を S&P 500、日経平
均株価指数等の主要な株価指数の 5分足実現ボラティリティに対して適用したところ、
ハースト指数の推計値は 0.02 ∼ 0.06程度となり、Gatheral et al. [2018]の報告より小さ
なハースト指数、すなわち、主要株価指数のボラティリティの時間発展が非常にラフ
であるという結果を報告している。Bolko et al. [2023]は、原資産の対数過程がジャン
プ項を含まないセミマルチンゲールに従うという Fukasawa et al. [2022]と同様の設定
の下で、一般化モーメント法 (GMM)推計に基づいて、ハースト指数を推計する手法を
提案している30。Bolko et al. [2023]も、主要な株価指数のハースト指数を推計してお
り、0.05以下の推計値を得ている。
Damian and Frey [2023]は、高頻度の資産価格変動が点過程であらわされると考え、
その点過程31の強度 (詳細は、5. (2)節参照)がボラティリティに相当する隠れファク
ターで決まる定式化を取っている。このもとで、点過程データからのフィルタリング
問題としてボラティリティの推計を行う方針を取っている。ただし、非整数ブラウン
運動は、マルコフ性を持たず、確率過程の挙動は経路依存することとなるため、通常
のフィルタリング推計を行うことは、計算量やメモリ必要量の観点から現実的ではな
い。この難点を回避するために、Damian and Frey [2023]は、非整数ブラウン運動が伊
藤過程の一種である OU過程を無限個重ね合わせることで表現できる、という結果に
基づいて、マルコフ性を利用可能な設定に変換したうえで、粒子フィルターによる推
計を行う手法を提案している。そのうえで、さまざまなシミュレーション分析を行っ
ており、Cont and Das [2023]が指摘するようなノイズによる見せかけのラフ性と真の

30Fukasawa et al. [2022]と Bolko et al. [2023]は、前者が擬似最尤推定法、後者が GMM推定を行って
いる点のほか、原資産過程のドリフト項やボラティリティ過程の形状に関するいくつかの点で異なる設
定を取っている。詳細については、Bolko et al. [2023]の 3節を参照。

31点過程とは、偶発するイベントの回数など、時系列上もしくは空間上にランダムに分布する点 (イベ
ント)を記述する確率過程。
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ラフ性を見分けることが出来ることを報告している。
なお、計測誤差に関連する話題として、観察される資産価格に含まれる「マイクロ
ストラクチャー・ノイズ」(MMノイズ)の問題がある。たとえば、取引所で取引可能
な価格・値幅が離散的 (たとえば１円刻みなど)であることにともなう「丸め誤差」や、
ビッド・アスク・スプレッドの存在による機械的な負の自己系列相関 (いわゆる、ビッ
ド・アスク・バウンス)といった現象が知られている 32。原資産価格がMMノイズを含
む場合、高頻度データを用いたボラティリティ推計には留意が必要である。3.(1)節で
みたとおり、実現ボラティリティを利用する理論的根拠である、原資産価格の二次変分
が累積ボラティリティに収束するという性質は、原資産価格がMMノイズを含まない
ことを前提としている。一方、原資産価格がMMノイズを含む場合、実現ボラティリ
ティは、時間分割を細かくしていったときに、求めたい累積ボラティリティではなく、
MMノイズの分散に収束するため、適切な対処が必要となる (Zhou [1996]; Aı̈t-Sahalia
and Mykland [2009])。
高頻度データに含まれるMMノイズへの対処方法には、いくつかのアプローチが存

在する。そのうち、もっとも単純かつ広く利用されているのがダウン・サンプリング、
すなわち、5分足などの、やや頻度の低いデータを使うことでMMノイズの影響を抑制
するアプローチであり、Andersen et al. [2001]、Gençay et al. [2002]、Barndorff-Nielsen
and Shephard [2002]などで推奨されている33。なお、このアプローチは、MMノイズを
抑制できることに加えて、(ティック・データと異なり)等時間隔のデータ時系列であ
ることから、理論・実証の両面で取り扱いやすいことも利点である。このように、多
くの研究は、5分足データから算出された実現ボラティリティは、非常に単純な実現ボ
ラティリティ算出手法でありながら、十分に高頻度なデータ頻度と、MMノイズの十
分な抑制を両立しているとしている。Fukasawa et al. [2022]も、このことを根拠の一つ
として、5分足データから算出された実現ボラティリティを用いた分析を行っている
(Fukasawa et al. [2022], Remark 2.4 (ii))。
なお、このMMノイズの議論は、上記の Fukasawa et al. [2022]などにおける計測誤
差の議論とは混同してはならない。Fukasawa et al. [2022]などは、連続時間のボラティ
リティの確率過程から定義される累積ボラティリティに対して、離散的にサンプリン
グされた資産価格から算出される実現ボラティリティに含まれる計測誤差がハースト
指数の推計に与える影響を分析している。このような計測誤差は、マイクロストラク
チャー・ノイズが存在しない場合でも生じうるものである。このため、Gatheral et al.

32マイクロ・ストラクチャーの資産価格に対する影響の概説としては、Campbell et al. [1997]を参照。
33Bandi and Russell [2008]は、最適なダウン・サンプリングのデータ頻度の推計を行っている。なお、

ダウン・サンプリングは高頻度データを捨てることに相当するため、有益な情報まで捨ててしまっている
可能性がある。このことから、高頻度データを利用しつつ、データに含まれるノイズに対して頑健に推
計を行う手法についても研究が進められてきた。たとえば、Zhang et al. [2005]は、Two Scales Realized
Volatilityと呼ばれる、累積ボラティリティとMMノイズの分散を同時に一致推定する手法を提案して
いる。また、Nagakura and Watanabe [2015] による状態空間モデルに基づいた推計などがある。また、
Hansen and Lunde [2006] は、実現ボラティリティの計測における MMノイズの影響を分析しており、
MMノイズの影響を修正した実現ボラティリティ指標を提案している。もっとも、推計の複雑性などと
の兼ね合いを考えると、ダウン・サンプリングが実用上もっとも好ましいとする研究がみられている。
たとえば、400以上の実現ボラティリティの推計値を比較した Liu et al. [2015]は、5分足実現ボラティ
リティを明確にアウトパフォームする推計手法は存在しないことを報告している。
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[2018]が行ったような実現ボラティリティの回帰によるハースト指数の推計値におけ
るバイアスは、マイクロストラクチャー・ノイズが存在しない場合でも生じる。

ロ 長期記憶性との関係

実現ボラティリティのラフ性に関する第二の論点は、長期記憶性とラフ性の関係で
ある。(ブラウン運動を含め)非整数ブラウン運動には、自己相似性 (2節参照)と呼ばれ
る性質があるため、適切なリスケールを行いつつ、タイム・スケールを変換した場合に
分布特性が変化しない。すなわち、ごく短いタイム・ホライズンでの非整数ブラウン
運動の挙動と、非常に長いタイム・ホライズンでの非整数ブラウン運動の挙動は、本
質的には同一のものとなる。このため、長い期間にわたって正の系列相関を示す現象
である長期記憶性と、短期間で非常に大きな変動を示す (すなわち、負の自己系列相関
を示す)ラフ性を、同一のハースト指数を持つ非整数ブラウン運動であらわすことはで
きない。この点に関連する研究としては、「見せかけの長期記憶性」を検出している可
能性を指摘するものと、ラフ性と長期記憶性を同時に表現するモデル定式化を目指す
研究がある。
長期記憶性に関する先行研究では、長期記憶性を持たないデータ生成過程であって
も、時間トレンドや構造変化、レジーム変化などが存在する場合に、長期記憶性パラ
メータ (実数和分パラメータ d)にバイアスが生じ、見せかけの長期記憶性が検出され
てしまう可能性が指摘されてきた (矢島 [2003]; Diebold and Inoue [2001]; Granger and
Hyung [2004]など)。Gatheral et al. [2018]も、見せかけの長期記憶性について考察を加
えている。すなわち、RFSVモデルで生成した時系列に対して、Andersen et al. [2001]
が行ったようなARFIMAモデルの実数和分パラメータ dの推計を行ったところ34、長
期記憶性を示すとの結果を得ている。このため、上記の先行研究と同様、RFSVモデル
も、本来はラフでありながら長期記憶性を持つと推計されうる時系列モデルである、と
主張している。
一方、ラフ性と長期記憶性を同時に表現するモデルも提案されている。たとえば、

Bennedsen et al. [2021]は、ブラウン運動を拡張した「Brownian semi-stationary process」
(Barndorff-Nielsen and Schmiegel [2007]、Barndorff-Nielsen and Schmiegel [2009])と呼
ばれる確率過程を用いたモデルを提案している。このモデルでは、ラフ性のパラメータ
と長期ラグにおける自己相関係数が別個のパラメータで表現されることから、ラフ性
と長期記憶性の度合いを別個に表現可能である。さらに、当該モデルを実現ボラティ
リティの計測誤差を考慮しながら、非線形最小二乗法により推計する手法を提案して
いる。また、推計アプローチを S&P 500指数先物や個別銘柄データに適用した実証分
析を行っている。その結果、これら株価指数・個別株価のボラティリティは、ラフ性
を示すと同時に長期記憶性も示す、という結果を得ている。

34Andersen et al. [2001]の推計では、自己相関関数がべき型に減衰していくことに対応する周波数領域
(自己相関関数のフーリエ変換)での関係式に基づいて推計を行っている。
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ハ 本節のまとめと今後の展望

実現ボラティリティのラフ性に関する現時点の研究動向をまとめると、以下の点が
ポイントと考えられる。まず、Gatheral et al. [2018]が推計に利用した実現ボラティリ
ティは、理論上のモデル化対象である累積ボラティリティの計測値としては計測誤差を
含んでいる。このため、この点を考慮しない推計手法 (たとえば、Gatheral et al. [2018]
による回帰分析)でハースト指数を推計した場合、推計値に下方バイアス (ラフ性を示
す方向へのバイアス)が生じることが指摘されている。もっとも、このような計測誤差
を考慮した推計手法を提案しているいくつかの論文は、計測誤差を考慮した場合でも
株価指数や個別株式銘柄のボラティリティは強いラフ性を示すことを報告している。
次に、非整数ブラウン運動の自己相似性から、少なくとも単一の非整数ブラウン運
動などのシンプルなモデルでは、ラフ性と長期記憶性を同時に表現することはできな
い。この点については、Gatheral et al. [2018]のように、RFSVモデルが生成する時系
列が見せかけの長期記憶性を示す可能性を指摘する研究が存在する一方、ラフ性と長
期記憶性を同時に表現可能な確率過程を提案する研究もみられている。
上記の論点は、いずれも、直接観測できない (瞬間的・累積)ボラティリティの性質を
分析することの難しさを物語っているといえる。今後も、適切なボラティリティの推
計値や、ボラティリティの複雑な挙動を記述するのに適したモデルの検討のほか、ラ
フ性および長期記憶性に関する指標に関するより頑健な推計手法の発展が継続するこ
とが望まれる。
最後に、一部の研究者から、非整数ブラウン運動を利用した複雑なモデルの必要性
に対して懐疑的な見方が示されている点について述べる。たとえば、Rogers [2023]は、
非整数ブラウン運動に依拠したラフ・ボラティリティ・モデルについて、(1)マルコフ
性を持たないことから、デリバティブの価格付けといった実用的な応用の際に、計算量
やメモリ使用量などの観点から困難を伴うこと、(2)マルコフ性を持たない資産価格変
動を生じさせるような金融経済学的メカニズムが存在するかという点への疑問、(3)日
次や週次といった実証研究上で着目されることの多いタイムスケールにおいては、非
整数ブラウン運動を用いた確率過程を用いなくても、伊藤過程によって、時系列特性
を表現可能であることを指摘している。この点については、上述のとおり、ラフ性の
指標に関するより頑健な推計手法の発展のほか、次節以降で詳述するデリバティブの
価格付け・リスク管理におけるラフ性の必要性や、市場参加者の取引行動を出発点と
した「ミクロ的基礎付け」のあるモデルとラフ性の関係性など、実現ボラティリティ
以外のボラティリティの性質も考慮したうえで、総合的に判断されるべきものと考え
られる。
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4 インプライド・ボラティリティの形状とラフ・ボラティ
リティ・モデル

本節では、数理ファイナンス分野の発展経緯を実務面と学術面の双方の視点から解
説したうえで、IVの形状 (期間構造)から観測されるボラティリティのラフ性や、ラフ・
ボラティリティ・モデルの必要性や実務活用の展望について述べる。数理ファイナン
スおよび金融工学35は、デリバティブの価格付け・リスク管理を主な対象とし、無裁
定36や複製37といった原理のもと、伊藤解析 (確率微分方程式)を用いて公正な価格を算
出する理論を提供してきた。この理論はデリバティブ実務において活用されるととも
に、実務における問題意識が理論の発展を促すという、相互関係のもと発展してきた。
その代表例が、本節で焦点を当てる IVの表現問題である。ラフ・ボラティリティは、

IVの表現問題のうち、既存手法では解決困難と考えられていた問題 (IVの期間構造に
関する「負のべき乗則 (negative power law)」の表現)を解決しうるものとして注目を集
めたことをきっかけに、HVやMMなどの観点からも研究が進められてきた。その後、
デリバティブの価格付けモデルの開発が進み、マルコフ性を持たないラフなモデルに
よりボラティリティの時間発展を記述した場合においても、追加的な変数（市場で観
測されるフォワード・バリアンスなど）を考えることでマルコフ性が回復し、既存の
数理ファイナンス理論の枠組みが利用可能なことが示された。さらに、近年では、ラ
フ性が観測される市場のもとでは、ラフなモデルによりデリバティブの価格付け・リ
スク管理を行わなければ裁定機会が発生するという理論的結果が示された。この結果
は、ラフなモデルを利用する必要性を示す重要な結果である。これに加え、ラフなボ
ラティリティ・モデルにより、既存のデリバティブ・モデルでは解決が困難とされて
きた「SPXオプションの IVとVIXオプションの IVへの同時キャブレーション問題」
を解決しうることがわかってきた。
以下、4.(1)節では、実務的な問題意識も踏まえ、IVの表現問題を中心に数理ファイ
ナンスのこれまでの発展経緯を整理する。4.(2)節では、IVに関連するラフ・ボラティ
リティ研究を紹介する。具体的には、IVの形状からボラティリティをラフなモデルで
記述する必要性が示唆されることを解説したうえで、ラフ・ボラティリティ・モデル
によるデリバティブの価格付け・リスク管理の方法と発展の展望をまとめる。

35数理ファイナンスおよび金融工学は、ともにデリバティブの価格付け理論を中核とする研究分野で
あるが、前者は応用数学の一分野としての研究分野 (マルチンゲール理論に立脚したデリバティブの公
正価値算出理論)を指すことが多い一方、後者は実務応用を志向する研究分野 (市場での観測事項にモデ
ル・パラメータを合わせるなどの、モデルを実用化するための技術など)を指すことが多い。

36初期投資なしには、損失リスクを負うことなく、利益を上げることはできないという条件。
37デリバティブと同一のキャッシュフローを、原資産などを適切に取引することで生成すること。

25



(1) 金融工学・数理ファイナンスの発展経緯：IVの表現問題
イ インプライド・ボラティリティ

先述のとおり、ブラック＝ショールズ・モデル (Black and Scholes [1973])は、最も
基本的なデリバティブの価格付けモデルで、金融工学・数理ファイナンス分野の隆興
およびデリバティブ市場の発展の契機となった。また、後段で述べるとおり、ブラッ
ク＝ショールズ・モデルは、オプションの市場価格から IVを逆算する際など、現在の
実務においても基本的な道具として使用されている。
ブラック＝ショールズ・モデルでは、原資産価格が対数正規分布に従うと仮定され
ており、ヨーロピアン・コール・オプションなど38の価格付けを解析的に行うことがで
きる (価格公式が知られており、数値近似を用いずに価格を算出可能)。ここで、オプ
ション価格は、原資産価格の期待収益率が無リスク金利に一致する確率測度 (リスク中
立確率測度)下でのペイオフの期待値として算出でき、無裁定の仮定のもと、このオプ
ションの複製に必要な初期費用と一致する (詳細は、関根 [2007]、Björk [2009]などの
数理ファイナンスの入門書を参照)。このため、ブラック＝ショールズの価格公式を用
いることにより、原資産価格の実確率測度下での期待収益率を推計することなく、オ
プション価格を求めることができる。すなわち、WQ

t をリスク中立確率測度下でのブラ
ウン運動とし、以下のとおり、原資産価格 S (BS)

t が、幾何ブラウン運動 (1時点の価格が
対数正規分布)に従うとする。

dS (BS)
t

S (BS)
t

= r dt + σ dWQ
t , i.e,, S (BS)

t = S (BS)
0 exp

((
r − σ

2

2

)
t + σWQ

t

)
.

ここで、 t:現時刻、r:無リスク金利、σ:ボラティリティ、Φ:正規分布の累積密度を表
す。このとき、K:ストライク, T :満期のヨーロピアン・コール・オプションの価格は、

CBS (r,K,T, σ, S t) = EQ
[
e−r(T−t)max{S (BS)

T − K, 0} | Ft

]
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t Φ


log
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)
+
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2

)
(T − t)

σ
√
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と表すことができる (Φは正規分布の累積密度関数)。これが、ブラック＝ショールズ
価格公式である。
ブラック＝ショールズ価格公式にあらわれるパラメータ (引数)は、現時点の原資産
価格 S t、無リスク金利 r、ボラティリティ σ、ストライク K、満期 T である。このう
ち、原資産価格と無リスク金利は市場から観測可能39であり、ストライクと満期は価格
付け対象商品の条項であることから、ボラティリティ σが唯一の自由パラメータであ

38コール・オプション以外にも、ヨーロッパ型の (将来の一時点のみで支払いが生じる)プット・オプ
ション、デジタル・オプションなどの価格付け公式も導出可能。

39典型的には債券やスワップの価格から逆算される。実務上は、各種ベーシス (RFR-OISベーシス、テ
ナー・ベーシスなど)を加味するため、マルチ・カーブが用いられることが一般的である (詳細は、三菱
UFJ銀行市場企画部 [2022]参照)。
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る。そのため、ブラック＝ショールズ価格公式をもとに、オプション価格とボラティ
リティ σの間の一対一関係を考えることができる。とくに、ブラック＝ショールズ価
格公式をもとに、オプション価格が与えられたもとで、対応するボラティリティを逆
算することができる。具体的には、ストライク K、満期 T のコール・オプションの (市
場)価格C(mkt) (K,T )が与えられたとき、

C(mkt) (K,T )　＝CBS

(
K,T, σ(mkt)

BS (K,T )
)

を満たすσ(mkt)
BS (K,T )を逆算して求めることができる40。このようにして逆算されたσ(BS)

K,T

が、ブラック・ショールズ IV(BS-IV)である41。デリバティブ実務においては、IVを用
いてデリバティブの価格を表示・取引する慣例がある42。これは、オプションの市場価
格は、将来の不確実性に関する市場予想を反映するという、IVの基本な考え方に立っ
たものである。

ロ ボラティリティ・サーフェス

原資産価格がブラック＝ショールズ・モデルに従う場合、BS-IVは満期やストライク
によらず一定の値 (すなわち、ブラック＝ショールズ・モデルのボラティリティσ)とな
る。一方、市場における実際のオプション価格から算出されるBS-IVは、通常、ストラ
イクK、満期 T に応じて異なる値となることが知られている43。様々なストライクや満
期に関するオプションの市場価格が与えられたとき、ストライク Kおよび満期 T の関
数として、BS-IVを 3次元曲面で描画したものを「ボラティリティ・サーフェス」と呼
ぶ。なお、実務においては、ストライク Kの代わりに対数マネーネス κ = log

(
e−r(T−t)K

S t

)
、

満期 T の代わりに残存期間 τ = T − tを引数とする慣習がある。図 3は、株式オプショ
ン市場などの典型的なボラティリティ・サーフェス (イメージ図)である。

40ブラック＝ショールズ価格公式は、σについて単調増加関数であることから、逆算されるボラティ
リティは一意に定まる。

41BS-IV以外にも、原資産価格過程がブラウン運動に従うとして算出されたブラック (バシェリエ)ボ
ラティリティなどが知られており、金利など原資産が負となりうるオプション市場において用いられる。
このほかにも、IVとしては、原資産価格に特定のモデルを仮定せずに算出される「モデル・フリー IV」
が知られており、後述のとおり、VIXなどのボラティリティの指数の算出で活用されている。

42オプション価格は原資産価格に応じて変動するため、原資産価格の変動は激しい場合 (たとえば為
替など)、オプション価格の変動も激しくなる。このため、市場実務において、オプションを価格で表示
すると、原資産価格が変わるたびにオプション価格の表示が変わるため、煩雑になる。また、オプショ
ン価格は、満期やストライクにも依存するため、異なる満期・ストライクのオプションの価値を価格で
比較することはできない。そのため、原資産価格や満期・ストライクに依存しない (標準化された)ボラ
ティリティでオプションの価値を表示する市場慣行が広がった。ただし、すべてのデリバティブ商品の
価値をボラティリティで表示するわけではなく、たとえば、マイナー通貨の為替オプションなどは、価
格のまま表示されることもある。

43このことは、BS-IVの算出の際には、ブラック＝ショールズ・モデルを仮定した価格公式を利用し
ているものの、リスク中立確率測度下で原資産価格はブラック＝ショールズ・モデルに従っていないこ
とを意味する。
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図 3: ボラティリティ・サーフェス (イメージ図)

代表的なオプション市場である株価指数オプション市場では、流動性の高いストラ
イク・満期のオプションの市場価格が、ボラティリティ・サーフェスとしてクオートさ
れる (市場価格が表示される)ことが多い。ある 1つの満期 τでの断面をみると、低い
行使価格ほど IVが高い傾向にあることがわかる。これは、株価下落方向に分布が厚い
ことに対応しており、「ボラティリティ・スマイル/スキュー」と呼ばれる現象である。
ある 1つの行使価格での断面 (Y軸方向の断面)をみると、短い満期ほど IVが高い傾向
があることがわかる。これは、満期の短いオプションの価格ほど、市場の急変リスク
に大きな影響を受ける (IVが高くなる (価格が高くなる))ことと対応している。

ハ IVの表現

IVの表現とは、市場でクオートされているボラティリティ・サーフェスに整合する
よう、デリバティブの価格付けモデル44を構成することを指す。以下、その動機と詳細
を述べる。デリバティブ実務の大まかな流れは、
(1) 市場でクオートされている流動性の高いデリバティブの取引価格を表現するモデ
ルを構築し、

(2) そのようなモデルに基づいて、より複雑なデリバティブの価格付けやリスク管理
(ヘッジ戦略の導出など)を行う

44デリバティブの価格付けモデルは、比較的簡易な商品 (バニラ・オプション)を価格付けするための
バニラ・モデルと、複雑な商品 (エキゾチック・デリバティブ)を価格付けするためのエキゾチック・モ
デルに大別される。いずれも、市場流動性が高い商品の市場価格をインプットし、価格付け対象商品の
価格を算出する。バニラ・オプションは、類似商品 (たとえば満期が異なるだけの商品)の市場流動性が
高いため、バニラ・モデルで行われる主な計算は、インプットである市場価格の補間のみである。一方
で、本文で述べるとおりエキゾチック・モデルの場合は、原資産価格過程のリスク中立確率測度下での
パラメータを求めるなど複雑な計算を行う必要がある。IVの表現の概念は、バニラ・モデル、エキゾ
チック・モデルに共通するものであるが、以下、本文では主にエキゾチック・モデルを想定する。
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というものである。ステップ (1)について、流動性の高いデリバティブの価格を正確に
表現するモデルの構築は、無裁定条件を満たす形でより複雑なデリバティブの価格を
算出するために重要である45。先述のとおり、オプション価格と BS-IVが一対一関係
にあることを踏まえると、流動性の高いデリバティブ (ヨーロピアン・オプション等)
の IVを表現するモデルの構築が重要である。このため、数理ファイナンス分野では、
現実に観察されるボラティリティ・サーフェスの特徴を表現できるモデル (リスク中立
確率測度下で原資産価格過程が従う確率微分方程式)の提案や、観察される市場価格を
再現するように、モデルのパラメータを調整する計算 (キャリブレーション46)を効率
的に行う方法を中心テーマとして発展してきた。第二のステップについて、複雑なデ
リバティブの価格計算やヘッジ戦略の導出 (そのために必要となる「グリークス」と呼
ばれる原資産価格等の変化に対するオプション価格の感応度の算出)47は、実務上、頻
繁に求められることから、高精度かつ高速に実行できることが望ましい。また、ヘッ
ジ戦略の導出にあたっては、一時点のボラティリティ・サーフェスだけでなく、ボラ
ティリティ・サーフェスのダイナミクス (時間発展)も表現できることが重要となる (詳
細は、新原 [2011]2節参照)。これらの論点も数理ファイナンスの理論的研究および実
務的応用における重要テーマとして様々な研究がおこなわれてきた。

ニ 既存のデリバティブ価格付けモデル

具体的なモデルとして、ボラティリティを確定的な関数として記述する局所ボラティ
リティ・モデル (Dupire [1994])や、ボラティリティが確率的に変動する確率ボラティ
リティ・モデル (Heston [1993]、Hagan et al. [2002])、ボラティリティが非連続に変動
するジャンプ・モデル (Bates [1996])など挙げられる。表 1は、これらのモデルの概要
をまとめたものである。

ホ キャリブレーションとモデル IVの漸近展開

原資産価格過程
{
S (model)
u

}
t≤u≤T

が、リスク中立確率測度下で以下の確率微分方程式に
従うと仮定する。

dS (model)
t

S (model)
t

= r dt +
√
Vt dW

Q
t .

45無裁定の関係を保つことが望ましい理由として、たとえば、(1)対顧取引で鞘を取られるのを防ぐ、
(2)会計上、信頼性のある時価評価が求められる、(3)自社のポジションのリスクを管理するため、市場
流動性のある別のオプションを取引する必要がある、などの点が挙げられる。

46工学においては、キャリブレーション (測定器の出力が基準となる正しい値と一致するよう測定器
を調整すること)の日本語訳として、「較正」が用いられる。本論文では、金融分野における慣例になら
い、「キャリブレーション」という言葉を英語のまま用いる。

47デリバティブのヘッジに関する詳細については、三菱 UFJ銀行市場企画部 [2022]を参照。なお、近
年では、深層学習を用いた、グリークスを経由しないヘッジ (ディープ・ヘッジング、Buehler et al. [2019])
も提案されている (サーベイ論文として、篠崎 [2023]などを参照。)。ディープ・ヘッジングにおいても、
ボラティリティのラフ性をモデル化することが重要であると考えられる (Horvath et al. [2021b])。
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モデル ボラティリティ項 特性 難点
BSモデル
(Black and

Scholes [1973])
Vt = σ

2(定数)
コール・オプション
などの価格公式が
利用可能

市場で観測されるオプ
ション価格は、定数
ボラの仮定を満たさない

局所ボラ・モデル
(Dupire et
al. [1994])

Vt = σ (t, S t)
(確定的な関数)

ある 1時点での
サーフェスは
正確に再現可能

時間経過に伴うサー
フェスの変化は
再現できない

確率ボラ・モデル
(Heston [1993]
など)

Vt = µ
V (t,Vt)
+σV (t,Vt) dWV

t

(確率的に変動する関数)

時間経過に伴うサーフ
ェスの変化を再現可能

サーフェスの形状を
完全には再現できない

ジャンプモデル
(Bates [1996]
など)

Vt = µ
V (t,Vt)
+σV (t,Vt) dWV

t + dJt
(確率変動にジャンプ
項 dJtを追加)

急激な価格変動を
ジャンプで表現し、
サーフェスを柔軟に
再現

ヘッジ戦略が実行困難、
計算負荷が大きく不安定
など実用上の問題あり

表 1: 既存のデリバティブの価格付けモデルの種類

そのうえで、市場のクオートを補間した IVである σ̂(mkt)
BS (K,T )に関し、

CBS

(
r,K,T, σ, S (model)

t

)
≈ E

[
max

{
S (model)
T − K, 0

}]
(8)

となるよう、
{
S (model)
u

}
t≤u≤T

のモデル・パラメータを求めることが、キャリブレーション
の問題である。
この問題に対し、式 (8)の右辺の期待が解析的に計算できない場合、漸近展開と呼ば
れる近似的手法を用いて、式 (8)を満たすモデル・パラメータを設定するのが一般的
である。キャリブレーションの精度を得るためには、高精度な漸近展開法が必要であ
り、数理ファイナンスにおいて、重要な研究テーマとなってきた (Hagan et al. [2002]、
Osajima [2007]など)。

(2) ラフ・ボラティリティによる進展
本節では、IVに関連したラフ・ボラティリティ研究の経緯・概要48をまとめたうえ

で、イ以下の小節でそれらの技術的要点を述べる。
先述のとおり、ボラティリティ・サーフェスの表現および時間発展に伴うリスク管
理を動機として、ボラティリティ関数を複雑化する方向にデリバティブの価格付けモ
デルが発展してきた。このような潮流の中、2000年代初頭に、株式デリバティブ市場
における実証分析にて、既存のデリティブの価格付けモデルでは表現が難しい、ボラ
ティリティ・サーフェスの負のべき乗則と呼ばれる挙動が観測されることが報告され
た。これに対し、2000年代後半に、Alos et al. [2007]や Fukasawa [2011]によって、非

48これらをまとめたサーベイ論文として、Alòs and León [2021]やDi Nunno et al. [2023]が参考になる。
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整数ブラウン運動に基づくモデルを用いることで、負のべき乗則が表現可能であるこ
とが示され、その後のHVにおけるラフ性の観測とも合わせて、ラフ・ボラティリティ
が注目を集める契機となった。
その後、デリバティブの価格付けのためのラフ・ボラティリティ・モデルとして、
ラフ・ベルゴミ・モデル (Bayer et al. [2016])やラフ・ヘストン・モデル (El Euch and
Rosenbaum [2019])などが提案された。もっとも、これらのモデルは、非整数ブラウン
運動に基づくもので、マルコフ性を持たない確率過程によりボラティリティの時間発
展を記述するため、既存の数理ファイナンスの枠組みを直接的には適用できないこと
が難点であった。この点については、その後の研究によって、フォワード・バリアンス
(将来時点でのバリアンスの期待値)の情報を含めることで、マルコフ性を回復できる
ことが示された。この場合、複製・無裁定などに基づく数理ファイナンスの理論を適
用できることから、実務上もヘッジ戦略を構築可能となることが示された (El Euch and
Rosenbaum [2018]、Fukasawa et al. [2021])。ラフ・ボラティリティ・モデルの実務上の
利点として、比較的パラメータ数の少ないモデルながら、市場で観測されるボラティ
リティ・サーフェスの負のべき乗則を表現可能なことが挙げられる。さらに、Gatheral
et al. [2020]では、既存のデリバティブ・モデルでは解決が困難とされていた「SPX・IV
とVIX・IVへの同時キャブレーション問題」(S&P 500指数オプションの IVとVIXオ
プションの IVの両方を単一モデルで同時に表現する問題)が、ラフ・ボラティリティ・
モデルによって解決しうることが示された。
これらの発展に加え、Fukasawa [2021]では、一般的な設定下で、「市場で観測される

ボラティリティ・サーフェスの形状から示唆されるボラティリティのラフさに応じた、
ラフ性をもつ価格付けモデルを用いなければ、裁定機会が生じる」ということを示し
た。言い換えると、負のべき乗則が観測される市場においては、従来型のラフでない
モデルによるデリバティブの価格付け・リスク管理を行うと、裁定機会が生じるため
望ましくないことを意味する。この結果は、デリバティブの価格付けにおいて、ラフ・
ボラティリティ・モデルを用いる必要性を強く示唆する、非常に重要な理論的結果で
ある。

イ IVの負のべき乗則の観測と非整数ブラウン運動による表現

Carr and Wu [2003]、Lee [2005]、Fouque et al. [2003]では、オプションの市場価格の
実データを用いて、ボラティリティ・サーフェスの形状に関する観測事実として、負
のべき乗則が成り立つことを実証的に示した。負のべき乗則とは、

ψ(mkt)(τ) =
∣∣∣∣∣ ∂∂κσ(mkt)

BS (κ, τ)
∣∣∣∣∣
κ=0
に関し、τが小さいとき Ψ(τ) ≈ cτH−

1
2

が成り立つという観測である。ある τを固定したとき、ψ(mkt)(τ)は、満期 τのオプショ
ンに関するボラティリティ・スキューのアット・ザ・マネー (ATM)での傾きを表して
いる。すなわち、負のべき乗則とは、各満期でのボラティリティ・サーフェスの傾きを
満期の関数としてみたとき、満期のべき乗 (H − 1/2)および定数係数 (c)の 2パラメー
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図 4: 負のべき乗則 (イメージ図)

タ関数で表され、満期が短いほどATM付近のボラティリティ・サーフェスの傾きが急
になるという観測である。とくに、実証的には、Hは 1/2よりも小さく、満期が短い
ほどボラティリティ・サーフェスの傾きがきつくなることが観察されている。図 4の
右側のグラフは、株式デリバティブ市場などで観測される、典型的なボラティリティ・
サーフェスの傾き (黒点)と、傾きにフィットする曲線 (赤線、2つのパラメータで記述)
を示している。
4.(1).ニで紹介した既存のブラウン運動に基づくモデルでは、負のべき乗則を表現す
ることが困難なことが知られている49。その後、Alos et al. [2007]、Fukasawa [2011]、
Fukasawa [2017]が、IVの漸近展開に関する結果をもとに、ハースト指数Hが 1/2より
小さい非整数ブラウン運動を用いたモデルにより、負のべき乗則を表現できることを
示した50。先述のとおり、この事実は、市場で観測される IVがラフであることを示唆
するものであり、(3節で解説したGatheral et al. (2018)論文に先立つ)ラフ・ボラティ
リティ研究の嚆矢となった51。
さらに、Fukasawa [2021]では、市場で観測されるボラティリティ・サーフェスの形

状から示唆されるボラティリティのラフさ (負のべき乗則のパラメータ H)に応じた、
49たとえば、確率的ボラティリティ・モデルでは、短い満期で IVがほぼ定数となることから、負の

べき乗則の表現が困難である。局所ボラティリティ・モデルは、1時点の IVの形状を表現することはで
きるが、ボラティリティ・サーフェスの時間発展に伴う変化を表現するが困難である。ジャンプ・モデ
ルは、ボラティリティ・サーフェスの挙動は表現できるものの、モデルが複雑になり安定的なキャリブ
レーションが困難となる傾向にあり、ヘッジ操作も難しくなることが多い。

50Alos et al. [2007]ではマリアバン解析に基づく漸近展開、Fukasawa [2011]ではマルチンゲール展開
をそれぞれ用いている。

51ハースト指数が H < 1/2のラフな非整数ブラウン運動を利用した数理ファイナンス分野の研究の嚆
矢である。なお、3節で述べたとおり、H > 1/2の非整数ブラウン運動を用いて、資産価格過程の長期
記憶性を表現する研究は、以前からみられていた ([Comte-Renault, 1998])。
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ラフ性を持つ価格付けモデルを用いなければ、理論的に裁定機会が生じる52ことを示し
た。これは、無裁定な価格付けを行うには、ボラティリティ・サーフェスの形状から
示唆されるボラティリティのラフさと整合的な、ラフなボラティリティ・モデルによ
り価格付けを行う必要性を示したものである。先述のとおり、HVやマーケット・マイ
クロストラクチャー (MM)の議論と合わせて、ボラティリティをラフなモデルで記述
する理論的根拠を確立した結果である。
以下、Fukasawa [2021]の技術的要点を述べる。まず、原資産価格過程が正値の連続マ
ルチンゲール S (model)

t に従うとし、対数資産価格の二次変分
〈
log S (model)

〉
2,t
を考える。こ

の二次変分は、時刻 0から tまでの累積バリアンスに対応するものであり、二次変分の
時間微分 d

dt

〈
log S (model)

〉
2,t
は、時刻 tにおける瞬間的バリアンスに対応する。Fukasawa

[2021]では、この瞬間的バリアンスの確率過程のヘルダー連続性が Hに等しいことに
相当する条件が仮定されている。そのうえで、以下の関係が近似的に成り立つことが
示される。

ψ(model)(τ) =
∣∣∣∣∣ ∂∂κσ̂(model)

BS (κ, τ)
∣∣∣∣∣
κ=0
∝ τ− 1

2+H, τ→ 0, H ≈ 0.

この結果は、一般的な価格過程に対して、ボラティリティのヘルダー連続性が Hのと
きに、ボラティリティ・サーフェスの形状 ψ(model)(τ)が、負のべき乗則を示すことを意
味する。次に、ボラティリティ・サーフェスの形状から示唆される負のべき乗則の指数
をHとし、価格付けモデルとして用いる確率過程 S (model)

t のボラティリティに対応する
ヘルダー連続の指数をH0とする。H0 > Hの場合、すなわち、価格付けモデルのラフさ
が、観察される IVの形状よりラフでない場合、裁定機会を構成できることが示されて
いる。なお、この裁定機会は、ブラック＝ショールズ・モデルに基づくデルタ・ヘッジ
の誤差が、IVのラフ性により増幅されることにより生じることに着目して構成された
もので、ごく短期のコール・オプション、プット・オプションの組合せで構成される。
もっとも、上記の IVの負のべき乗則は、主に米国のごく短期の株式オプション市場
で観測されたもので、観測に用いるデータや補間・補外の方法には議論の余地がある。
とくに、オプション価格データから観測されるψ(τ)は、満期の長い部分と短い部分で曲
率が異なるため、近似する IVの満期の範囲に応じて異なるパラメータを用いることが
必要であることが指摘されている。たとえば、Guyon and El Amrani [2022]では、ユー
ロ・ストック指数やDAX指数のオプション市場のデータを用いた検証から、ごく短期
部分 (満期 2週間以下)のみに着目した場合は、2つのパラメータでよくフィットする
ものの、より長い満期部分も含めた IV全体にフィットさせる場合は、3つのパラメー
タを用いる必要があることが示されている。一方、Delemotte et al. [2023]では、より
長期 (2007年から 2015年)の米国の株式オプション市場のデータを用いた検証により、
既存研究と整合して 2パラメータで十分フィットできると結論づけている。この点、3
節で触れた、非整数ブラウン運動における長期記憶性 (H > 1/2)とラフ性 (H < 1/2)の
議論と同様、長いタイム・ホライズンと短いタイム・ホライズンで、ボラティリティ

52なお、本研究では、取引コストなどの市場摩擦がなく、任意のストライク・満期のバニラ・オプショ
ンが取引可能であるなどの、理想的な金融市場を仮定している。このため、実際の市場で実行可能な裁
定取引が構築できることは必ずしも意味しない。
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の挙動の性質が異なっている可能性を示唆している。また、このタイム・ホライズン
ごとに異なる IVの性質をモデル化することを試みた研究として、Funahashi and Kijima
[2017a]、Funahashi and Kijima [2017b]などが挙げられる。

ロ ラフ・ボラティリティ・モデル

近年、ボラティリティがラフな確率過程で記述される場合でも、フォワード・バリア
ンスの情報を含めることで、資産価格過程をマルコフ過程として扱う (マルコフ性の回
復)ことを可能とする研究が現れている。この性質は、ラフ・ベルゴミ・モデル (Bayer
et al. [2016])において初めて明示的に示され、それ以降、ラフ・ヘストン・モデルなど
も同様の性質を持つことが示された。以下、各モデルの概要を述べる。
Bayer et al. [2016]では、ラフな確率過程を用いたデリバティブの価格付けモデルと

して、以下のラフ・ベルゴミ・モデルが提案された。ラフ・ベルゴミ・モデルは、フォ
ワード・バリアンスを伊藤過程により記述するベルゴミ・モデル (Bergomi [2004])を、
無限次元に拡張したもので、以下のモデルである。 dS t

S t
= µt +

√
Vt

(
ρ dW (1)

t +
√
1 − ρ2 dW (2)

t

)
,

Vt = E [Vt | Fu] exp
(
η
√
2H

∫ t

u
(t − s)H−

1
2 dW (1)

s − η2

2 (t − u)
2H

)
.

(9)

ここで、tは現時点、uは過去のある時点であり、Vtは瞬間的なバリアンス、
(
W (1)

t ,W (2)
t

)
は 2次元ブラウン運動を表している。E [Vt | Fu]は u時点までの情報で条件づけた将来
のバリアンスの期待値であり、フォワード・バリアンスと呼ばれる。スポット・バリ
アンスが非整数ブラウン運動に従うと仮定したうえで、フォワード・バリアンスを有
限時間のリーマン・リュービル型のウィナー積分で記述することで、上記のラフ・ベ
ルゴミ・モデルの表現を導出することができる。
ラフ・ベルゴミ・モデルは、フォワード・バリアンス {E [Vt+θ | Ft]}θ>0が与えられた

もとで、マルコフ過程になる。具体的には、ペイオフ関数 Fを持つデリバティブの一
般価格公式 Ct = E [F (S T ) | Ft]において、ある関数Gを用いて、

Ct = E [F (S T ) | Ft] = G
(
T − t, S t, {E [Vt+θ | Ft]}θ≥0

)
と書ける。すなわち、この式の右辺第三引数 (フォワード・バリアンス)を加味するこ
とで、マルコフ性などに基づく既存の数理ファイナンスの議論に帰着できることを意
味する。このため、ラフ・ベルゴミ・モデルにおいては、複製・無裁定・リスク中立測
度などの既存の数理ファイナンスの議論が適用できる。
このことは、ラフ・ベルゴミ・モデルの大きな利点であり、フォワード・バリアンス
をボラティリティ・デリバティブの市場価格から推計可能53な米国株式ボラティリティ
市場において、大きな応用可能性があると考えられている。また、後続のラフ・ボラ
ティリティ・モデルにおいても、フォワード・バリアンスによるマルコフ性の回復が

53フォワード・バリアンスは、さまざまな満期のバリアンス・スワップの市場価格などから推計でき
る。
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重要な役割を果たしている。Bayer et al. [2016]は、イ節の議論とも整合して、ラフ・
ベルゴミ・モデルによって、負のべき乗則が観測される SPXのボラティリティ・サー
フェスを少ないパラメータでより良く表現できることが示した54。この議論を発展さ
せ、ラフ・ベルゴミモデルに関する IVの漸近展開公式も提示されており (El Euch et al.
[2019]、Friz et al. [2022])、実用に耐えうるキャリブレーションも実現しつつある。ま
た、Jacquier et al. [2018]などでは、VIX先物などのボラティリティ取引の価格付けへ
の応用が論じられている。なお、ラフ・ベルゴミモデルは、パラメータが特定の領域
にある場合、マルチンゲール性を持つことが知られている (Gassiat [2019])。
その後、El Euch and Rosenbaum [2019]では、ヘストン・モデル [Heston, 1993]をリー
マン・リュービル型伊藤積分により拡張することで、ラフ・ヘストン・モデルが提案さ
れた。  dS t

S t
= µt +

√
Vt

(
ρ dW (1)

t +
√
1 − ρ2 dW (2)

t

)
,

Vt = V0 +
1
Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1γ(θ − Vs) ds +

∫ t

0
(t − s)α−1γ

√
Vs dW

(1)
t .

このモデルは、準解析的手法が利用可能であり、効率的にキャリブレーションや価格
付けを実行できる55。それに加え、El Euch and Rosenbaum [2018]では、ラフ・ヘスト
ン・モデルの自己回帰係数 θを時間に依存させることで、ラフ・ベルゴミ・モデル同
様、マルコフ性が回復し、フォワード・バリアンスなどを用いた複製が可能であるこ
とが示された。また、Abi Jaber and El Euch [2019]では、ラフ・ヘストン・モデルをマ
ルコフ型モデルの系列で近似する方法が示されている。この結果は、ラフ・ベルゴミ・
モデルが、ベルゴミ・モデルの無限次元化であることに対応している。さらに、ラフ・
ヘストン・モデルについては、5節で後述のとおり、マイクロ・ストラクチャーからの
基礎づけを持つこと、3節で述べたズンバック効果を表現可能なことが知られている
(El Euch et al. [2020])。そのほかにも、SABR・モデルを拡張したラフ・SABR・モデル
に関し、モデル IVの漸近展開公式が知られている (Fukasawa and Gatheral [2022])。

ハ SPXオプションの IVとVIXオプションの IVへの同時キャブレーション問題

ラフ・ボラティリティ・モデルは、負のべき乗則の表現以外にも、既存のデリバティブ
の価格付けモデルでは解決が困難と考えられていた問題を解決しうる。SPXオプショ
ンの IVとVIXオプションの IVの同時キャリブレーション問題である。ここで、SPX
とは米国の株式指数 (S&P 500指数)で、VIXとは SPXのボラティリティ・インデック
である。VIXは、モデルフリー・インプライド・ボラティリティ (MFIV)と呼ばれる
IVの一種であり、SPX指数の先行き 30日間の不確実性を表した IVである。MFIVは、
バニラ・オプションのポートフォリオによって、実現バリアンスをペイオフとするデ
リバティブであるバリアンス・スワップを複製できるという理論に基づいて、ブラッ

54(9)式のパラメータについて、Hが満期部分の ATM付近のボラティリティのスキュー、ηρが ATM
ボラティリティの長期的水準、ρが大域的なスキューにそれぞれ対応することから、モデル・パラメー
タを決定する。

55解の特性関数が満たす常微分方程式が、非整数リッカチ方程式となる (ヘストン・モデルでは、リッ
カチ方程式となることに対応)。このため、効率的な数値計算による求解が可能である。

35



ク＝ショールズ・モデルなどの特定の価格付けモデルに依拠することなく算出される
IVである56。
VIXは指数として公表されており、市場分析などに活用されるほか、VIXを原資産

とする先物取引やオプション取引も活発に行われている。そのため、VIXのボラティ
リティ・サーフェスが市場でクオートされており、SPXのボラティリティ・サーフェ
スと同時にキャリブレーションすることが問題となる。すなわち、SPXのオプション
と、(SPXのオプションのオプションに相当する)VIXのオプションという、2つの流動
性の高い商品の間で裁定機会が生じるのを防ぐために、両者を整合的・統一的に価格
付けしていくことは、米国の株式デリバティブ市場における重要な問題である。この
問題は、SPXとVIXの理論的関係を保ちつつ、2つのボラティリティ・サーフェスに
モデルの理論価格 (IV)がフィットするように、SPXの時間発展に関するパラメータを
キャリブレーションするという、難問として知られてきた。この問題に関する研究は、
Gatheral [2008]に始まり様々な研究が行われてきたが、従来の伊藤過程によるモデル
ではキャリブレーションが困難なため、ジャンプ型モデルが必要とされてきた57 (Cont
and Kokholm [2013]、Guyon [2020]など)。
Gatheral et al. [2020]では、ラフ・ヘストン・モデルを拡張したモデルにより、ジャ
ンプのない連続確率過程モデルで、この問題が解決されうることが示された。この結
果は、SPXの過去の水準に応じて VIXの水準が決まるという振舞いと関係しており、
3節で紹介したズンバッハ効果と深く関係している。
もっとも、この問題に関して、ラフ・ボラティリティ・モデルが唯一の解決策かど
うかはわからない。たとえば、Rømer [2022]では、約 15年間分の SPXやVIXの IVの
データを用いて、ラフ性もジャンプ項も持たない従来型の伊藤過程によるモデルによ
り、同時キャリブレーション問題を解決可能だと論じている。

ニ ラフ・ボラティリティ・モデルの活用の展望と課題

上記とおり、負べき乗則が観測される市場においては、少なくとも理論的にはラフ・
ボラティリティ・モデルの利用が必要である。また、ラフ・ベルゴミ・モデルやラフ・
ヘストン・モデルなどを用いた場合、フォワード・バリアンスのよるヘッジが可能で
あることから、これらのモデルは、有力なデリバティブの価格付けモデルとして実務
活用される可能性を孕んでいる。ただし、以下で述べるとおり、実用のためには更な
る技術発展が求められる。

56バリアンス・スワップやMFIVの詳細については、杉原 [2010]を参照。なお、VIXはシカゴ・オプ
ション取引所 (Chicago Board Option Exchange)が、実際のオプション取引データに基づいてMFIVを近
似的に算出しているものである。詳細については、CBOE [2009]を参照。日本においては、日経平均株
価指数を対象として、VIXと同様の算出式に基づいて日本経済新聞社が日経平均ボラティリティ・イン
デックスを算出しているほか、よりMFIVの理論式に忠実な算出式に基づいたVXJ指数を大阪大学が公
表している。

57フィットさせる対象の IVの数 (キャリブレーションにおける制約条件)が非常に多くなることも問
題を困難にしている。このほか、SPXの IVの短期部分はストライク方向の傾きが大きくなる傾向がある
ため、SPXのボラティリティ過程のボラティリティ・パラメータを大きくする必要がある一方で、VIX
の IVの水準はこのパラメータ水準より小さいことが原因の一つといわれている。
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ラフ・ボラティリティ・モデルの実用に際して、最も大きな困難は、数値計算であ
る。先述のとおり、キャリブレーションにおいては、ラフ・ボラティリティ・モデルの
期待値として表されるオプション価格を何度も計算し、市場のクオートに合うようモ
デル・パラメータを調整する必要がある。その際、ラフ・ヘストン・モデルについて
は、特性関数の準解析解により、オプション価格を表現できるほか、ラフ・SABR・モ
デルは漸近展開公式が知られているため、キャリブレーションの計算負荷を一定程度
抑制できるものの、一般のラフ・ボラティリティ・モデルでは既存のマルコフ型のモデ
ル以上に困難を伴う。この問題への一つの解決策として、深層学習を活用した「ディー
プ・キャリブレーション」(Horvath et al. [2021a])といった技術も提案されている。ま
た、価格付け対象となる (より複雑な)デリバティブの価格やグリークスを求める際に
は、より一般の被積分関数に関する期待値計算が求められる。これに対し、ハイブリッ
ド法 (Bennedsen et al. [2017])、ツリー法 (Horvath et al. [2017])、マルコフ近似 (Bayer and
Breneis [2023]、Cuchiero and Teichmann [2019]、Hamaguchi [2023])などの手法が提案
されているが、実務で活用できるアルゴリズムはほとんど知られておらず、理論的な
正当性も示されていないものが多い58。
ラフ・ボラティリティ・モデルは、負のべき乗則が観察される米国のデリバティブ市
場を中心に応用可能性があると考えられる。また、今後の実証研究の進展により、よ
り広範な市場でラフ性を示唆する現象が観測されることで、ラフ・ボラティリティ・モ
デルの必要性や応用可能性が高まっていくことも考えられる。たとえば、3節で述べた
HVの議論や 5節で述べるMMの議論と関連して、流動性が高く高頻度で取引が行われ
る資産のボラティリティがラフ性を示唆する場合、対応するオプション市場でも負の
べき乗則が観測されていく可能性が相応にある。このほか、負のべき乗則以外のボラ
ティリティ・サーフェスの形状でも、ボラティリティのラフ性を示唆する特徴が考え
られうるため、こうした特徴に関する分析の進展により、ラフ性が示唆される市場が
広がる可能性も考えられる。また、金利や為替のオプション市場は、その商品性や市
場慣行上、株式デリバティブよりも複雑になる傾向にある59。たとえば、スワップショ
ンの IVとキャップの IVの同時キャリブレーションなど、標準的な解決手法が確立さ
れていない問題も多い。

58Alòs et al. [2023]では、現在のデリバティブ実務で必須な CVA(カウンターパーティー・リスクをデ
リバティブの評価額に反映させる価格調整)をラフ・ボラティリティ・モデルで計算することを試みて
いる。

59たとえば、為替オプションの場合、ストライクという表示は用いずに、「デルタ」や「バタフライ」と
いった定型商品のボラティリティがクオートされている。また、金利オプションの場合、スワップショ
ン (スワップを原資産とするオプション)のボラティリティが、原資産のスワップの年限とオプションの
満期とストライク毎にクオートされているほか、キャップやフロアといった商品のボラティリティもク
オートされている。
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5 マーケット・マイクロストラクチャーとラフ性の発生メ
カニズム

3節や 4節で述べたとおり、資産価格のボラティリティがラフ性を有することを示
唆する研究がみられてきている。このため、ボラティリティにラフ性を生じさせる金
融経済学的なメカニズムを解明することも重要な論点である。本節では、このような
試みの一つとして、マーケット・マイクロストラクチャー (MM)に関連する研究を紹
介する。5.(1)節では、MMに関する先行研究について、市場参加者の個別の売買注文
行動を出発点として資産価格変動モデルを導出する研究を中心に概観する。5.(2)節で
は、個々の市場参加者の行動と価格形成メカニズムをモデル化し、特定の仮定のもと
で、価格がラフ性を持つモデルに収束することを示した研究を紹介する。

(1) 資産価格変動の「ミクロ的基礎付け」に関する研究
数理ファイナンス分野をはじめとする理論的分析においては、ブラウン運動などを
用いて記述される連続確率過程で資産価格をあらわすことが多い。もっとも、実際の
金融市場では、離散的な取引成立に従って離散的に資産価格が変動しており、ティッ
ク・データ (売買取引成立ごとの価格データ)は不連続な確率過程とみなせる。また、投
資家もランダムに売買注文を行っているわけではない。
このような、投資家のミクロレベルでの行動のほか、金融市場の制度的な構造 (たと
えば、取引所における取引ルール等)が資産価格形成に与える影響を分析する分野とし
て、マーケット・マイクロストラクチャー (MM)研究がある。MM研究で取り扱われる
課題の一つとして、資産価格変動の確率過程に「ミクロ的基礎付け」(micro-foundation)
を与えることが挙げられる。資産価格の変動は、上述のとおり、究極的には投資家に
よる売買行動を受けたティック単位の価格変動の積み重ねで定まっていくものである。
このため、投資家のティック単位レベルの売買行動、具体的には、投資家による指値注
文やその取り消し、成り行き注文や、こうした行動によって変化していく市場の「板」
(limit order book)のモデルを出発点として、より長めのタイムスケールでの資産価格変
動のモデルを導出する試みがみられている。このアプローチでは、個々の投資家の売
買行動が直接的にモデル化されているという意味での「ミクロ的基礎付け」が存在す
ることから、どのような投資家の行動特性がどのような価格変動特性につながるかと
いう、資産価格形成メカニズムの解明に資する。こうした点への理解を深めることは、
取引所のルール設計や規制の在り方といった政策的な観点からも重要である。
板に関する研究は、個別注文レベルのデータの利用可能性が広がり始めた 1990年代
以降、大きく発展していった。たとえば、板の状況の動的な変化を分析した初期の研
究としては、Parlour [1998]などがある。個別の売買注文行動モデルから、連続時間の
資産価格変動モデルを導出する研究としては、Cont and De Larrard [2013]などがある。
Cont and De Larrard [2013]は、成り行き注文・最良買い指値注文・最良売り指値注文・
注文取消しのフローがそれぞれ独立なポアソン過程で到着するモデルを分析し、価格
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変化の時間間隔の分布や、仲値 (最良ビッド価格と最良アスク価格の中間値)のスケー
ル極限の確率分布などを導出している。とくに、仲値のスケール極限はブラウン運動
に収束し、その係数 (ボラティリティ)は、注文の到着強度などであらわされることを
導出している。Lakner et al. [2016]は、板の注文状況を確率分布として表現し、注文の
到着に応じてこの分布が確率的に変動するモデルを検討しており、そのスケール極限
に関する結果を得ている。
成行注文を行った場合は、最良指値注文とマッチすることで売買が成立するが、成行
注文の量が最良指値注文の量を上回る場合は、第二最良指値注文とマッチし、それでも
まだ成行注文が残る場合は、第三、第四指値とマッチしていくこととなる 60。このよ
うに、大量の売買を行う場合は、成行注文を行う投資家にとって、最良指値よりも不利
な価格で約定が発生するほか、取引価格・仲値が大きく上昇することとなる。この現
象はマーケット・インパクトと呼ばれている。このようなマーケット・インパクトを
軽減するために、大口の注文を行う投資家は、注文を小さなサイズに分割して徐々に
執行するといった、いわゆるアイスバーグ取引と呼ばれる手法をとることがある。ア
イスバーグ取引は、マーケット・インパクトを軽減する一方で、注文全体の執行に時
間を要することから、その間の (その他の要因による)価格変動リスクを負うことにな
り、このトレードオフによって最適執行戦略が決まる (たとえば、Almgren and Chriss
[2001]など)。最適執行戦略に関するサーベイ研究としては、たとえばDonnelly [2022]
などを参照されたい61。このようなアイスバーグ取引などの投資家行動は、高頻度の価
格変動の特性に大きく影響を与えるほか、より長期的な (スケール極限での)資産価格
変動の確率過程の形状に影響を与えると考えられる。

(2) MMによるラフ性分析の枠組み
上記のような注文行動のミクロ的基礎付けがあるモデルから出発して、スケール極
限としてラフ・ボラティリティ・モデルが現れる例が、El Euch et al. [2018]によって提
示されている。El Euch et al. [2018]では、価格更新の影響がどの程度持続性を持つか
によって、形成される価格のボラティリティがラフ性を持つかどうかが決まることを
示されている。具体的には、ティック単位の価格の上昇・下落を「ホークス過程」と呼
ばれる点過程により記述し、価格更新の影響の持続性をホークス過程の「強度」によ
り表現したモデルのスケール極限について分析しており、ホークス過程の強度に関す
るパラメータに応じて、形成される価格にラフ性が生じるかどうか決まることが示さ
れた。その後、El Euch et al. [2018]の議論の一般化や、ラフ・ヘストン・モデルの解析
への応用が論じられている。
本節では、El Euch et al. [2018]でのモデルの基本的な考え方や仮定を中心に、ボラ
ティリティのラフさの源泉の解明しうる枠組みについて紹介する。

60最良ではない指値注文の状況も含むより詳細な板モデルに関する分析としては、たとえば、Cont et al.
[2023]やその中の引用文献を参照。

61このほか、マーケット・インパクトは市場流動性との関係で多くの文献がみられている。たとえば、
Amihud [2002], Goyenko et al. [2009]などを参照。
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イ ホークス過程

ホークス過程を定式化するため、まずポアソン分布とポアソン過程について述べる。
ポアソン分布とは、ある偶発事象が起こる回数を表す離散確率分布であり、事象の起
こりやすさ (平均回数)を表すパラメータ µを持つ。すなわち、離散確率変数 Xがパラ
メータ µのポアソン分布に従うとは、

P (X = k) =
µk

k!
e−µ

となることを指す。ここで、ポアソン分布に従う確率変数の期待値および分散は µに
等しい (E[X] = V[X] = µ)。ポアソン過程 Ltは、ある偶発事象が起きた回数をポアソン
分布により表す確率過程で、最も基本的な点過程である。具体的には、時刻 tから t + s
の間に事象が起こる回数 Lt+s − Ltが、パラメータ µ = λsのポアソン分布に従うとする。
すなわち、

P (Lt+s − Lt = k) =
(λs)k

k!
e−λs

を満たす。ここで、λはポアソン過程の強度と呼ばれるパラメータで、s時間経過する
際に事象が起こる平均回数が λsになることからわかるとおり、強度 λは事象の瞬間的
な起こりやすさを表す。すなわち、P (Lt+dt − Lt = 1) = λdtが成立する62。
このように、(定常)ポアソン過程の強度は一定である。しかし、現実の偶発現象の中

には、本震後の余震、大企業倒産後の連鎖倒産、市場急落後の投げ売りなどの現象な
ど、一度事象が起こると次の事象が誘発される、すなわち、事象の発生により強度が
上昇する現象が多くみられる。この性質は自己励起性と呼ばれる。ポアソン過程を拡
張し、自己励起性をモデル化したのがホークス過程である。すなわち、ホークス過程
Ntは、ある時点での強度 λtが、それまでに事象が起こった回数 Ntに依存して決まる。
具体的には、ある関数 h(ホークス過程の核関数)を用いて、

λt =

∫ t

0
h(t − s) dNs

と書ける。たとえば、核関数が正値 (h(·) > 0)であれば、事象の発生によって強度が上
昇することとなり、自己励起性を表現できる。また、核関数 hが正値の減少関数の場
合、過去の事象の発生が強度に与える影響は時間の経過とともに減衰していく。

ロ El Euch et al. [2018]の枠組み

El Euch et al. [2018]は、ホークス過程を用いてティック単位の価格変動をモデル化
し、価格変動の強度の収束性に応じて、形成される価格が従う確率過程のボラティリ
ティにラフ性が生じるかどうかが決まることを示している。以下では、この点を簡単
に解説する。El Euch et al. [2018]では、ティック単位の価格の上昇回数 N+t と下落回数

62数学的には、独立増分で P (Lt+dt − Lt = 1) = λdt, P (Lt+dt − Lt > 2) = 0を満たすものとして定義され
る。
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N−t が、2次元ホークス過程でモデル化されている。すなわち、N+t 、N−t の強度をそれぞ
れ λ+、λ−t としたとき、λ+t

λ−t

 = ν+
ν−

 + ∫ t

0

ϕ1(t − s) ϕ2(t − s)
ϕ3(t − s) ϕ4(t − s)

 dN+sdN+t

 (10)

と表せる。ここで、核関数 ϕ1、ϕ2、ϕ3、ϕ4は、過去の価格上昇・下落が、それぞれ価格
上昇・下落の強度にどう影響するかを表す自己励起パラメータである。たとえば、価
格上昇の強度を表す (10)式の第 1行目は、

λ+t = ν
+ +

∫ t

0
ϕ1(t − s) dN+s +

∫ t

0
ϕ2(t − s) dN−t

と書け、右辺第二項は過去の価格上昇が現在の価格上昇の強度に与える影響を、右辺
第三項は過去の価格下落が現在の価格上昇強度に与える影響をそれぞれ表す。同様に、
価格下落の強度も過去の価格上昇・下落の影響を受ける。このように、本モデルでは、
相互励起性と呼ばれる、価格上昇と価格下落が相互に影響しながら、将来の価格変動
の発生強度に影響を与えることがモデル化されている。
こうした枠組みのもと、各自己励起パラメータに条件をつけ、高頻度取引が行われ
るもとで形成される価格 Pt(ティック単位の価格変動のスケーリング極限63)が従う確率
過程にラフ性が生じるか論じている。その結果、価格変化の強度への影響が長期間に
わたって残り続ける場合、すなわち、核関数

Φ(u) =

ϕ1(u) ϕ2(u)
ϕ3(u) ϕ4(u)


の u → ∞での減衰速度が遅い場合、ラフ性が生じることを示した64。El Euch et al.
[2018]では、このラフ性が現れる条件と対応する市場取引の性質として、先述のアイ
スバーグ注文のように、大口の注文を小口取引に分割して長期にわたって取引する行
動と紐づけている。もっとも、これは上述のホークス過程の強度に関する収束性条件
の一解釈であり、異なる投資家行動などと対応付けることも可能であると考えられる。
このため、アイスバーグ注文が高頻度取引におけるラフ性の源泉であると、直ちに結
論付けることは難しいと考えられることに留意が必要である。

63仮想的に取引が無限小時間で行われたもとで形成される価格 Pt = limT→∞
N+tT−N−tT

T
64たとえば、ある 1/2 < α < 1が存在して、αxα

∫ ∞
x ϕ1(s) ds → C(x → ∞)などの条件が満たされる場

合に、スケーリング極限がラフ・ヘストン・モデルに収束する。また、、収束条件に現れる αは、スケー
リング極限が従うラフ・ヘストン・モデルのハースト指数 H = α − 1/2に対応する。この結果の技術的
な要点は以下のとおり。高頻度取引が行われるもとでは、核関数は、一定の可積分条件 (

∫ ∞
0 ϕ1(s) dsが

適切な意味で収束するなど、ホークス過程の「Nearly unstable」と呼ばれる条件)を満たす。この条件が
満たされるもとで、Φ(u) =

(
ϕ1(u) ϕ2(u)
ϕ3(u) ϕ4(u)

)
の固有値の収束を議論する。この固有値の減衰度合いに基づ

いて、ラフ性を持った確率過程に収束するかどうかが決まる。
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ハ ラフ・ボラティリティのMM研究の展望

その後、El Euch et al. [2018]の枠組みを拡張した研究が行われている。たとえば、
Jusselin and Rosenbaum [2020]では、より一般的な設定の市場において、取引の市場
価格への影響度合いとラフ性 (ハースト指数 H)の対応関係を明確化している。また、
Rosenbaum and Tomas [2021]では、2次元ホークス過程の議論を多次元ホークス過程に
拡張し、複数の資産が取引される市場でのマイクロ・ストラクチャーを解析する枠組
みを提示している。今後、より現実的な投資家行動のモデル化や現実のデータを用い
た実証分析など、MMの観点からの研究を深めていくことが、ボラティリティのラフ
性の源泉を解明していくうえで重要であると考えられる。

6 おわりに
本論文では、ラフ・ボラティリティに関する実証・理論研究や、応用可能性に関する
議論を様々な視点から紹介してきた。とくに、ボラティリティのラフ性を示す根拠と
して、実現ボラティリティの時系列データに関する統計的観測 (3節)、および、市場で
観測される IVの形状 (4節)が、ラフなモデルである非整数ブラウン運動を用いて表現
できるという研究結果を紹介してきた。さらに、4節では、ラフ性が観測されるデリバ
ティブ市場においては、ラフなモデルを用いた価格付けを行わなければ裁定機会が生
じるという結果を紹介した。これは、ボラティリティのラフ性を考慮したモデルの必
要性を示す重要な結果である。また、5節ではラフ性が生じるメカニズムをMMの観
点から解明することを試みた研究を紹介した。加えて、ラフ性を考慮したモデルを利
用することで、ボラティリティの予測精度の向上 (3節)や、デリバティブの価格付けモ
デルの改善 (4節)につながることを示す研究がみられている。このように、もともと
別の問題意識で発展してきた計量ファイナンスや数理ファイナンスを含む様々な分野
で、ラフ性の必要性や有用性を示す議論が発展しており、ラフ・ボラティリティはボ
ラティリティ研究の新潮流となっている。
ただし、ボラティリティのラフ性を示唆する研究が多くみられているものの、ボラ
ティリティのラフ性が本当に必要かという点について、議論が続いていることに注意
が必要である。これまでの研究の多くは、ボラティリティのラフな挙動を仮定すると
観測事項を整合的に説明できるというものであるほか、ラフ性が実証的に確認されて
いるのは、米国の株式市場など一部の市場にとどまっている。このため、ボラティリ
ティのラフ性が資産クラスなどにかかわらず現れる普遍的な性質なのか、といった点
について理解を深めていくことが重要と考えられる65。また、こうした実証研究から判
明したデータの振舞いの背後にある金融経済学的メカニズム、とくに市場参加者のど
のような取引行動がラフ性を生み出すかなどを解明していくことも重要な課題である。
このため、たとえば 5節で紹介したMMの観点からの研究がさらに進展することが望

65高石 [2019]では、ビットコイン市場における実証分析が行われ、ボラティリティのラフ性が観測さ
れることが報告されている。
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まれる66。また、ボラティリティのラフ性を所与とした場合でも、応用の観点から、本
論文で紹介した非整数ブラウン運動やリーマン・リュービル型の伊藤積分による定式
化が、表現力や実装可能性などの観点で最も望ましいモデルか議論の余地がある。こ
のほか、時系列モデルのパラメータ推計、デリバティブ価格付けモデルの数値計算手
法の安定化、ヘッジ戦略の分析など、様々な課題が残されている。
ラフ・ボラティリティ研究は、今後も、実務と学術の双方でさらに関連分野を拡大さ
せながら発展していくことが展望される。たとえば、高頻度 (アルゴリズム)取引への応
用 (Guasoni et al. [2021])、機械学習分野との融合や金融時系列データ生成 (Rosenbaum
and Zhang [2022]、Horvath et al. [2021b])、広範なリスク管理への応用がすでに始まっ
ている。今後も、金融実務における問題意識の変化などに影響を受けつつ、AI分野や
経済学・情報科学・数理科学などとも交わりながら研究が進展していくことが予想され
る。このため、今後もその先端的な議論にキャッチアップしていくことが重要である。
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