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1 はじめに
バリア・オプションは、原資産価格があらかじめ設定された価格水準 (バリア) に到達
した際に、権利が発生あるいは消失するオプションである。バリア・オプションは、為替
や株式市場をはじめとした金融市場において、単体で、あるいは仕組債に組み込まれるか
たちで売買されている。エキゾチック・オプションの中では最も取引量が多く、金融機関
のオプション・ポートフォリオに占めるバリア・オプションの割合も比較的大きいとみら
れる。一方、バリア・オプションは、最も基本的なオプションであるバニラ・オプション
と比べると、一般に市場流動性や価格透明性が低い。このため、バリア・オプションを売
買する金融機関にとって、その時価評価やリスク管理は重要な課題となっている。
特に、バリア・オプションに内在する複雑なリスクを、他の金融商品を用いてどのよ
うに効率的にヘッジするかについては研究途上であり、いくつかの手法が提案されている
が、いずれの手法にも問題があることが指摘されている。動的ヘッジ、すなわち、保有す
るバリア・オプションの感応度を市場環境の変化に応じて逐次再計算し、それに応じて原
資産を保有する場合には、頻繁なリバランスが必要となり、多大な取引コストが発生する
ことが知られている。また、Derman, Ergener, and Kani [1995]、Carr and Chou [1997]、
Carr, Ellis, and Gupta [1998]等による静的ヘッジ戦略、すなわち、バリア・オプション
の取引開始時に構築したバニラ・オプションのポートフォリオでヘッジする場合には、ボ
ラティリティの変動を踏まえたヘッジではないことから、ヘッジ誤差1が大きいことが知
られている。一方、Fink [2003]により提案され、Nalholm and Poulsen [2006]や、時価評
価手法として研究した Shiraya, Takahashi, and Toda [2011]等により発展してきた、ボラ
ティリティの変動リスクまで考慮した静的ヘッジ戦略では、流動性が低いオプションが多
数必要となりヘッジ戦略の実現自体が困難である。
こうした点を踏まえ、本稿では、まず、先行研究で提案されてきたバリア・オプション
のヘッジ手法について整理した後、先行研究の問題点を改善した効率的な静的ヘッジ戦略
を提案する。この手法は、解析的に導出したヘッジ誤差の 2乗平均を最小化することで、
ヘッジ誤差への影響が大きい原資産価格やボラティリティのシナリオを中心にヘッジする
戦略である。具体的には、まず、原資産価格が確率局所ボラティリティ・モデル（stochastic

local volatility model: SLV モデル）2に従うと仮定したうえで、状態変数のパスが従う確
率密度関数をヒートカーネル展開（heat kernel expansion）で近似し、最も発生確率が高
1 ここでヘッジ誤差とは、ヘッジ取引から生じるキャッシュ・フローと、ヘッジ対象のオプションから生じ
るキャッシュ・フローとの差を表している。

2 当該モデルの呼称としては、stochastic local volatility、local stochastic volatility あるいは local-and-
stochastic volatility等、複数ある。また、確率ボラティリティ（stochastic volatility: SV）モデルの一部
とみなして inhomogeneous stochastic volatility modelと呼ばれることもあるが、本稿では SLV モデル
と呼ぶ。
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いパス（最尤経路）を中心とした鞍点近似を利用することで、ヘッジ誤差のn次モーメン
トの近似式を導出する3。次に、この結果を用い、ヘッジ誤差の 2乗平均を最小化するこ
とで、ヘッジ誤差への影響が大きい原資産価格やボラティリティのシナリオを中心にヘッ
ジする。この手法では、既存の手法に比べて効率的にバリア・オプションをヘッジでき、
比較的少数のバニラ・オプションでヘッジした場合でも、ヘッジ誤差を充分に抑制できる
ことが期待される。
本稿は、SLVモデルのもとでのバリア・オプションのヘッジ戦略にヒートカーネル展開
と鞍点近似を応用した最初の試みである。ゼロ次のヒートカーネル展開にあたる近似手法
を用いた先行研究としては、局所ボラティリティ（local volatility：LV）モデルのもとで
のバニラ・オプションの時価評価に応用したHagan and Woodward [1999]、SVあるいは
SLVモデルのもとでのバニラ・オプションの時価評価に応用したHagan et al. [2002]があ
る。また、より高次のヒートカーネル展開を用いた研究としては、SVあるいは SLVモデ
ルのもとでのバニラ・オプションの時価評価に応用したHenry-Labordère [2005]、Paulot

[2009]等がある。本稿は、高次のヒートカーネル展開を、経路依存型オプションであるバ
リア・オプションのヘッジに応用した試みであり、本稿の手法を用いることでヘッジ誤差
のモーメントを解析的に評価できる。
バリア・オプションに代表されるエキゾチック・オプションのリスクは、一般に、原資
産とバニラ・オプションを売買することで管理される。このため、リスク管理においては
バニラ・オプションのダイナミクスと整合的なモデルを使うことが重要である。この点に
ついて、先行研究で提案されている代表的なモデルを概観すると、SLVモデルが最も有
用であると判断できる。SLVモデルは、現在のバニラ・オプションの価格水準と整合的で
あるうえに、バニラ・オプションのダイナミクスをモデル化するうえで十分な自由度を持
つことが知られている。このため、バニラ・オプションとエキゾチック・オプションの時
価を同一のモデルで評価できるうえに、リスク管理に必要なさまざまな原資産価格やボラ
ティリティのシナリオを表現できるモデルである。こうした点から、本稿では、ヘッジ戦
略の構築において SLVモデルを選択している。
なお、本稿は、読者として、ボラティリティの変動モデルのほか、最尤経路を利用した
近似手法の実務への応用に興味がある実務家を想定している。このため、実務上不要と思
われる数学の詳細は可能な限り省略しており、詳細については引用した文献を参考にして
いただきたい。ただし、導出まで含めて実務上重要であると筆者が判断する一部の内容と
本稿で提案するバリア・オプションの新しいヘッジ戦略については、数学的な内容も含め
て詳細に説明する。
本稿の構成は以下のとおりである。まず 2節で、エキゾチック・オプションの時価評価

3 ヒートカーネル展開と鞍点近似についてはそれぞれ、4節（2）と（3）を参照。
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と全てのオプションのリスク管理において重要な点を整理し、SLVモデルの有用性を確認
する。次に 3節で、デルタ・ヘッジ、ベガ・ヘッジ等の動的ヘッジ戦略と既存の静的ヘッ
ジ戦略の概要と問題点についてまとめる。次に 4節で、最尤経路を中心とした鞍点近似に
よりヘッジ誤差のモーメントを近似的に求める。次に 5節で、近似したモーメントを利用
したヘッジ戦略について説明し、そのヘッジ効率について数値検証する。最後に 6節で、
本論文の内容をまとめる。
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2 確率局所ボラティリティ・モデルの背景
本節では、原資産価格とボラティリティ・サーフェスの変動に関する各種モデルを整理
し、その特徴をみていく。
まず、（1）では、オプションのリスク管理や時価評価を行ううえで、ボラティリティ・

サーフェスのダイナミクスがポイントとなることを解説する。次に、（2）では、これまで
考えられてきた主要なボラティリティ変動モデル等の特徴を整理し、オプションのリスク
を管理するうえで SLVモデルが有用であることを説明する。

（1） ボラティリティ・サーフェスのダイナミクスの重要性

ボラティリティ・サーフェスとは、バニラ・オプションの現時点の市場価格からブラッ
ク＝ショールズ（Black=Scholes: BS）式を逆算することで得られるブラック＝ショール
ズのインプライド・ボラティリティ（BS implied volatility: BSIV）について、権利行使
価格（以下、行使価格）と満期を軸にとり描いた曲面（サーフェス)である4。図 1には、
ボラティリティ・サーフェスとそのダイナミクスの関係を示した。通常、ボラティリティ・
サーフェスは、時間とともに確率的に変化し、ボラティリティ・サーフェスが従う確率分
布は、オプションのリスク管理や時価評価において重要である。以下では、オプションの
デルタ・ヘッジとエキゾチック・オプションの静的ヘッジ、時価評価を例に、その重要性
をみていく。

イ． オプションのデルタ・ヘッジ

オプション保有に伴うリスクは、通常、オプション価格の原資産価格に対するリスク感
応度（デルタ）に応じて原資産を売買するデルタ・ヘッジによって管理されることが多い。
ここでは、バニラ・オプションを例に、ボラティリティ・サーフェスのダイナミクスを踏
まえたデルタ・ヘッジについて説明する。
ボラティリティ・サーフェスの確率的な変化幅が大きい場合、ボラティリティの変化も
考慮してデルタ・ヘッジする必要がある。その場合のデルタの定義にはいくつかの選択肢
があるが、ここでは原資産価格以外の状態変数5を固定したうえでの、オプションの BS

時価評価式の原資産価格による全微分として定義する。すなわち、デルタを

Δsmile ≡ dV BS(t, F, σImp(t, F,�a; K,T ))

dF
4 他方、満期を固定して、行使価格についての関数とみなす場合には、「ボラティリティ・スマイル」と呼
ばれる。

5 原資産価格やボラティリティなどのモデルが想定する確率変数を本稿では状態変数と呼んでいる。
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図 1 ボラティリティ・サーフェスの確率的な変化

�����

���	�
�

��������	��
��
�� ��������	��
��
��

�

�

�

�����

�����

���	�
�

���	�
�

= ΔBS + VegaBS × ∂σImp(t, F,�a; K,T )

∂F
, (1)⎧⎨⎩ ΔBS ≡ ∂V BS(t,F,σImp(t,F,�a;K,T ))

∂F
,

VegaBS ≡ ∂V BS(t,F,σImp(t,F,�a;K,T ))

∂σImp(t,F,�a;K,T )
,

(2)

と定義する。ここで V BS(t, F, σImp(t, F,�a; K,T ))はバニラ・オプションの BS時価評価
式、tは現時刻、F は原資産価格、σImp(t, F,�a; K,T )は現時刻における行使価格 K、満
期 T の BSIVを表し、�aは原資産価格以外の状態変数を表している。(1)式は、一般にス
マイル調整済みデルタ（smile adjusted delta）と呼ばれ6、BSモデルから計算されたデ
ルタ（BSデルタ、ΔBS）とボラティリティ・サーフェスの変化を考慮した項（VegaBS ×
∂σImp(t, F,�a; K,T )/∂F）とに分解される。
6 スマイル調整済みデルタは、時系列データからも計算できる簡便な感応度であり、実務でもしばしば利
用される。また、局所ボラティリティ・モデル（local volatility model：LVモデル）などの完備市場モデ
ルでの最適なデルタ・ヘッジ戦略は、スマイル調整済みデルタを利用したデルタ・ヘッジ戦略である。一
方、後述するように、ボラティリティも状態変数に含む SVモデルや SLVモデルではさまざまなデルタ
を定義できる。具体的には、�aで表現される状態変数にボラティリティ（後掲 (12)式における αt）が含
まれ、原資産価格の変化に応じた αtの変化の定義に応じて複数のデルタを定義できる。本稿では、αtを
固定したうえでの原資産価格による全微分をスマイル調整済みデルタと呼び、原資産価格の変化に応じた
αt の変化も考慮した感応度をリスク最小化デルタと呼んでいる。リスク最小化デルタについては 3節で
説明する。
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図 2 ボラティリティ・レジーム
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(c)

備考: 原資産価格がF0からΔF だけ増大した時の各レジームにおけるスマイルの変化

(1)式のスマイル調整済デルタをヘッジした場合の損益は、ボラティリティ・サーフェ
スのダイナミクスに依存する。(1)式の各項のうち、ΔBS とVegaBS は現時刻のボラティ
リティ・サーフェスのみから決まるが、∂σImp(t, F,�a; K,T )/∂F はボラティリティ・サー
フェスのダイナミクスに依存する。ここで ∂σImp(t, F,�a; K,T )/∂F は、原資産価格の微小
変化に対するボラティリティ・サーフェスの感応度を表しており、当該量は微小時間間隔
におけるボラティリティ・サーフェスのダイナミクスの情報を含んでいる。したがって、
当該量をバニラ・オプションの市場価格の変化と整合的になるよう推計、あるいはモデル
化することが、スマイル調整済みデルタを用いてヘッジするうえでのポイントとなる。
ボラティリティ・サーフェスのダイナミクスは、Derman [1999a]が提案したボラティリ
ティ・レジームで表現できる。ボラティリティ・レジームとは、原資産価格がΔF だけ増
大した場合のアット・ザ・マネー（ATM）付近のボラティリティ・スマイルの形状変化に
応じて分類したものである。ATM付近のスマイルを直線で近似すると、図 2に示した 3

つに、ボラティリティ・レジームは大別される。ここで、それぞれのレジームは、スティッ
キー・ストライク、スティッキー・デルタ、スティッキー・ツリーと呼ばれ、それぞれ以下
の特徴を持つ。

（イ） スティッキー・ストライク

スティッキー・ストライクは、原資産価格が変化してもスマイルの位置と形状が変化し
ないレジームとして定義される（図 2（a））。行使価格を横軸にとりボラティリティ・サー
フェスのダイナミクスを描いた際に、原資産価格が変化しても、その位置や形状が変化し
ない。スティッキー・ストライクでは ∂σImp/∂F = 0が成り立ち、この場合のスマイル調

6



整済みデルタは、BSデルタに一致する。

（ロ） スティッキー・デルタ（スティッキー・マネネス）

スティッキー・デルタは、原資産価格が変化した際に、同じ方向に同じ量だけ変化する
ようなボラティリティ・サーフェスのダイナミクスとして定義される（図 2（b））7。ス
ティッキー・デルタでは、∂σImp/∂F > 0が成り立つ。このため、スティッキー・デルタの
もとでは、コール・オプションのショート・ポジションをヘッジするのに必要なスマイル
調整済デルタはBSデルタより大きい。

（ハ） スティッキー・ツリー

スティッキー・ツリーは、原資産価格が変化した際に、原資産価格の変化方向とは逆方
向に、同量だけ変化するようなボラティリティ・サーフェスのダイナミクスとして定義さ
れる（図 2（c））8。スティッキー・ツリーでは、∂σImp/∂F < 0が成り立つ。このためス
ティッキー・ツリーのもとでは、コール・オプションのショート・ポジションをヘッジす
るのに必要なスマイル調整済デルタは、BSデルタより小さい。

市場で観察されるボラティリティ・サーフェスのダイナミクスを 3つのレジームで表現
した場合、時間とともにレジームが変化し、単一のレジームでは表現できないことが知ら
れている。例えば、Derman [1999b]による米国の S&P 500株価指数オプションを対象に
した分析では、市場環境に応じてレジームが変化していることが報告されている。このた
め、スマイル調整済みデルタをヘッジする場合には、複数のボラティリティ・レジームを
表現できるモデルが必要となる9。

ロ． エキゾチック・オプションの時価評価と静的ヘッジ

エキゾチック・オプションの時価評価とヘッジでも、バニラ・オプションと同様に、ボ
ラティリティ・サーフェスのダイナミクスが重要である。エキゾチック・オプションのリ
スク管理を議論する際に固有の点としては、以下の 2つに注意する必要がある。第 1に、
7 厳密には、スティッキー・デルタは、オプションのデルタあるいはマネネス（行使価格とATMオプショ
ンの行使価格KAの比）を横軸にとりボラティリティ・サーフェスのダイナミクスを描いた際に、その位
置や形状が変化しないレジームとして定義される。この場合、行使価格を横軸にとりダイナミクスを描い
た際には、原資産価格と同じ方向に同じ量だけ、スマイルが変化する。

8 これは、本節（2）イ．で定義する、局所ボラティリティ関数（ツリー）が市場と常に整合的であると仮
定した場合のボラティリティ・サーフェスのダイナミクスに相当することから、スティッキー・ツリーと
呼ばれる。

9 ここでは簡単のために、スマイル調整済みデルタを用いて説明したが、リスク最小化デルタを用いる場
合でも実際の市場と整合的なボラティリティ・サーフェスのダイナミクスを記述できるモデルが必要であ
る。
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表 1 ダウン・アンド・アウト・コール・オプションの静的ヘッジ・ポートフォリオ

No. 行使価格 満期 ペイオフ 保有数

1 K T コール・オプション 1

i = 2, . . . , N = m × n Ki < B Ti < T コール・オプション βi

エキゾチック・オプションのリスクは通常、流動性のあるバニラ・オプションを用いて動
的にあるいは静的にデルタとベガ10をヘッジすることで管理される。第 2に、エキゾチッ
ク・オプション11の時価評価にはモデル・リスクが伴う。エキゾチック・オプションのよ
うに流動性が低い商品では、市場価格の信頼性が低いため、流動性が高いバニラ・オプ
ション価格から決まる、現時刻のボラティリティ・サーフェスにキャリブレートしたモデ
ルを用いて時価が推定される。具体的には、モデルを用いてヘッジ戦略が組まれた後に、
ヘッジ戦略にかかるコストとして時価が決められるが、その値は用いたモデルに依存す
る。このため、エキゾチック・オプションについてはデルタ・ヘッジ以外の観点からも時
価とヘッジ戦略について議論することで、評価の頑健性を高めることが望まれる。ここで
は、Baker, Beneder, and Zilber [2004]を簡略化した例を用いて、エキゾチック・オプショ
ンの時価評価とヘッジを扱ううえでのボラティリティ・サーフェスのダイナミクスの役割
を解説する。具体的には、行使価格K、満期 T、バリア水準Bのダウン・アンド・アウ
ト・コール・オプションを、表 1のバニラ・オプションのポートフォリオで静的にヘッジ
する例を考える12。
静的ヘッジとは、バリア・オプションの取引開始時に構築したバニラ・オプションから
成るポートフォリオ（ヘッジ・ポートフォリオ）によって、バリア・オプションが生み出
すキャッシュ・フローを近似的に合成する戦略である。一旦ヘッジ・ポートフォリオを構
築したら、バリア・オプションの権利が消滅した際にポートフォリオを解消する以外のタ
イミングで、ポジションの調整が必要ないことから、「静的」ヘッジと呼ばれる。
バリア・オプションのキャッシュ・フローは、バリアに到達せずに満期を迎えた場合のペ
イオフと、バリアに到達した際のペイオフに分類して考えることができる。表 1に示した
ヘッジ・ポートフォリオの例では、原資産価格がバリアに到達しなかった場合のペイオフ
が 1番目のコール・オプションで常に複製されるため、バリアに到達した際のポートフォ

10 ATMボラティリティや、(11)、(16)式の αt に対する感応度として定義される。
11 ここでのエキゾチック・オプションとは特に、バニラ・オプションによるモデル・フリーな静的ヘッジが
不可能なオプション、すなわち、経路依存型オプションのことを指している。モデル・フリーな静的ヘッ
ジが可能な場合には、モデル・リスクの問題は生じない。

12 本節では静的ヘッジの詳細についての知識は必要ないが、詳細については 3節（2）を参照。
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リオの価値がゼロとなるように βiを調節することで、静的にヘッジできる。
バリアに到達した際のヘッジ誤差を打ち消す条件を簡便に考察するために、バリア水
準 Bに到達する時刻が n個の離散的な時刻 tj (j = 1, . . . , n)で表現されるとし、到達し
た際に実現しうるボラティリティ・サーフェスはm種類の σImp(tj, B,�a(k); K,T ), (k =

1, . . . ,m = N/n)のいずれかで表現されると便宜上考える13。この場合、原資産価格がバ
リアに到達した際にヘッジ・ポートフォリオ価値がゼロとなる条件は

N∑
i=1

βiV
BS(tj, B, σImp(tj, B,�a(k); Ki, Ti))

+V BS(tj, B, σImp(tj, B,�a(k); K,T )) = 0, for all j and k, (3)

である。ここで V BS(t, Ft, σImp(t, Ft,�a
(k); K,T ))は、原資産価格Ft、インプライド・ボラ

ティリティσImp(t, Ft,�a
(k); K,T )、行使価格K、満期 T のバニラ・オプションの時刻 tに

おけるBS時価評価式である。(3)式は βi (i = 1, . . . , N)に関するN 元連立方程式となっ
ており、その解にあたる βi単位だけ行使価格Ki、満期 Tiのバニラ・オプションを購入す
ることで静的ヘッジ・ポートフォリオが構築できる。

(3)式は、現時刻でのバリア・オプションの時価とヘッジ戦略が将来のボラティリティ・
サーフェスに依存することを示している。バリア・オプションの現時刻 t0での時価は、ヘッ
ジ・ポートフォリオの時価に等しく、

N∑
i=1

βiV
BS(t0, F0, σImp(t0, F0,�a0; Ki, Ti)) + V BS(t0, F0, σImp(t0, F0,�a0; K,T )), (4)

で表現される。ここで、ヘッジ戦略の詳細を定義する βiはオプションの保有数にあたり、
(3)式の解である。このため βiとバリア・オプションの時価（(4)式）は、バリアに到達
する場合に実現しうるボラティリティ・サーフェス σImp(tj, B,�a(k); K,T ) (k = 1, . . . ,m)

の関数である14。仮に、誤ったボラティリティ・サーフェスのダイナミクスを想定してβi

を推定した場合には (3)式の左辺がゼロにならず、バリア・オプションの静的ヘッジ戦略
で生ずるヘッジ誤差の分散が大きくなる。また、時価についても、適切な水準からの乖離
幅が大きくなる。このように、ボラティリティ・サーフェスのダイナミクスはエキゾチッ
ク・オプションの時価評価とヘッジにおいても重要である。
以上では、バリア・オプションをヘッジする例のみを考察したが、一般のエキゾチック・
オプションでもボラティリティ・サーフェスのダイナミクスが重要である。エキゾチック・
オプションのペイオフは、状態変数の経路によって決まるため、時価が状態変数の同時
13 言い換えると、バリアに到達する条件のもとでのボラティリティ・サーフェスの確率分布を離散近似し、

m種類のボラティリティ・サーフェスのいずれかのみが実現すると仮定している。
14 正確には、原資産価格がバリアに到達する条件のもとで、ボラティリティ・サーフェスが従う確率分布の
関数である。
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確率分布に依存する。このため、ボラティリティ・サーフェスが一致する複数のモデルが
あっても、それらの間で同時確率分布が一致しない限り、エキゾチック・オプションの時
価は一致しない15 。ボラティリティ・サーフェスのダイナミクスは同時確率分布に含まれ
る情報の一部であり、一般のエキゾチック・オプションの時価評価でも、適切なボラティ
リティ・サーフェスのダイナミクスを表現できるモデルが必要となる。

（2） ボラティリティ・サーフェスを表現する原資産価格モデル

本節（1）でみたように、オプションの時価評価やリスク管理ではボラティリティ・サー
フェスのダイナミクスが重要であるが、歴史的には、現時刻のボラティリティ・サーフェ
スを再現するモデルが研究の出発点になっている。以下では、

1. 局所ボラティリティ・モデル

2. 確率ボラティリティ・モデル

3. 確率局所ボラティリティ・モデル

4. その他のモデル：ジャンプ拡散過程

の 4つの主要なモデルをとりあげ、現時刻のボラティリティ・サーフェスとの整合性と、
モデルが表現できるボラティリティ・サーフェスのダイナミクスの特徴を整理する。

イ． 局所ボラティリティ・モデル

Dupire [1994]、Derman and Kani [1994]により提案された局所ボラティリティ・モデル
（local volatility model：LVモデル）は、時刻 tと原資産価格 Ftに依存する関数で瞬間的
なボラティリティを表現することで、ボラティリティ・サーフェスを再現するモデルであ
る。また、LVモデルはブラウン運動Wtを 1つだけ含む完備なモデルであり、全ての金融
商品をデルタ・ヘッジで複製できることが仮定されている。

LVモデルは、原資産価格がマルチンゲールとなる測度下において16

dFt

Ft

= σLV (t, Ft)dWt, (5)

15 この事実は、ボラティリティ・サーフェス、すなわち、バニラ・オプションの価格が、原資産価格の従
う周辺分布のみで決まることに由来する。ここで、周辺分布とは、状態変数の同時確率分布のうち原資産
価格以外の自由度を積分した確率分布を表し、同時確率分布が含む情報のうち、ごく一部の情報に対応し
ている。このため、理論上想定しうる全ての種類のバニラ・オプションの価格は一致するが、エキゾチッ
ク・オプションについては価格の異なるモデルが複数存在しうる。

16 本稿では、便宜的に、ローカル・マルチンゲールとマルチンゲールをともにマルチンゲールと表現する。
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の確率微分方程式により定義される17。ここで、σLV (t, Ft)は局所ボラティリティ関数と
呼ばれ、LVモデルは局所ボラティリティ関数によってモデルが規定される。局所ボラティ
リティ関数の定式化には、パラメトリックなものとノンパラメトリックなものの 2種類が
ある。前者の代表例としては、

σLV (t, Ft) = F β−1
t , (6)

で定義されるCEV（Constant Elasticity of Variance）モデル（Cox and Ross [1976]）や、

σLV (t, Ft) = q
F0

Ft

+ (1 − q), (7)

で定義されるディスプレースト・ディフュージョン (Displaced Diffusion)モデル（Rubinstein

[1983]）が挙げられる。
一方、後者のノン・パラメトリックのケースでは、ボラティリティ・サーフェスと局所
ボラティリティ関数の間に成立する、デュピレの公式（下記 (8)式）を利用することで、
ボラティリティ・サーフェスと整合的な局所ボラティリティ関数を一意に導出できること
が知られている（Dupire [1994]）。具体的には、ボラティティ・サーフェスから計算され
るバニラ・オプション価格について、行使価格Kと満期 T の両方向に滑らかに補間した
関数をC(K,T )とすると

σ2
LV (t, K) = 2

∂C(K,T )
∂T

∣∣∣
T=t

K2 ∂2C(K,T )
∂K2

∣∣∣
T=t

, (8)

により、現時刻のボラティリティ・サーフェスと整合的な局所ボラティリティ関数がノン
パラメトリックに導出される。(8)式には、計算の容易なオプション価格の微分形のみが
含まれるため、LVモデルでは、どのようなボラティリティ・サーフェスも短時間でキャ
リブレートできるというメリットがある。一方、LVモデルで表現できるボラティリティ・
サーフェスのダイナミクスが本節（1）で解説したスティッキー・ツリーに限られるという
デメリットも知られている。この点を理解するため、まず、Hagan and Woodward [1999]

による漸近展開18を用いてデュピレの公式を近似的に解くと、現時刻 t0でのボラリティ・
サーフェスは

σImp(t0, F ; K,T ) = σLV

(
t0,

1

2
(F + K)

){
1 + O((F − K)2) + O(T − t0)

}
, (9)

17 以下では特に断らない限り、為替や株式等の原資産価格と適当な基準財価格の比を原資産価格と定義し
直し、再定義した原資産価格がマルチンゲールとなる測度のもとで議論する。このため、原資産価格が従
う確率微分方程式には金利等のトレンド項は含まれない。また、ポートフォリオも該当する基準財対比で
考えるため、無リスクなポートフォリオの期待成長率もゼロとなる。

18 局所ボラティリティ関数が時刻に依存しているため、正確にはHenry-Labordère [2008]あるいはGatheal
et al. [2010]による漸近展開を利用している。ただし、(9)式の近似の精度では、Hagan and Woodward
[1999]による近似式との違いはない。
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と表現される19 。このため、微小な時間Δtの間に原資産価格がΔF だけ増大した場合
のボラティリティ・サーフェスと現時刻のボラティリティ・サーフェスとの間に

σImp(t0 + Δt, F + ΔF ; K,T ) � σLV

(
t0,

1

2
(F + ΔF + K)

)
� σImp(t0, F ; K + ΔF, T ), (10)

の関係式が成立する20。(10)式は、変化後の行使価格Kのインプライド・ボラティリティ
が、変化前の行使価格K + ΔF のインプライド・ボラティリティに等しいことを示して
おりスティキー・ツリーのレジームに相当している。(10)式は任意の LV関数に対して成
り立つことから、どのような LV関数を選んでもスティッキー・ツリーで想定されるよう
にボラティリティ・サーフェスが変化することがわかる。

ロ． 確率ボラティリティ・モデル

確率ボラティリティ(stochastic volatility：SV)・モデルは、ボラティリティ自身が確率
的に変化すると仮定することで、現時刻のボラティリティ・サーフェスと将来のボラティ
リティ・サーフェスのダイナミクスを表現するモデルである。SVモデルは 1つの原資産の
値動きを複数のブラウン運動で記述する非完備なモデルであり、金融派生商品をデルタ・
ヘッジで複製できるとは限らない。また、複数のブラウン運動で記述されることから一般
に計算負荷が高いことも知られている。

SVモデルは、原資産価格がマルチンゲールとなる測度下で

dFt

Ft

= αtdW 1
t , (11)

dαt = a(t, Ft, αt) +
N+1∑
j=2

bj(t, Ft, αt)dW j
t , (12)

の確率微分方程式で定義される。ここでW j
t (j = 1, . . . , N +1)は相関関係があるN +1個

のブラウン運動であり、ボラティリティの変化はN 個のブラウン運動で記述されている。
当該モデルはN ファクター SVモデルと呼ばれる。例えば、1ファクター SVモデルの具
体例には、ハル＝ホワイト・モデル（Hull and White [1987]）、ヘストン・モデル（Heston

[1993]）等がある21。

19 ここでO(·)はランダウ記号である。関数 f(x)がO(g(x))の程度であるとは limx→0 |f(x)/g(x)| < ∞ が
満たされることであり、関数 f(x)が o(g(x))の程度であるとは limx→0 |f(x)/g(x)| = 0 が満たされるこ
とである。

20 (10)式の第 1の近似的な等号では、∂σLV /∂t × Δtの項を無視している。
21 N ファクター SVモデルあるいはN ファクター SLVモデルの実務への応用については、Bergomi [2005,

2008]等の研究がある。
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(11)式の右辺に原資産価格Ftが含まれないことから、SVモデルには次の 2つの特徴が
ある。第 1の特徴は SVモデルの欠点であり、キャリブレートできないボラティリティ・
サーフェスが存在する。SVモデルでは、a、bj とブラウン運動間の相関係数を適切に調
節することで、ボラティリティ・サーフェスが再現される。しかし、SVモデルの確率微
分方程式に含まれるパラメータとボラティリティ・サーフェスとの間に一般的な関係式は
存在せず、SVモデルでは現時点のボラティリティ・サーフェスを再現できる保証はない。
例えば、ドル円の通貨オプションのようなボラティリティ・スマイルの傾きが大きいボラ
ティリティ・サーフェスを SVモデルの枠組みで再現しようとすると、−1より小さな相
関係数が必要となるといった矛盾が生じる場合がある。
第 2に、SVモデルを仮定して計算したスマイル調整済みデルタの値が、本節（1）で

解説したスティッキー・デルタを仮定して計算したスマイル調整済みデルタの値に一致す
る。証明の詳細は省略するが22、(11)式の右辺が原資産価格 Ftに依存しないことから、
SVモデルでの原資産価格の周辺分布とバニラ・オプション価格は、マネネス Ft/Kの関
数であり、

V (t, Ft, αt; K,T ) = K × R

(
t,

Ft

K
,αt, T

)
, (13)

の関係が成り立つ23。すなわち、オプション価格を表現する自由度が 1つ制限される。こ
こでV (t, Ft, αt; K,T )は、時刻 tにおける原資産価格Ft、ボラティリティαt、行使価格K、
満期 T のバニラ・オプションに関する SVモデルによる時価であり、Rは SVモデルによ
り決まる適当な関数である。このため、

V BS(t, Ft; σImp(t, Ft, αt; K,T )) = V (t, Ft, αt; K,T ), (14)

の解として定義される SVモデルでのボラティリティ・スマイル（σImp(t, Ft, αt; K,T )）も
マネネスの関数となる。このため、マネネスを変数として描いたスマイルの形状は、ボラ
ティリティを固定して原資産価格を変化させても変わらない。また、スマイル調整済みデ
ルタはスティッキー・デルタを仮定して計算したデルタに一致する24。
22 詳細は Fouque, Papanicolaou, and Sircar [2000]の 2.6節を参照
23 (13)式が原資産価格 Ft と行使価格K の 1次の同次関数（homogeneous function）であることから、本
稿の SVモデルを同次 SVモデルと呼び、本稿での SLVモデルを非同次 SVモデルと呼ぶこともある。

24 全ての SVモデルでのスマイル調整済みデルタがスティッキー・デルタのデルタに等しいのは、デルタを
原資産価格の偏微分として定義した点による。(13)式が原資産価格 Ft と行使価格 K による 1次の同次
関数であるため、

V = Ft
∂V (t, Ft, αt;K,T )

∂Ft
+ K

∂V (t, Ft, αt; K,T )
∂K

,

の関係式（オイラーの定理）が成立する。ここで V (t, Ft, αt; K,T )と ∂V (t,Ft,αt;K,T )
∂K は現時刻のボラティ

リティ・サーフェスにより決まる量である。このため、 ∂V (t,Ft,αt;K,T )
∂Ft

は SVモデルの詳細によらず、ス

13



SVモデルは、現時刻のボラティリティ・サーフェスの表現力については、上記のよう
に制限されるが、ボラティリティ・サーフェスのダイナミクスについては、単一のレジー
ムでは表現できない複雑なダイナミクスを表現できる。SVモデルのボラティリティ・ス
マイルはマネネスの関数であり

σImp(t, Ft, αt; K,T ) = R̃

(
t,

Ft

K
,αt, T

)
, (15)

で表現される。このため、ボラティリティαtを固定して、原資産価格とボラティリティ・
スマイルのダイナミクスを記述した場合には、スティッキー・デルタが想定するとおりに
ボラティリティ・スマイルが変化する。しかし、SVモデルではαtも確率変数であり、SV

モデルが想定する (11) 、(12)式のとおりに原資産価格とボラティリティを変化させた場
合には、スティッキー・デルタ以外のダイナミクスも実現される。

ハ． 確率局所ボラティリティ・モデル

SLVモデルは、SVモデルに局所ボラティリティ（LV）関数の自由度を付与したモデル
である。SLVモデルも 1つの原資産価格が複数のブラウン運動で記述される非完備なモデ
ルであり、計算負荷が一般に高く、金融派生商品をデルタ・ヘッジで複製できるとは限ら
ない。

SLVモデルは、原資産価格がマルチンゲールとなる測度下で、
dFt

Ft

= αtσLV (t, Ft)dW 1
t , (16)

dαt = a(t, Ft, αt) +
N+1∑
j=2

bj(t, Ft, αt)dW j
t , (17)

の確率微分方程式で定義される。代表的で比較的簡便なモデルとして、⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
dFt

Ft
= αtF

β−1
t dW 1

t ,

dαt = ναtdW 2
t ,

dW 1
t dW 2

t = ρdt,

(18)

ティッキー・デルタを仮定して計算されたスマイル調整済みデルタに一致する。なお、この点から、SVモ
デルはスティッキー・デルタのダイナミクスしか表現できないとしばしば指摘されるが、本節で後述する
とおりこの指摘は誤りである。

SVモデルの詳細に応じて異なる同時確率分布の情報をデルタに反映させるには、ボラティリティが原
資産価格と連動して変化することを考慮する必要があり、単純には

∂C

∂Ft
+

∂C

∂αt

∂αt

∂Ft
,

の第 2項にあたる補正項が必要である。しかし、偏微分で定義した場合、∂αt/∂Ft = 0であり、意味をな
さない。3節（1）イ．では、αtが確率変数であることを考慮したデルタを定義し、SVモデルでのリスク
最小化デルタを導入する。
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で定義される SABRモデル（Hagan et al. [2002]）があり、通貨オプションをはじめとし
た多くのオプション市場で利用されている25。

SLVモデルは LVモデルと SVモデルを組み合わせたモデルであり、以下のように、双
方のメリットが SLVモデルのメリットとなっている。
第 1に、LVモデルと同様に任意のボラティリティ・サーフェスへキャリブレートでき
る。具体的には、瞬間的なバリアンス（σ2

LV (FT , T )α2
T）の条件付き期待値

σ̃2
LV (T, K) = E

[
σ2

LV (T, FT )α2
T |FT = K

]
, (19)

として定義された σ̃2
LV (K,T )が、デュピレの公式（(8)式）を満たす場合に、SLVモデルと

ボラティリティ・サーフェスが整合的となることが知られている（Gyöngy [1986]、Dupire

[1994]）26。
第 2に、SLVモデルでは多様なボラティリティ・サーフェスのダイナミクスを表現で
きる。具体的には、現時刻のボラティリティ・サーフェスにキャリブレートしても決まら
ないモデル・パラメータが存在し、その自由度によってボラティリティ・サーフェスの複
雑な変動をモデル化できる27。例として、現時刻の市場と将来のATMボラティリティを
SABRモデルで表現する場合を考える。現時刻の市場は、原資産価格、ATMボラティリ
ティ、スマイルの傾き、スマイルの曲率の 4つで近似的に説明できる。一方 SABRモデル
は、現時刻を t0とすると、Ft0、αt0、β、ρ、νの 5つのパラメータがあり、その中の 1つ
は将来のATMボラティリティのモデル化に利用できる。Hagan et al. [2002]では、βで
将来のATMボラティリティを表現し、β以外の 4つのパラメータで現時刻の市場を説明
することが提案されている。具体的には、以下の近似式が利用される。まず現時刻のスマ
25 特にスワップション市場では、ブラック・モデルに代わる標準的なモデルとして利用されている。金利
デリバティブ市場へ応用された LMM-SABR（LIBOR market model SABR）については、Rebonato,
McKay, and White [2010]が詳しい。

26 ボラティリティ・サーフェスへのキャリブレーションでは、(19)式とデュピレの公式を利用することで、
σLV (t, Ft)やボラティリティのダイナミクスを表す係数を決める。その際、(19)式の条件付き期待値を計
算する必要があるが、有限差分法やモンテカルロ法では一般に多大な計算時間がかかり、実務への応用上
の課題となっている。この点について先行研究では、いくつかの効率的な計算手法が提案されている。
第 1の手法は (19)式、あるいはコール・オプション価格の解析的近似式を求める手法であり、パラメト
リックな SLVモデルで利用できる。具体的には Hagan et al. [2002]や、ヒートカーネル展開（DeWitt
[1965]）を利用したHenry-Labordère [2005]、Paulot [2009]、マリアバン解析の渡辺＝吉田理論（Watanabe
[1987]、Yoshida [1992]）を利用したTakahashi [1999]、Kunitomo and Takahashi [2001]、Osajima [2007]、
Takahashi, Takehara, and Toda [2009]などの計算手法がある。
第 2の手法はマルコフ射影とも呼ばれるジョンジーの定理（Gyöngy [1986]）と数値計算を利用した手
法で、ノンパラメトリックな SLVモデルでも有効である。具体的には、Piterbarg [2007]、Ren, Madan,
and Qian [2007]、Henry-Labordère [2009]、Andersen and Hutchings [2009]等の手法が提案されている。

27 前述のように、SVモデルにも将来のボラティリティ・サーフェスをモデル化できる自由度がある。ただ
し、SVモデルで表現できるボラティリティ・サーフェスの形状には制限があり、SLVモデルと比較する
と、SVモデルで表現できるボラティリティ・サーフェスの変動の種類は限られている。
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イルは

σImp(t0, Ft0 , αt0 ; K,T ) =
αt0

F 1−β
t0

{
1 − 1

2
(1 − β − ρλ) log

K

Ft0

+
1

12

[
(1 − β)2 + (2 − 3ρ2)λ2

] [
log

K

Ft0

]2

+ · · ·
}

, (20)

λ =
ν

αt0

F 1−β
t0 , (21)

と近似される。一方、将来のATMボラティリティと状態変数の関係（バック・ボーン）は

log σATM = log αt − (1 − β) log Ft + · · · , (22)

と近似される28。ここから、βを変化させることで将来のATMボラティリティ水準を表
現でき29、Ft0、αt0、ρ、νでそれぞれ、原資産価格、ATMボラティリティ、スマイルの
傾き、スマイルの曲率を表現できることがわかる30。

ニ． ジャンプ拡散過程

ジャンプを考慮したモデルは、価格変動が大きい原資産市場に対する説明能力が高いこ
とが知られており、オプション市場への応用も研究されている。例えば、SVモデルでは
表現することが難しいボラティリティ・サーフェスでも、ジャンプ拡散過程では表現でき
るといったメリットが知られている。満期が短いオプションを SVモデルで評価した場合
には、スマイルの曲率が一般に小さく、場合によっては市場での取引価格から示唆される
ボラティリティ・サーフェスを再現できないことがある。一方、ジャンプ拡散過程では、
短い時間間隔で原資産価格が大きく変化する可能性を増大させることができ、曲率の高い
スマイルも表現できる31。
28 (20)、(22)式は最低次の近似であり、ATMから離れた行使価格や満期が長いオプションのインプライド・
ボラティリティについては、Paulot [2009]等に示されたより高精度の近似を利用する必要がある。

29 βの決め方には大きく次の 3つの手法がある。第 1の手法はATMボラティリティと原資産価格の関係が
定常的であると仮定して時系列データを用いる手法である。(20)、(22)式と、Ft と σATM の時系列デー
タから β と現時点のボラティリティαt が推定でき、現時刻のボラティリティ・サーフェスの傾きと曲率
から ρと ν が順に推定される。第 2の手法はディーラーの相場観で β を固定する手法であり、恣意的で
はあるものの将来の情報をモデルに反映させることができる。第 3の手法は、流動性が比較的高いエキ
ゾチック・オプションから β を推定する手法である。SLVモデル以外の研究ではあるが、Ayache et al.
[2004]や Carr and Crosby [2010]ではワン・タッチ・オプションやダブル・ノー・タッチ・オプションと
呼ばれるバリア・オプションからボラティリティ・サーフェスのダイナミクスの情報を抽出する試みが提
案されている。

30 ATMボラティリティは (20)式で K = Ft0 とした値であり、原資産価格に Ft0 が固定されることから、
αt0 により ATMボラティリティを表現できる。またスマイルの傾きと曲率は (20)式を log(K/Ft0)で 1
階あるいは 2階微分しK = Ft0 とした値であり、それぞれ ρ、ν により表現できる。

31 スマイルの曲率は、確率分布の 4次モーメントと共に増大する。
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一方で、オプションのリスク管理においてはデメリットも知られている。ジャンプ拡散
過程は一般にモデルの自由度が高すぎ、異なるパラメータでも極めて類似したボラティリ
ティ・サーフェスが表現される。このため、ボラティリティ・サーフェスにキャリブレート
した際に、最適なパラメータ・セットが複数存在することがあり、キャリブレートし直す
ごとにデルタやエキゾチック・オプションの価格が大きく変化することが知られている。
また、ジャンプを考慮して時価評価するうえでは、複雑な数値計算手法が必要となること
も知られている32。
このように拡散過程にはないメリットがジャンプ拡散過程にはある一方で、オプショ
ンのリスク管理に応用するうえでは必ずしも簡便なモデルではない。このため本稿では、
ジャンプ拡散過程におけるヘッジ戦略については議論せず、SLVモデルに代表される拡散
過程のみを念頭にヘッジ戦略を議論することとする33。

（3） 既存モデルのまとめ

以上、オプションのリスク管理や価格評価におけるボラティリティ・サーフェスの重要
性を解説し、それを踏まえて既存の原資産モデルを整理した。上記で紹介した各モデル
の特徴は、表 2のようにまとめられる。表からわかるように、現時刻のボラティリティ・
サーフェスを再現するだけならば、計算負荷の低い LVモデルが最適なモデルである。し
かし、ボラティリティ・サーフェスのダイナミクスを踏まえたリスク管理においては、SLV

モデルの枠組みが有用であることがわかる。SLVモデルには計算負荷が高いという欠点
があるものの、現時刻のボラティリティ・サーフェスとボラティリティ・サーフェスのダ
イナミクスの双方を再現できる自由度がある。具体的なヘッジ戦略を考えるうえで、SLV

モデルは有用な枠組みであり、実務への利用価値が高いモデルであると考えられる。3か
ら 5節でも SLVモデルを中心にヘッジ戦略を考察する。

32 バリア・オプションを例にとると、ウィーナー＝ホップ分解（Wiener-Hopf factorization）、モンテカル
ロ・シミュレーション、積分偏微分方程式の数値計算の 3つの手法が知られている。このうち、一般のモ
デルでのもとで、短時間に時価を評価するうえでは、積分偏微分方程式を有限差分法で解く手法が有効で
ある。しかし、偏微分方程式の数値計算では生じない、非局所性にともなう困難が積分偏微分方程式の計
算では生じる。有限差分法による積分偏微分方程式の解法についてはCont and Voltchkova [2006]などを
参照。

33 キャリブレーションにおける局所解の問題は SVや SLVモデルでも生じうるが、解析近似式や現時刻の
ボラティリティ・サーフェス以外の情報を利用することで問題を解決できる場合がある。例として SABR
モデルを考えると、当該モデルではバック・ボーンを利用することで、局所解の問題を解決できる。ただ
し、全ての SLVモデルに有効な解決策は知られておらず、選んだモデル毎に対処法を考える必要がある。
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表 2 各モデルの長所と短所
� ��� ���

���

� �������	
�	��
����
��������

� ������� !"�

� #$�%&'()*+,-./01
�2�"�

� 3456.7�%&'()�89:�
;�<=��:"�

���

� ���	
�	��
����>?@?
:ABCD7��E�����

� ���	
�	��
����ABCD7
��FG,H�;I;�JK�

� �������	
�	��
����
��,L����:"�

� ��	.4
�MNO�P=,$��
>QHMNO*�RBNSTUVM

NO�WXY��

� -�Z)�[MN�\]��%&'()
��;���Y�:^�_`�ab

cd�����e"�

� �������	
�	��
���*
f"$�V4g
hi
ZY�jkd

lm�nop�qr,s��

����

� �������	
�	��
����
��������

� ���	
�	��
����>?@?
:ABCD7��E�����

� ���	
�	��
����ABCD7
��FG,H�;I;�JK�

� tuvw [MN�\]��%&'()�
;x���Y�:^�_`�abcd

�����e"�

� �������	
�	��
���*
f"$�V4g
hi
ZY�jkd

lm�nop�qr,s��

/g)&yz�

{|�

� t} [MN�~E���:"���	

�	��
������LE�����

� W��_`�abcd�����e
"�

� �������	
�	��
���*
f"$�V4g
hi
ZY�jkd

lm�nop�qr,s��

18



3 先行研究におけるヘッジ戦略
本節では、既存のヘッジ戦略をまとめる。まず（1）で、SLVモデルでの動的ヘッジと、
その問題点についてまとめる。次に（2）で、これまで提案されてきた静的ヘッジ戦略の
概要とその問題点についてまとめる。最後に（3）で本節をまとめる。

（1） 動的ヘッジ

動的ヘッジとは、保有するオプションの感応度（特にデルタやベガ）を市場環境の変
化に応じて逐次再計算し、原資産価格やそのボラティリティが変動することに伴うリス
クを、原資産やバニラ・オプションなどから成るヘッジ・ポートフォリオのリバランスに
よって動的にヘッジする戦略を指す。ここでは、SLVモデルでのデルタ・ヘッジとベガ・
ヘッジを取り上げる。

イ． 確率局所ボラティリティ・モデルでのデルタ・ヘッジ

原資産価格がBSモデルや LVモデルなどの完備なモデルに従う場合には、デルタは一
意に定まり、(1)式で定義されるスマイル調整済みデルタだけ原資産を売却する動的ヘッ
ジにより、オプションを保有するリスクを完全にヘッジできる。一方、原資産価格が SV

モデルや SLVモデルなどの非完備なモデルで表現される場合には、取引不可能なボラティ
リティが状態変数に含まれ34、デルタ・ヘッジではオプションを完全にヘッジすることが
できない。このため、デルタは一意に定まらず、通常、ヘッジ取引から生じる損益に関す
る何らかの統計量を最適化することによってデルタは決められる35。ここでは、SLVモデ
ルを想定した場合のオプションのヘッジ戦略について、Bergomi [2004]、Pogudin [2008]、
Rebonato, McKay, and White [2010]等の手法に従い、ヘッジ・ポートフォリオの損益の
分散が最小となるようにデルタを決める手法について解説する。
非完備なモデルのデルタ・ヘッジを議論するため、まず、2 節で定義したリスク中立測
度下の SLVモデル（(16)、(17)式）を、現実測度下で次のとおり再定義する。

dFt

Ft

= μ(t, Ft, αt)dt + αtσLV (t, Ft)dW̃ 1
t , (23)

34 ボラティリティ・スワップに流動性がある場合にはボラティリティが取引可能な資産となり、完備市場を
前提としたモデルを構築できる。ただし本稿の執筆時点（2011年 4月）においては、全ての原資産に対
し、ボラティリティ・スワップの流動性は非常に低い。

35 例えば、Lewis [2000]は、損益と原資産価格との相関をゼロとする戦略を考え、Bergomi [2004]、Pogudin
[2008]、Rebonato, McKay, and White [2010]等の研究では、損益の分散が最小になる戦略を考えている。
ただ、どちらの手法でも、導出されるデルタは一致する。またこれらのデルタは、直観的な近似式からも
導出でき、Hagan and Lesniewski [2006]では SABRモデルを例に、最適なデルタが導出されている。
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dαt = ã(t, Ft, αt)dt + b(t, Ft, αt)dW̃ 2
t , (24)

dW̃ 1
t dW̃ 2

t = ρdt. (25)

ヘッジ対象となるオプションの時刻 tにおける価格をV (t, Ft, αt)とし、その原資産をΔ

単位だけショートするヘッジ・ポートフォリオ（以下、ポートフォリオ）の時刻 tでの価
値を

Πt = V (t, Ft, αt) − Δ · Ft, (26)

と表現する36。このとき、自己資金調達の前提のもとでのポートフォリオ価値の変化は

dΠt = dV − ΔdFt (27)

=

[
∂V

∂t
+ D̃V − ΔμFt

]
dt

+

(
∂V

∂Ft

− Δ

)
αtσLV FtdW̃ 1

t + b
∂V

∂α
dW̃ 2

t , (28)

と表現される。ここで D̃は、

D̃ = μFt
∂

∂Ft

+ ã
∂

∂αt

+
1

2

∂2

∂F 2
t

α2
t σ

2
LV F 2

t +
∂2

∂αt∂Ft

αtσLV Ftρb +
1

2

∂2

∂α2
t

b2, (29)

で定義される演算子である。(28)式からポートフォリオ価値変化の分散は、

vardΠ ≡ E[dΠ2] − E[dΠ]2

=

[(
∂V

∂Ft

− Δ

)
αtσLV FtdW̃ 1

t + b
∂V

∂α
dW̃ 2

t

]2

=

[(
∂V

∂Ft

− Δ

)2

α2
t σ

2
LV F 2

t

+2ραtσLV Ftb
∂V

∂αt

(
∂V

∂Ft

− Δ

)
+ b2

(
∂V

∂α

)2]
dt, (30)

となる。(30)式を最小にするΔは、

0 =
∂vardΠ/dt

∂Δ

= 2

(
Δ − ∂V

∂Ft

)
α2

t σ
2
LV F 2

t − 2ραtσLV Ftb
∂V

∂αt

= 2α2
t σ

2
LV F 2

t

[
Δ − ∂V

∂Ft

− ρb

αtσLV Ft

∂V

∂α

]
, (31)

の解であり、
Δ =

∂V

∂Ft

+
ρb

αtσLV Ft

∂V

∂α
, (32)

36 オプションと原資産以外に割引債等の基準財もポートフォリオに含まれる。ただし、基準財は以下の議
論には影響を与えないため、ここではそれを含めない。
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のデルタを利用することでヘッジ誤差の分散が最小となる。本稿では、(32)式のΔをリ
スク最小化デルタと呼ぶ。
リスク最小化デルタは、(1)式で定義したスマイル調整済みデルタ（Δsmile）にベガに

比例した調整項を加えた感応度である。現時刻のボラティリティ・サーフェスに SLVモ
デルがキャリブレートされている場合には、リスク最小化デルタ（(32)式）の第 1項は、
(1)式で定義したスマイル調整済みデルタ（Δsmile）と一致する。簡単のために、バニラ・
オプションのデルタ・ヘッジを例にとると、この場合、SLVモデルでのバニラ・オプショ
ン価格式V (t, Ft, αt)とBS時価評価式V BS(t, Ft; σImp(t, Ft, αt; K,T ))から計算される時価
は一致し

V (t, Ft, αt) = V BS(t, Ft; σImp(t, Ft, αt; K,T )), (33)

の関係が成立する。このため、(33)式の両辺を原資産価格で微分すると、

∂V

∂Ft

=
dV BS

dFt

= Δsmile, (34)

の関係が成り立つ。したがって、SLVモデルがボラティリティ・サーフェスに完全にキャ
リブレートされている場合には、リスク最小化デルタは以下のようになる。

Δ = Δsmile +
ρb

αtσLV Ft

∂V

∂αt

. (35)

このように、SLVモデルでのデルタ・ヘッジはLVモデル等の完備なモデルでのデルタ・
ヘッジとは異なる。具体的には、原資産の偏微分（Δsmile）ではなく、ベガ（∂V/∂αt）に
比例した調整項を加えた感応度をヘッジすることで SLVモデルでのデルタ・ヘッジは実
現される37。また SLVモデルのデルタ・ヘッジでは、損益の分散など、何らかの統計量
37 ここで調整項にあたる (35)式の第 2項は、原資産価格が変化した際に原資産価格とボラティリティの相
関関係に従って αtが変化する効果を表す項である。Hagan and Lesniewski [2006]を参考に、微小時間 δt

の間での原資産価格とボラティリティの変化を、δtの最低次のみを考慮して導くと、

Ft+δt − Ft � αtσLV FtdZ1,

αt+δt − αt � b
(
ρdZ1 +

√
1 − ρ2dZ2

)
,

と、互いに独立な標準ブラウン運動 Z1、Z2を用いて表現できる。このため原資産価格が δF だけ変化す
る条件のもとでは

E[αt+δt|Ft+δt = Ft + δF ] − αt

� E[b
(
ρdZ1 +

√
1 − ρ2dZ2

)
|Ft+δt = Ft + δF ]

= E

[
b

(
ρ

δF

αtσLV Ft
+

√
1 − ρ2dZ2

)]
=

ρb

αtσLV Ft
δF,

が成り立つ。以上から、原資産価格が δF だけ変化した際には

δα =
ρb

αtσLV Ft
δF,
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が最適化されることのみが保証される。

ロ． 確率局所ボラティリティ・モデルでのベガ・ヘッジ

ベガは、オプションのボラティリティに対する感応度であり、ボラティリティが変化す
る市場では、ベガをヘッジすることも重要である。ボラティリティは取引可能な資産では
ないが、実務上は流動性のあるバニラ・オプションを利用することでベガがヘッジされる。
特に、ATMオプションがしばしば利用される。ATMオプションは、原資産価格とボラ
ティリティによる混合微分（バンナ）とボラティリティによる 2階微分（ボルガ）が、1階
微分（ベガ）に比べて極めて小さいオプションであるため、ボラティリティの代替資産と
して利用できる。また、ATMオプションは流動性が高いことから、動的ヘッジでも取引
コストが小さくて済むという利点もある。ベガ・ヘッジは、これまでに解説したデルタ・
ヘッジのデルタをベガに、ショートする原資産をATMオプションに変更することで達成
でき、基本的なヘッジ戦略の枠組みは同じであることから、ここでは概要のみ解説する。
まず、デルタとベガを同時にヘッジする場合を考える。このような戦略では、原資産価
格とボラティリティに関する偏微分の感応度{

Δ = Δsmile = ∂V
∂Ft

,

Vega = ∂V
∂αt

,
(36)

を計算し、それぞれの分量だけ原資産とATMオプションをショートすることでヘッジで
きる。
次に、デルタとベガを同時にヘッジしない場合、すなわち、ヘッジ取引のタイミング
がずれている場合を考える。この場合は、イ．の議論と同様の議論を適用できる。ベガ・
ヘッジから生ずる損益の分散を最小にするベガ（リスク最小化ベガ）を、イ．の議論と同
様に計算すると

Vega =
∂V

∂αt

+
ραtσLV Ft

b

∂V

∂Ft

, (37)

となる。このリスク最小化ベガに合わせてATMオプションをショートすることで、ベガ
単独のヘッジにおける損益の分散が最小となる38。
だけ、ボラティリティが近似的かつ平均的に変化し、対応するオプション価格の平均的な変化 δV は

δV =
[

∂V

∂Ft
+

δαt

δFt

∂V

∂αt

]
δF =

[
∂V

∂Ft
+

ρb

αtσLV Ft

∂V

∂αt

]
δF,

と表現される。リスク最小化デルタは、δV/δF に一致し、(35)式の第 2項は原資産価格が変化した際の
ボラティリティの平均的な変化を考慮した調整項 ( δαt

δFt

∂V
∂αt

)である。また脚注 24 での ∂α/∂Ftは、ここで
の δα/δF が該当する。

38 (37)式はHagan and Lesniewski [2006]や Pogudin [2008]、Rebonato, McKay, and White [2010]で導出
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ハ． 動的ヘッジの問題点

以上、デルタやベガを動的にヘッジする手法についてみてきた。理想的な市場では、本
節で導入したデルタやベガを動的にヘッジすることで損益の分布を理論どおりに制御で
きる。しかし実際の市場では動的ヘッジで仮定されている条件が満たされず、市場環境や
ヘッジ対象の商品性に応じた問題が生じる。具体的には、以下の3つの仮定が問題となる。

　A 非常に短い時間間隔で原資産やオプションを取引できる。

　B ビッド・オファー・スプレッドやマーケット・インパクトなどの取引コストは無視
できる。

　C 取引単位に制限がない。

まず、仮定Aは、ガンマが大きなオプションをヘッジする場合に特に問題となる39。ガ
ンマが大きいと、デルタの変化幅が大きく、実際に取引できる頻度ではポジション調節が
間に合わない。このため、離散ヘッジに伴うヘッジ誤差（離散ヘッジ誤差）がガンマと共
に増大する。この問題は、Derman and Kamal [1999]により定量的に分析され40、原資産
がBSモデルに従う場合の離散ヘッジ誤差の標準偏差 σP&Lが

σP&L ∝ Γ
√

Δt, (38)

と表現されることが導かれている。ここでΓはヘッジ対象となるオプションのガンマを表
し、Δtは取引可能な時間間隔を表現している。同式から明らかなように、取引可能な時
間間隔に比べてガンマが大きい場合には動的ヘッジのヘッジ誤差が大きくなる。
仮定 Bも、ガンマ等の高次感応度が大きい場合に問題を生む。ガンマが大きい場合に

は、(38)式のヘッジ誤差を小さくするために取引頻度を可能な限り増やす必要がある。し
かし、実際の市場では取引頻度の上昇に伴い取引コスト41が大きくなり、オプションの売
却益のみでヘッジ・コストを負担することが困難となる。
最後に仮定Cは、ペイオフが不連続な商品で問題となる。典型例として、行使価格K

に対し、ペイオフが、

f(FT ) =

{
1 FT ≥ K,

0 FT < K,
(39)

された SABRモデルでのベガを一般化した感応度であり、一般の SLVモデルでのリスク最小化ベガに相
当する。

39 ここでガンマとは、原資産価格に対するデルタの感応度である。
40 離散ヘッジでのヘッジ誤差については多くの研究がなされている。先行研究については、Wilmott [2000]
の 23章の引用文献等を参照。

41 ここでの取引コストとは、ビッド・オファー・スプレッドやマーケット・インパクトを指している。
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図 3 デジタル・オプションのペイオフ
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図 4 デジタル・オプションの静的ヘッジ・ポートフォリオ
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で与えられるデジタル・オプションがある。このペイオフは、図 3に示すように、Kを境
に不連続である。このため、仮に原資産価格と行使価格が満期で一致した場合、デルタが
発散する。しかし、実際の市場では取引単位に制限があるほか、保有できるポジションに
も制限があるため、過大となったデルタ分の原資産を売却することは困難である。

（2） 静的ヘッジ

動的ヘッジにおける仮定Aと仮定Bに伴う問題点は、静的ヘッジによって改善できる。
静的ヘッジとは、オプションの取引開始時に構築したバニラ・オプションのポートフォリ
オで、ヘッジ対象から生じるキャッシュ・フローを複製する戦略である。オプション取引
の開始時と終了時以外にはリバランスが必要ないことから静的ヘッジと呼ばれ、仮定Ａ、
Ｂに伴う問題が生じないヘッジ戦略である。ここでは、ヨーロピアン・オプションの静的
ヘッジを例として静的ヘッジの概要と利点を説明したうえ、バリア・オプションに対する
既存の静的ヘッジ戦略を整理する。

イ． 静的ヘッジの背景とヨーロピアン・オプションの静的ヘッジ

はじめに、（1）で例として挙げたデジタル・オプションを取り上げる。デジタル・オプ
ションなどのヨーロピアン・オプションから生じるキャッシュ・フローは満期でのペイオ
フのみであり、デジタル・オプションでのペイオフは図 3で表現される。また、図 3のペ
イオフは十分に小さなΔKに対して定義された別のペイオフ（図 4）で近似できる。この
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ため、デジタル・オプションのショート・ポジションは、行使価格K −ΔKのコール・オ
プションを 1/ΔK単位ロングし、行使価格Kのプット・オプションを 1/ΔK単位ショー
トしたポートフォリオを構築することで、ポジションの再調整なしにヘッジできる。
デジタル・オプションの静的ヘッジは、任意のヨーロピアン・オプションに拡張できる

（Breeden and Litzenberger [1978]、Carr and Madan [1998]）。満期でのペイオフを f(FT )

とすると、f(FT )は

f(FT ) = f(0)BT + f ′(0)FT +

∫ ∞

0

f ′′(K)(FT − K)+dK, (40)

のように展開できることが知られている。したがって、任意のヨーロピアン型のペイオフ
は、満期 T の割引債（BT）、原資産、満期 T のコール・オプションの加重和で表現でき、
それぞれの商品をその加重分だけショートすることで、デジタル・オプションと同様に静
的にヘッジできる42。
ここでの例が示すとおり、静的ヘッジ戦略ではポジション調整が必要なく、仮定ＡとＢ
に伴う問題が生じない。このため、巨大な高次グリークスを有するオプションへも有効な
ヘッジ戦略である。

ロ． バリア・オプションの静的ヘッジ

次に、バリア・オプションの既存の静的ヘッジ戦略について説明する。典型的なバリ
ア・オプションの高次グリークスは大きく、動的なヘッジが難しい商品として知られてい
る43。また経路依存型の商品であることから、イ．で解説した手法はそのまま適用でき
ず、ヘッジ・ポートフォリオの構築法やその特徴は、仮定したモデルごとに異なる商品で
ある。ここでは、ペイオフが

f(FT ) =

⎧⎨⎩ max(FT − K, 0) if max
t0<u<T

Fu < B,

0 otherwise,
(41)

で定義される満期 T、行使価格K、バリア水準Bのリバース・ノックアウト・コール・オ
プション（RKOC）を例に既存の静的ヘッジを説明する（図 5）44。最も単純なノーマル・
ブラック＝ショールズ（BS）モデルでバリア・オプションの静的ヘッジの概要を説明し
42 (40)式では、f(FT )が滑らかであることが仮定されており、2階微分を定義できないペイオフを持つデリ
バティブについては、ペイオフ関数を近似する必要がある。

43 ここで、典型的なバリア・オプションとは、ペイオフが不連続なバリア・オプションを指している。ペ
イオフを不連続にすることで、バリア・オプションの時価を小さくできる。このため、当該バリア・オプ
ションへの取引需要は大きいと言われている。

44 他のノックアウト・オプションも同様の手法でヘッジできる。また、ノックアウト・オプションとバニ
ラ・オプションを組み合わせることでノックイン・オプションも複製できる。
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図 5 リバース・ノックアウト・コール・オプション（RKOC）
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図 6 リフレクティッド・バタフライ
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た後に、LVモデルを想定した場合の静的ヘッジ戦略と SV/SLVモデルでの静的ヘッジ戦
略を順に概説する。

（イ） ノーマルBSモデルでのバリア・オプションの静的ヘッジ

ノーマルBSモデルは、原資産価格が正規分布に従うモデルであり、

dFt = σdWt, (42)

の確率微分方程式で定義される。
原資産価格がノーマルBSモデルどおりに変化する場合には、リフレクティッド・バタフ

ライを利用することでバリア・オプションを静的にヘッジできる。ここでリフレクティッ
ド・バタフライとは、図 6に示すように、行使価格Kのコール・オプションを 1単位、行
使価格Bのデジタル・オプションを−2× (B −K)単位、行使価格 2B −Kのコール・オ
プションを−1単位含むオプションのポートフォリオである。
バリア・オプションから生じるキャッシュ・フローは、原資産価格がバリアに到達した
場合としなかった場合の 2種類に分類され、静的ヘッジ戦略は、その双方を再現すること
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で実現される。原資産価格がバリアに到達しなかった場合には、RKOCのペイオフとリ
フレクティッド・バタフライのペイオフが一致する（この場合、行使価格Kのコール・オ
プションのペイオフとなる）ため、リフレクティッド・バタフライを保有することでバリ
ア・オプションをヘッジできる。また、バリアに到達した場合にも、リフレクティッド・
バタフライを保有し、バリアに到達すると同時にポジションを解消することでヘッジで
きる。この場合にはRKOCの価値は 0であり、原資産価格がノーマル・BSモデルに従う
場合のリフレクティッド・バタフライの価値も 0である45。このため、原資産価格がバリ
アに到達した際にリフレクティッド・バタフライのポジションを解消することで、全ての
キャッシュ・フローが一致し、RKOCを静的にヘッジできる。

（ロ） LVモデルでのバリア・オプションの静的ヘッジ

LVモデルでの静的ヘッジは、Derman, Ergener, and Kani [1995]、Carr and Chou [1997]、
Carr, Ellis, and Gupta [1998]等により研究されてきた。ここでは、Derman, Ergener, and

Kani [1995]で提案された手法の概要を説明する。
原資産価格が LVモデルに従う場合のRKOCのキャッシュ・フローは、以下 2つのポー

トフォリオを組み合わせることでヘッジできる。

カレンダー・ポートフォリオ ：以下のN 種のオプションからなるポートフォリオ

• T0 < T1 < · · · < TN < T の関係46を満たすN個の時点に満期Ti (i = 1, . . . , N)

を迎え、バリア・オプションの存続中、常にアウト・オブ・ザ・マネー (OTM)

である βi (i = 1, . . . , N)単位のバニラ・オプション

RKOCをヘッジする例では、行使価格が適当なKi (i = 1, . . . , N ; Ki ≥ B)）
で与えられる、N 種のコール・オプション

マチュリティ・ポートフォリオ：以下の 2種のオプションからなるポートフォリオ

• 満期T において、バリア・オプションと同じペイオフとなるバニラ・オプション

• バリア・オプションの存続中、常にOTMであるヨーロピアン・オプション（満
期はバリア・オプションと同じ）

具体例としてリフレクティッド・バタフライをマチュリティ・ポートフォリオに選ぶ場合
には、RKOCの静的ヘッジ戦略は表 3、図 7に示したようなポートフォリオによって実現

45 図 6のペイオフは、バリア水準を中心にみると奇関数である。また、原資産価格がバリアに到達した際
の条件付き確率密度は偶関数である。確率密度で重み付けたペイオフの平均がオプションの価値であるた
め、原資産価格がバリアに到達した瞬間のリフレクティッド・バタフライの価値はゼロとなる。

46 ここで T0 は現時刻である。
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表 3 LVモデルでのRKOCのヘッジ・ポートフォリオ
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図 7 LVモデルでのRKOCのヘッジ・ポートフォリオのペイオフ図

�� �� ��

��������	
���


�

����	��	
���


�


�	
�

�
	


 �

�

� �

できる。ここで、No.1～N がカレンダー・ポートフォリオにあたり、No. N + 1～N + 3

がマチュリティ・ポートフォリオに相当する。
原資産価格がバリアに到達しなかった場合には、バリア・オプションは、同じペイオフ
を持つマチュリティ・ポートフォリオとOTMで満期を迎えたカレンダー・ポートフォリ
オによりヘッジされる。一方、バリアに到達した場合には、N個の時刻（t′1, . . . , t

′
N）での

ヘッジ誤差を 0とするように βi (i = 1, . . . , N)を調節することで近似的にヘッジされる。
簡単のために、現時刻 T0とカレンダー・ポートフォリオに含まれるN 個のバニラ・オプ
ションの満期 T1, . . . , TN−1をN 個の時刻（t′1, . . . , t

′
N）に選ぶと、それらN 個の時刻にお
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いてヘッジ誤差がゼロとなる条件は⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

βNV BS(TN−1, B, σImp(TN−1, B; KN , TN)) + ΛT (TN−1, B) = 0,
N∑

i=N−1

βiV
BS(TN−2, B, σImp(TN−2, B; Ki, Ti)) + ΛT (TN−2, B) = 0,

...
N∑

i=2

βiV
BS(T1, B, σImp(T1, B; Ki, Ti)) + ΛT (T1, B) = 0,

N∑
i=1

βiV
BS(T0, B, σImp(T0, B; Ki, Ti)) + ΛT (T0, B) = 0,

(43)

と表現される。ここで V BS(t, B, σImp(B, t0; K,T ))は、原資産価格がB、行使価格K、満
期 T の時刻 tにおけるバニラ・オプションの価格であり、ΛT (t, B)は、時刻 tにおける原
資産価格がBであるときのマチュリティ・ポートフォリオの価格である。
なお、(43)式を満たす β1, . . . , βN は必ず 1組存在する。時刻 Tiには、満期 T1, . . . , Tiの
オプションは満期を迎えているため、(43)式を上から順に解く場合には、各式に含まれる
変数は 1つのみである。このため、(43)式はN 個の 1次方程式であり、(43)式を満たす
β1, . . . , βN が必ず存在する。

N が十分に大きく、オプション市場がLVモデルと整合的である場合、(43)式を解くこ
とでバリア・オプションを静的にヘッジできる。しかし、このように構築された静的ポー
トフォリオのヘッジ効率は、一般に低いことが知られている。LVモデルでの静的ヘッジの
問題は、Tort and Xuan [1998]等の多くの研究で指摘されており、構築されるポートフォ
リオでは、ベガ・リスクがヘッジされていないことが知られている。このため、ベガ・ヘッ
ジが必要となる商品と市場環境では、SVモデルや SLVモデルを仮定してヘッジ・ポート
フォリオを構築する必要がある。次ではそれについてみていく。

（ハ） SV／ SLVモデルでのバリア・オプションの静的ヘッジ

原資産価格がSVモデルやSLVモデルに従う場合のヘッジ戦略については、Fink [2003]、
Nalholm and Poulsen [2006]等により研究され、Shiraya, Takahashi, and Toda [2011]で
は時価評価手法に応用されている。SVモデルや SLVモデルでは、原資産価格に加えてボ
ラティリティも確率的に変化することから、原資産価格がバリアに到達した時刻でのボラ
ティリティの水準によってヘッジ・ポートフォリオの価値が変わる。そのため、ヘッジ・
ポートフォリオの構築においては、到達時刻だけでなく、各到達時刻で実現するボラティ
リティ水準もいくつか選択する必要がある。

SVモデルや SLVモデルのヘッジ・ポートフォリオは、以下の 2つのポートフォリオで
構成される。
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表 4 SV/SLVモデルでのRKOCのヘッジ・ポートフォリオ
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カレンダー・ポートフォリオ ：以下の
∑N

i=1 ni種のオプションからなるポートフォリオ

• 満期が Ti (i = 1, . . . , N)で、バリア・オプションの存続中、常にOTMである、
βij (i = 1, . . . , N, j = 1, . . . , ni)単位のバニラ・オプション

RKOCをヘッジする例では、行使価格が適当なKij (j = 1, . . . , ni, Kij ≥ B)

で与えられる、
∑N

i=1 ni種のコール・オプション

マチュリティ・ポートフォリオ： LVモデルでのポートフォリオと同一

具体例として、RKOCのヘッジを想定し、リフレクティッド・バタフライをマチュリ
ティ・ポートフォリオに選んだ場合には、表 4、図 8に示したようなヘッジ・ポートフォリ
オが構成できる。ここで、No.(1, 1)～(N,nN)がカレンダー・ポートフォリオ、No. N + 1

～N + 3がマチュリティ・ポートフォリオである。バリアに到達せずに満期を迎えた場合
には、LVモデルの静的ヘッジ戦略と同様に、マチュリティ・ポートフォリオによりバリ
ア・オプションは自動的にヘッジされる。一方、バリアに到達した場合には、N個の時刻
に対して ni個ずつ選ばれたボラティリティ水準αi,j (j = 1, . . . , ni)でのヘッジ誤差がゼロ
となるように βi,j (i = i, . . . , N, j = 1, . . . , ni)を調節することで、近似的なヘッジ戦略が
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図 8 SV/SLVモデルでのRKOCのヘッジ・ポートフォリオ
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構築できる。すなわち、 ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

V(N−1)
N BN + Λ

(N−1)
T = 0,

N∑
i=N−1

V(N−2)
i Bi + Λ

(N−2)
T = 0,

...
N∑

i=2

V(1)
i Bi + Λ

(1)
T = 0,

N∑
i=1

V(0)
i Bi + Λ

(0)
T = 0,

(44)

を Bi (i = 1, . . . , N)について解くことでヘッジ戦略が構築できる。ここで V(l)
i は

V(l)
i =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
V

(l)
i,1,1 V

(l)
i,2,1 · · · V

(l)
i,ni−1,1

V
(l)
i,1,2 V

(l)
i,2,2 · · · V

(l)
i,ni−1,2

...
...

. . .
...

V
(l)
i,1,ni−1

V
(l)
i,2,ni−1

· · · V
(l)
i,ni−1,ni−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (45)

で定義される ni × ni行列、Bi、Λ
(i)
T は

Bi =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
βi,1

βi,2

...

βi,ni

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (46)

Λ
(i)
T =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ΛT (Ti, B, α1)

ΛT (Ti, B, α2)
...

ΛT (Ti, B, αni
)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (47)
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で定義される ni次元のベクトルである。また、V
(l)
i,j,kは

V
(l)
i,j,k = V (Tl, B, αk; Ki,j, Ti), (48)

で定義され、時刻 Tlにおける原資産価格とボラティリティがそれぞれB、αkであるとき
の、行使価格Ki,j、満期 Tiのバニラ・オプションの価値である。また、ΛT (Ti, B, αk)は、
原資産価格とボラティリティがそれぞれB、αkであるときの、時刻 Tiでのマチュリティ・
ポートフォリオの価値である。
なお、(44)式を満たす β1,1, . . . βN,nN

は必ず 1つ存在する。時刻 Tiには、満期 T1, . . . , Ti

のオプションは満期を迎えているため、(44)式を上から順に解く場合には、各式に含まれ
るN 個のベクトル変数Biのうち 1つだけが定まっていない。このため、(44)式は、上か
ら順に解いた場合には、N 個の ni元 1次連立方程式となる。また、Viには逆行列が存在
し、(44)式を満たす β1,1, . . . βN,nN

が必ず存在する。
ただ、Viの行列式は経験的に非常に小さく、(44)式の解は数値計算に対し不安定であ
るという問題が知られている。具体的には、数値的に解かれたβi,jは選択した満期Tiやボ
ラティリティ水準αk に大きく依存し、βi,jの絶対値は大きくなりがちである。このため、
当該手法を実務で応用するには、βi,jを取引可能な数に抑える必要があり、先行研究では
その手法がいくつか提案されている。Fink [2003]では、Viの行列式が最大になるように、
カレンダー・ポートフォリオの行使価格Ki,jとボラティリティ水準 αkを最適化したうえ
で、(44)式を解く手法が提案されている。また、Nalholm and Poulsen [2006]では、打ち
切り特異値分解（truncated singular value decompositon）法により、Viを数値的に安定
な行列に近似する手法が提案されている47。
上述のような SVや SLVモデルを想定した静的ヘッジ戦略では、複数のボラティリティ
水準を含むさまざまなリスク・シナリオが想定されており、そのヘッジ効率は高い。実
際、上述の方法で構築されたヘッジ・ポートフォリオではベガ・リスクもヘッジされてい
る（Fink [2003]）。このため、株式や為替のようにボラティリティの変動が大きい市場に
対しても適した戦略といえる。
しかし、単純に上記の手法を適用した静的ヘッジ戦略では、カレンダー・ポートフォリ
オに含まれる大量のバニラ・オプションの流動性が低いことが問題となり、実務への応用
は難しい。バリア・オプションの静的ヘッジでは、原資産価格がバリアに到達すると同時
にヘッジ・ポートフォリオに含まれる全ての取引を解消する必要がある。しかし、表 4の
ポートフォリオには、同一の満期で、異なる行使価格を持つオプションが多く含まれ、そ
れらの流動性は一般に低い。このため、取引を解消する際の取引コストは一般に大きく、
その大きさを事前に推定することも難しい。
47 特異値分解法と打ち切り特異値分解法は Press et al. [2001]の 2.6節に詳しい。
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表 5 各ヘッジ戦略の長所と短所
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（3） 先行研究におけるヘッジ戦略のまとめ

本節では、 先行研究での具体的なヘッジ戦略を説明した。バリア・オプションを念頭
に各ヘッジ戦略をまとめると、それらの特徴は表 5のようにまとめられる。
オプションを含むあらゆる資産を制約無しに取引できる場合には、いずれのヘッジ戦略
も有用な戦略である。ただし、実際の市場に適用した場合には、いずれのヘッジ戦略にも
欠点があり、状況に応じて適切なヘッジ戦略を選択し、市場や商品の特徴に応じて補正・
改善する必要がある。バリア・オプションを例にとると、動的ヘッジでは過大な取引コス
トと離散ヘッジ誤差が生じ、静的ヘッジでは流動性が低いバニラ・オプションが大量に必
要となることを本節では確認した。
こうした点を踏まえると、SLVモデルを用いたバリア・オプションの静的ヘッジ戦略の

ヘッジ効率は高いが、静的ヘッジ戦略の構築には工夫が必要である。問題点を改善する手
法として本稿 4、5節では、ヘッジ誤差への影響が大きいリスク・シナリオに着目する静
的ヘッジ戦略を提案する。既存の静的ヘッジでは、限られた種類のリスク・シナリオが同
じ割合でヘッジされるのに対し、本稿で提案する手法ではヘッジ誤差への影響が大きなリ
スク・シナリオが重点的にヘッジされる。このため、既存の手法より効率的にヘッジする
ことができ、比較的少数のバニラ・オプションでヘッジした場合でも、ヘッジ誤差を充分
に抑制できることが期待される。5節ではいくつかの具体例を利用し、ヘッジ効率の高さ
を数値的に検証する。
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4 確率局所ボラティリティ・モデルの最尤経路を利用したヘッ
ジ誤差の漸近展開

本節では、バリア・オプションの一種であるノックアウト・オプション48に対し、静的
ヘッジを行った際に生じるヘッジ誤差のモーメントを近似的に求める。まず（1）で、本
節で議論するヘッジ誤差と、そのモーメントについて説明する。（2）では、漸近展開法の
1つであるヒートカーネル展開（DeWitt [1965]）と最尤経路の概念について説明する。次
に（3）では、バリアへの到達時刻が t0 + Δtである場合の、ヘッジ誤差の n 次モーメン
トの近似式を最尤経路を中心とした鞍点近似49によって導く。

（1） バリア・オプションのヘッジ誤差のモーメント

一般に、バリア・オプションを完全にヘッジすることはできず、ヘッジ誤差は確率的に
変化する。ここでは、ヘッジ誤差のモーメントが存在すると仮定し、このモーメントを、
バニラ・オプションのポートフォリオの価値を表す関数と推移確率を用いて表現する。
バリア・オプションを静的にヘッジした際のキャッシュ・フローは、原資産価格がバリ
アに到達する場合のポジションの再調整と、到達せずに満期を迎える際に発生し、ヘッジ
誤差はそれらのキャッシュ・フローに等しい。このうち、バリアに到達せずに満期を迎え
る場合のキャッシュ・フローはバニラ・オプションを保有することで容易に複製できるた
め、この場合のヘッジ誤差はゼロとみなせる。このため、バリア・オプションのヘッジ誤
差を議論する際にはバリアに到達する場合についてのみ考慮すれば十分であり、その場合
のヘッジ誤差の n次モーメントは、現時刻 t0での情報Ft0を条件とした期待値として∫ T

t0

E [Πn(t, Ft, αt) × δ(Ft − B)|Ft0 ] dt, (49)

と表現できる。ここで、T はバリア・オプションの満期である。またΠ(t, Ft, αt) はバニ
ラ・オプションのポートフォリオの価値50であり、解析的にあるいは数値的に計算する場
合でも、短時間に計算できる関数である。また、δ(Ft −B) はディラックのデルタ関数で

48 ノックイン・オプションはノックアウト・オプションとバニラ・オプションで複製できるため、本節では
ノックアウト・オプションのみを考える。

49 鞍点近似は期待値の計算にしばしば利用される手法であり、期待値計算においては、鞍点のまわりの確
率分布を正規分布とみなして積分する手法である。本稿の場合には、到達時刻を固定した際に最も発生し
やすいボラティリティ水準が鞍点に対応している。

50 ヘッジ・ポートフォリオ全体にはバリア・オプションも含まれるが、バリアに到達した場合にはバリア・
オプションの価値はゼロであるため、バニラ・オプションの価値の総和についてだけ考えればよい。
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あり、Bはバリア水準である51。
(49)式は、被積分関数E [Πn(t, Ft, αt) × δ(Ft − B)|Ft0 ] の時刻 tに関する 1次元の積分
である。このため、tの積分に関する計算負荷は低く、(49)式を短時間で計算するうえで
は、この被積分関数を近似することが重要である。ここで t = t0 + Δtとすると、被積分
関数はバリアへの到達時刻が t0 + Δtである場合のヘッジ誤差の n次モーメントであり、

E [Πn(t0 + Δt, Ft0+Δt, αt0+Δt)δ(Ft0+Δt − B) |Ft0 ]

=

∫
Πn(t0 + Δt, B, αt0+Δt)p(Ft0 , αt0 , t0; B, αt0+Δt, t0 + Δt)dαt0+Δt, (50)

の積分で表現される。ここで p(Ft0 , αt0 , t0; B, αt0+Δt, t0 + Δt) は、原資産価格とボラティ
リティが従う同時確率密度であり、ヒートカーネルとも呼ばれる関数である52 。
以下では、p(Ft0 , αt0 , t0; B, αt0+Δt, t0 +Δt)をヒートカーネル展開で解析的に近似するこ
とで、(50)式中の被積分関数を近似した後に、(50)式中の積分を鞍点近似により近似的に
積分することで、ヘッジ誤差のモーメントの解析近似式を導出する。

（2） ヒートカーネル展開

ここでは、ヒートカーネル展開（DeWitt [1965]）について説明したうえ、その方法を
(50)式に適用する。数学的な内容を多く含むが、ヒートカーネル展開はファイナンス理論
への応用範囲が広く有益であるため、数学的な内容も含めて、整理しておく。
原資産価格 Ft、ボラティリティαtからなるベクトルXtの成分をX i

t (i = 1, 2, X1
t =

Ft, X
2
t = αt)で表し、各成分が次の確率微分方程式に従う場合を考える。

dX i
t = μi(Xt)dt + σij(Xt)dWj(t), (51)

X1
t = Ft, (52)

X2
t = αt, (53)

51 時刻 tでのヘッジ誤差が、その時点の状態変数のみで決まるのは弱経路依存型オプション（weakly path
dependent option）の特徴である。弱経路依存型オプションには、バリア・オプションやアメリカン・オ
プション等の例があり、本稿と同様のヘッジが可能である。一方、アジアン・オプションやルックバック・
オプション等のオプションは強経路依存型オプション（strongly path dependent option）と呼ばれる。強
経路依存型オプションでのキャッシュ・フローは状態変数だけからは決まらず、本稿の手法を単純には適
用できない。経路依存型オプションの分類についてはWilmott [2000]を参照。

52 同時確率密度 p(Ft0 , αt0 , t0;B,αt0+Δt, t0+Δt)は原資産価格がバリアに到達するシナリオの寄与を含んでい
るため、バリア・オプションのヘッジ誤差を議論する際には本来、時刻 t0+Δtに初めてバリアに到達する確率
を利用する必要がある。ただし、原資産価格がバリアに初めて到達する確率と p(Ft0 , αt0 , t0; B,αt0+Δt, t0+
Δt)は、Δtのゼロ次の精度で一致している。また、同時確率密度は原資産価格がバリアに初めて到達す
る場合の確率より大きいため、(50)式は 2次モーメント等の偶数次のモーメントの上限を与えている。こ
のため、5節のように、ヘッジ誤差の 2次モーメントを最小化する場合、(50)式を用いることで十分であ
る。
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dW1dW2 = 0. (54)

ここで (51)式は、μi (i = 1, 2)で表現される状態変数のトレンドと、σij (i, j = 1, 2) で表
される状態変数の瞬間的なボラティリティ、状態変数間の相関が状態変数Xtに依存する
SLVモデルであり53、分散共分散行列はΣij =

(
σσ�)ijで定義される54。また、(51)式で

は、jについての和を表現するΣ記号を省略している。これ以降でも、上付き添え字と下
付き添え字が同じ文字の場合には和がとられているものとする。例えば、ベクトルP、Q

の内積は P iQiと書くことになる55。
ヒートカーネル展開とは、確率過程Xt のヒートカーネル

p(xt0 , t0; xt0+Δt, t0 + Δt) = Pr [Xt0+Δt = xt0+Δt|Xt0 = xt0 ] , (55)

をΔtのベキ級数で近似する近似手法の 1つであり、当該近似式を用いることでΔtが小
さい場合のヒートカーネルの性質を解析的に表現することができる56。時間間隔Δtに対
するヒートカーネルは、(51)式が連続なマルコフ過程であることから、時間間隔Δtを

ti = t0 +
i

n
Δt, i = 0, . . . , n, (56)

で定義される n個の時刻で分割することで、

p(xt0 , t0; xt0+Δt, t0 + Δt) =

∫ n−1∏
i=0

p(xti , ti; xti+1
, ti+1)dxt1 · · · dxtn−1 , (57)

と微小な時間間隔Δt/n に対するヒートカーネルの積で表現できる57。以下では、(57)式
の性質と、数学的には厳密ではないが直観的に理解しやすい手法に基づく、ゼロ次のヒー
トカーネル展開の導出法を説明する。その後に、ヒートカーネル展開の一般形を表現する
うえで必要になる最尤経路の概念と、Nh次のヒートカーネル展開について説明する。
53 例として SABRモデル（(18)式）を (51)式の形式で表現する場合には

μ =

(
0
0

)
, σ =

(
F β

t αt 0
ρναt

√
1 − ρ2ναt

)
,

の μと σで (18)式を表現できる。一般の SLVモデルでは、原資産とボラティリティ（αt）のトレンドが
μの各成分で表現され、原資産のボラティリティ（変動幅）、原資産とボラティリティ（αt）の相関、ボ
ラティリティ（αt）のボラティリティ（変動幅）が σij の各成分で表現される。

54 �は転置を表している。
55 Σ記号の省略に係る規約はアインシュタイン規約と呼ばれ、物理学や微分幾何学などでしばしば利用さ
れる。また、Xi と Xi の間には Xi = (Σ−1)ijX

j の関係があり、ヒートカーネル展開の高次項を議論す
るうえでは両者の区別が重要である。添字の上下の意味を含め、ヒートカーネル展開や微分幾何学のファ
イナンスへの応用については Henry-Labordère [2008]を参照。

56 Δtは時間の次元を持つ量であるため、実際には、モデル・パラメータにより無次元化された量による展
開となる。(18)式で定義される SABRモデルの場合には、ν2Δt が無次元量である。このため、ν が小さ
い場合には、数年といった比較的長い時間間隔についても、本近似手法を適用できる。

57 xti は各時刻 ti で、Xti がとりうる値を表している。

36



まず、(57)式に含まれる時間間隔Δt/nでのヒートカーネルを、nを十分に大きくとる
ことで、多変量正規分布の同時確率分布で近似する58。

p(xti , ti; xti+1
, ti+1)

� n

√
g(xti)

2πΔt
exp

[
− n

2Δt

(
xti+1

− xti − μ(xti)
Δt

n

)k

g(xti)kl

(
xti+1

− xti − μ(xti)
Δt

n

)l
]

� n

√
g(xti)

2πΔt
exp

[
− n

2Δt
(xti+1

− xti)
kg(xti)kl(xti+1

− xti)
l
]
. (58)

ここで、g(xti)kl、g(xti)はそれぞれ、分散共分散行列Σijの逆行列とその行列式、すなわち、

g(xti)kl =
(
Σ−1

)
kl

, (59)

g(xti) = det(g(xti)kl), (60)

である59。
次に、(58)式を (57)式に代入すると、ヒートカーネルは

p(xt0 , t0; xt0+Δt, t0 + Δt)

�
∫

exp

[
− n

2Δt

n−1∑
i=0

(xti+1
− xti)

kg(xti)kl(xti+1
− xti)

l

]

×
(

n

√
g(xti)

2πΔt

)
n−1∏
i=1

(
n

√
g(xti)

2πΔt
dxti

)
, (61)

と表現される。Δs = 1/nとΔsを定義し、n → ∞の極限をとると、上式の括弧 [·]内（指
数関数内）は

lim
n→∞

n

2Δt

n−1∑
i=0

(xti+1
− xti)

kg(xti)kl(xti+1
− xti)

l

=
1

2Δt
lim

Δs→0

1/Δs−1∑
i=0

g(xti)kl
(xti+Δs − xti)

k

Δs

(xti+Δs − xti)
l

Δs
Δs

=
1

2Δt

∫ 1

0

gkl(x(s))
dxk(s)

ds

dxl(s)

ds
ds, (62)

と、状態変数の経路 x(s) に沿った積分で表現される。ここで x(s)は x(s) = xt0+sΔtで定
義される経路であり、x(0) = xt0、x(1) = xt0+Δtを満たしている。

(61)式における指数関数以外の項の極限を

Dx(s) = lim
n→∞

(
n

√
g(xt0)

2πΔt

)
n−1∏
i=1

(
n

√
g(xti)

2πΔt
dxti

)
, (63)

58 脚注 55 のとおり、(58)式中の上付きの kや lは k乗、l乗を表すものではなく、ベクトルの成分を表し
ている。

59 (58)式の第 2式では、微小量 μ(xti)
Δt
n を 0と近似している。
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で表現し、(62)、(63)式を (61)式に代入すると、ヒートカーネルは

p(xt0 , t0; xt0+Δt, t0 + Δt) =

∫
exp

[
− 1

2Δt

∫ 1

0

gkl(x(s))
dxk(s)

ds

dxl(s)

ds
ds

]
Dx(s), (64)

と表現される。
(64)式中の

exp

[
− 1

2Δt

∫ 1

0

gkl(x(s))
dxk(s)

ds

dxl(s)

ds
ds

]
Dx(s) s.t.

{
x(0) = xt0 ,

x(1) = xt0+Δt,
, (65)

は、状態変数が経路 x(s) に沿って変化する条件付き確率である。このためヒートカーネ
ルは、固定された始点と終点を結ぶ際に想定しうる全ての経路に対し、経路に沿って変化
する確率を推定し、その確率を足し上げたものとして表現される60。
ゼロ次のヒートカーネル展開は、(65)式が最大となる経路についてのみ考慮することで

導出される。当該経路は、モデル上実現する可能性が最も高い経路であり、最尤経路（the

most likely path）と呼ばれる。ここで、最尤経路の「長さ」dを、

d2(xt0 ; xt0+Δt) = min

∫ 1

0

gkl(x(s))
dxk(s)

ds

dxl(s)

ds
, s.t.

{
x(0) = xt0 ,

x(1) = xt0+Δt,
, (66)

によって定義すると61、(64)式は

p(xt0 , t0; xt0+Δt, t0 + Δt)

=

∫
exp

[
− 1

2Δt

∫ 1

0

gkl
dxk(s)

ds

dxl(s)

ds
ds

]
Dx(s)

=

∫
exp

[
−d2(xt0 ; xt0+Δt)

2Δt
+ higher order

]
Dx(s)

= exp

[
−d2(xt0 ; xt0+Δt)

2Δt

]
×

∫
exp [higher order] Dx(s), (67)

と表現される。ここで “higher order”は、最尤経路以外の経路からの寄与を表現してい
る62。最尤経路のみを考慮した、ゼロ次のヒートカーネル展開は、適当な規格化定数N
を用いて

p(xt0 , t0; xt0+Δt, t0 + Δt) � N
2πΔt

exp

[
−d2(xt0 ; xt0+Δt)

2Δt

]
, (68)

60 経路についての足し上げは汎関数積分で定義でき、(64)式は関数 x(s) についての汎関数積分である。当
該汎関数積分はファインマンの経路積分とも呼ばれ、ファイナンスへの応用についてはDash [1988, 2004]
等でまとめられている。

61 dは、xt0 と xt0+Δt を結ぶリーマン距離に相当する。最尤経路は、計量 gij の定義されたリーマン多様
体上の測地線に一致し、測地線方程式を解くことで計算できる。一般のモデルでは数値計算が必要になる
が、SABRモデルやヘストン・モデルでは（準）解析的に測地線方程式を解くことができ、測地線とリー
マン距離を（準）解析的に求めることができる。

62 “higer order”は最尤経路上での (62)式の 2階以上の汎関数微分で表現される。
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と表現される63。
以上がゼロ次のヒートカーネル展開の直観的な導出と最尤経路の定義である。一般の

Nh次のヒートカーネル展開は最尤経路の周辺の寄与を考慮することで導出され、以下の
定理により表現される。

定理 1 (ヒートカーネル展開（DeWitt [1965]）) ヒートカーネルp(x0, t0; xt0+Δt, t0+Δt)

に対し、滑らかな関数 an(xt0 ; xt0+Δt) (n = 0, . . . , Nh)が存在し64、

p(x0, t0; xt0+Δt, t0 + Δt)

�
√

g(xt0+Δt)

2πΔt

√
Δ(xt0 ; xt0+Δt)P(xt0 ; xt0+Δt)

× exp

[
−d2(xt0 ; xt0+Δt)

2Δt

] Nh∑
k=0

ak(xt0 ; xt0+Δt) × (Δt)k, (69)

が成立する。ここで、(69)式はNh次のヒートカーネル展開と呼ばれ65、Δ(xt0 ; xt0+Δt)は

Δ(xt0 ; xt0+Δt) =

det

(
−1

2

∂2d2(xt0 ;xt0+Δt)

∂xi
t0

∂xj
t0+Δt

)
√

g(xt0)g(xt0+Δt)
, (70)

で定義される行列式であり、P(xt0 ; xt0+Δt)は最尤経路 Cに沿った積分であり

P(xt0 ; xt0+Δt) = exp

(
−

∫
C
Aidxi

)
, (71)

と定義される。またAiは
Ai = gij

(
−1

2
Γj

klg
kl − μj

)
, (72)

で定義され、Γj
klは

Γj
kl =

1

2
gji

(
∂gil

∂xk
+

∂gki

∂xl
− ∂gkl

∂xi

)
, (73)

で定義される。

63 (68)式が 1/Δt に比例するのは、ヒートカーネル展開による近似式が確率分布である必要条件である。
(68)式を xt0+Δt について積分した結果が、Δt → 0 の極限でも有限であるためには、(68)式が 1/Δtに
比例しなければならない。

64 ak はヒートカーネル展開の係数と呼ばれ、a0 = 1 より逐次的に計算される。ak の計算法については多
くの研究があり、Avramidi and Schimming [1995] でさまざまな手法がまとめられている。ファイナンス
の文脈では Paulot [2009]等で計算手法が紹介されている。

65 本定理は、計量 gij の定義されたリーマン多様体上のヒートカーネルに対して成立する定理である。本定
理の一般的で厳密な表現は本稿では必要ないが、本定理の詳細や誤差項の性質、ヒートカーネル展開のレ
ビュー、ファイナンスへの応用についてはそれぞれ、DeWitt [1965]、Vassilevich [2003]、Henry-Labordère
[2008]等を参照。
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定理 1の (69)式により、(50)式の被積分関数を解析的に表現できる。1次のヒートカー
ネル展開と同じ精度で近似するために、Nh = 1 とした (69)式を代入すると被積分関数は

Πn(t0 + Δt, B, αt0+Δt)p(Ft0 , αt0 , t0; B, αt0+Δt, t0 + Δt)

=
1

2πΔt
Πn(t0 + Δt, B, αt0+Δt)e

− L
Δt

+o(Δt), (74)

とΔt のベキ関数で近似できる。ここで、Lは

L = L0 + L1 × Δt + L2 × (Δt)2, (75)

L0 =
1

2
d2(Ft0 , αt0 ; B, αt0+Δt), (76)

L1 = −1

2
ln [g(B, αt0+Δt) × Δ(Ft0 , αt0 ; B, αt0+Δt)] − lnP(Ft0 , αt0 ; B, αt0+Δt), (77)

L2 = − ln a1(F0, αt0 ; B, αt0+Δt), (78)

で定義される。

（3） 鞍点近似

（2）では、ヘッジ誤差の n次モーメントの被積分関数が、(74)式のように近似できる
ことを示した。ここでは最尤経路を中心とした鞍点近似を用いて、ヘッジ誤差のモーメ
ントを求める。ヘッジ誤差のモーメント（(50)式）の計算においては、その被積分関数
（(74)式）のうち、指数関数として表されている確率密度が大きい領域が重要となる。そ
うした領域の中心、すなわち確率密度が最大となる αminを鞍点とよぶ。そこで、鞍点と
なるボラティリティ（αmin）は、(74)式から、Lを最小にする点であり、

∂L
∂α

∣∣∣∣
α=αmin

= 0, (79)

の解である66。ここで αminは時刻 t0 + Δt にバリアに到達する最尤経路の終点の第 2成
分に等しく、バリアに到達する際に最も発生しやすいボラティリティ水準と解釈できる。

(79)式を一般の SLV モデルについて解くことは難しく、仮定するモデルごとに (79)

式の解を求める必要がある。以下では、鞍点が求まったとして鞍点近似を実行する67。
α = αmin + Δα とし、被積分関数 (74)式をΔαについて展開すると

1

2πΔt
Πn(t0 + Δt, B, αmin + Δα)e−

L
Δt

+o(Δt)

66 最小であるためには L′′ > 0 も必要な条件であるが、当該条件はΔt による漸近展開が有効な範囲であれ
ば自動的に満たされる。Δtが十分に小さい場合、L′′ � dd′′ が成り立ち、dが xt0 と xt0+Δt を結ぶ曲線
の長さの中で最小であることから、d > 0、d′′ > 0が成り立つ。

67 本稿の数値検証で利用する SABRモデルでの鞍点については補論を参照。
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=
1

2πΔt

(
Π + Π′Δα +

1

2
Π′′Δα2 + · · ·

)n

× exp

[
−L + 1

2
L′′Δα2 + 1

6
L(3)Δα3 + 1

24
L(4)Δα4 + · · ·

Δt

]
=

1

2πΔt
exp

[
−L + 1

2
L′′Δα2

Δt

]
×
[
Πn

(
1 − L(4)

24

Δα4

Δt
+

L(3)2

72

Δα6

Δt2

)
+

(
n(n − 1)

2
Πn−2Π′2 +

n

2
Πn−1Π′′

)
Δα2

−nΠnΠ′L(3)

6

Δα4

Δt
+ odd terms

]
+ · · · , (80)

となる。ここで、′は αによる微分、上付き添え字の (n)は αによる n階微分を表し、
第 2式以下の Πと Lは、その微分も含めすべて α = αmin で計算されている（例えば、
Π = Π(t + Δt, B, αmin)）。また (80)式中の “odd terms”は、Δαの奇数次の項を表し、Δα

について積分した際にゼロとなる68。また、“· · ·”は積分した際にΔtについて高次となる
項を表している。

(80)式を (50)式に代入し、Δαについて積分すると n次モーメントの解析近似式は

E[Πn(t0 + Δt, Ft+Δt , α) × δ(Ft0+Δt − B)]

=
e−

L
Δt√

2πΔtL′′ ×
[
Πn +

Δt

L′′

{n(n − 1)

2
Πn−2Π′2 +

n

2
Πn−1Π′′ − 1

8
ΠnL(4)

L′′

−n

2
Πn−1Π′L(3)

L′′ +
5

24
Πn

(L(3)

L′′

)2}
+ o(Δt)

]
, (81)

と導出される。

68 鞍点近似ではΔαが正規分布に従うと仮定し、[−∞,∞]の積分範囲で積分される。このため、“odd terms”
を積分した結果はゼロとなる。
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5 確率局所ボラティリティ・モデルの最尤経路を利用したバ
リア・オプションの静的ヘッジ

本節では、前節で導出したヘッジ誤差のモーメントの解析近似式を用いて、原資産価格
が SLVモデルに従う場合のバリア・オプションの効率的なヘッジ戦略を構築し、そのヘッ
ジ効率について数値検証する。まず、（1）で、ヘッジ・ポートフォリオの構成法について
説明する。次に（2）で、構築したヘッジ・ポートフォリオの理論上の利点について説明
する。最後に、（3）で、提案する戦略が既存のヘッジ戦略と比較して効率的であることを
数値例を用いて示す。

（1） ヘッジ・ポートフォリオの構築法

ここでは、(81)式を利用したヘッジ・ポートフォリオの構築法について説明する。構築
法は、次の 3つの特徴がある。

• ヘッジ誤差の 2乗平均の解析近似式を最小化する。

• 3節で解説した既存のヘッジ戦略と同様に、マチュリティ・ポートフォリオとカレン
ダー・ポートフォリオの 2つのポートフォリオを組み合わせてヘッジする。

• ヘッジのために保有するバニラ・オプション等の分量について、逐次的に最適化する。

それぞれ、イ. ロ. ハ.で解説していく。

イ． ヘッジ誤差の 2乗平均最小化

3節では、ボラティリティ・サーフェスの変動を踏まえてオプションをヘッジする手法
として、ヘッジ損益の分散を最小にするような動的ヘッジ手法をみてきた。バリア・オプ
ションの静的ヘッジ戦略の設定においても類似の考え方が適用できる。本稿では、近似
されたヘッジ誤差の 2乗平均を最小化する戦略を考える69。ヘッジ誤差の 2乗平均（2次
モーメント）とは、(49)式で n = 2とした量、すなわち、∫ T

t0

E
[
Π2(t, Ft, αt) × δ(Ft − B)|Ft0

]
dt, (82)

69 2乗平均はヘッジ誤差の分散と平均の 2乗の和であり、当該最適化は分散と平均の 2乗を、同じ重みづけ
のもとで最小化する手法に相当する。
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である。ここで、上式の被積分関数E [Π2(t, Ft, αt) × δ(Ft − B)|Ft0 ]は、4節の (81)式で
計算したように、

E[Π2(t, Ft, αt) × δ(Ft − B)|Ft0 ]

=
e
− L

t−t0√
2π(t − t0)L′′ ×

[
Π2 +

t − t0
L′′

{
Π′2 + Π · Π′′ − 1

8
Π2L(4)

L′′

−Π · Π′L(3)

L′′ +
5

24
Π2

(L(3)

L′′

)2}
+ o(t − t0)

]
, (83)

のように近似できる70。当該近似式を最小化することで、ヘッジ誤差の 2乗平均への寄与
が大きい経路71が中心にヘッジされ、既存の手法より効率的にバリア・オプションをヘッ
ジできる。

ロ． ヘッジ・ポートフォリオ

次に、ヘッジ・ポートフォリオの構成商品について考える。(81)式において、原資産価
格がバリアに到達するまでの時間Δtが十分に短い場合には、ヘッジ誤差のモーメントは、

E[Πn(t0 + Δt, Ft+Δt , α) × δ(Ft0+Δt − B)] =
e−

L
Δt√

2πΔtL′′ ×
[
Πn + · · ·

]
, (84)

と表現される。(84)式は、原資産価格がバリアに到達した際にボラティリティ水準がちょ
うどαminとなった場合のヘッジ・ポートフォリオ時価のn乗に比例する。このため、満期
がある程度短いバリア・オプションについては、Π(t0 + Δt, B, αmin)をゼロにできる商品
構成が効果的である。ここで、3節の議論を振り返ると、Π(t0 + Δt, B, αmin)はオプショ
ンの保有数に対して線形であるため、N個のバニラ・オプションをヘッジ・ポートフォリ
オに含め、その保有数を調節することでN 時点のヘッジ誤差の全てのモーメントをゼロ
にするポートフォリオを容易に構築できる。
バリア・オプションの満期が長い場合には、(81)式に含まれるΔtに関する高次の項も
考慮する必要がある。この場合、ヘッジ誤差の 2乗平均は (83)式を用いて近似され、ポー
トフォリオの時価、ベガ、ボルガが含まれる。(83)式がゼロとなる十分条件は{

Π(t0 + Δt, B, αmin) � 0,

Π′(t0 + Δt, B, αmin) � 0,
(85)

である。このため、原資産価格がバリアに到達するまでの時間Δtが長い場合には 、2種
類のバニラ・オプションを用いることで各到達時刻におけるヘッジ誤差のモーメントを効
果的に削減できる。
70 (83)、(84)式中の Π、Π′、Π′′、L、L′′、L(3)、L(4) は、(81)式と同様に、原資産価格がバリアに到達し
た際の最尤経路上で定義されている。

71 本稿の近似式の精度が高い範囲においては、当該経路は最尤経路に相当する。

43



表 6 ノックアウト・オプションのヘッジ・ポートフォリオ
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以上の議論を踏まえると、原資産価格が比較的短い時間でバリアに到達する場合を 1次
元のカレンダー・ポートフォリオでヘッジし、比較的長い時間の後にバリアに到達する場
合を、満期が長い複数のバニラ・オプションを含むポートフォリオ（マチュリティ・ポー
トフォリオ）でヘッジするのが効率的であることがわかる。本稿では、カレンダー・ポー
トフォリオとマチュリティ・ポートフォリオを次のように設定する。

カレンダー・ポートフォリオ ：以下のN − 1種のオプションからなるポートフォリオ

• t0 < T1 < · · · < TN−1 < T の関係を満たす満期 Tiと、バリア水準Bに等しい
行使価格を持つバニラ・オプションを βiずつ保有するポートフォリオ

マチュリティ・ポートフォリオ：以下の 4種のオプションからなるポートフォリオ

• 満期T において、バリア・オプションと同じペイオフとなるバニラ・オプション

• バリア水準Bに等しい行使価格、OTMであるペイオフ、満期 T を持つデジタ
ル・オプション

• バリア水準Bに等しい行使価格、OTMであるペイオフ、満期T を持つバニラ・
オプション

• 行使価格B ± |B −K|、OTMであるペイオフ、満期 T を持つバニラ・オプショ
ン72

ヘッジ・ポートフォリオの具体例として、ノックアウト・オプション、リバース・ノッ

72 行使価格の ±の符号は OTMとなるものが選ばれる。
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表 7 リバース・ノックアウト・オプションのヘッジ・ポートフォリオ
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クアウト・オプション73をヘッジする場合を表 6、7に示す。ここで、カレンダー・ポー
トフォリオはNo.1～N − 1に当たり、マチュリティ・ポートフォリオはNo.N～N + 3に
当たる。また、No.N + 1のペイオフは、原資産価格が満期までバリアに到達しなかった
場合のバリア・オプションと同一のペイオフが選ばれ、No.N + 1以外の商品のペイオフ
はOTMとなるものが選ばれる。
本節のヘッジ・ポートフォリオを、3節で紹介したヘッジ・ポートフォリオ（表 3、4、
図 7、8）と比較すると、ポートフォリオを構成するオプションの数が SLVモデルを想定
した先行研究（表 4）におけるオプションの数より一般的に少なく、LVモデルを想定した
先行研究（表 3）と同程度であることが確認できる。しかし本稿のヘッジ手法では、ヘッ
ジ誤差の 2乗平均への寄与が大きい経路が中心的にヘッジされるため、表 6、7のように、
少数のバニラ・オプションのみからなるポートフォリオであっても、ベガ・リスクを含む
リスクを効率的にヘッジできる。また、バリア水準を行使価格に選ぶことで、バリア到達
時のポジション調整の際の取引コストが抑制されると期待できる。原資産価格がバリアに
到達した際には、カレンダー・ポートフォリオと、マチュリティ・ポートフォリオに含まれ
るデジタル・オプションは、全てATM74であり、原資産価格がバリアに到達した際の流
動性が高い。また、行使価格をバリア水準に設定することで、バニラ・オプションの保有

73 ダウン・アンド・アウト・コール・オプションのようにペイオフが連続なノックアウト・オプションと
アップ・アンド・アウト・コール・オプションのようにペイオフが不連続なノックアウト・オプションを
区別するために、後者の不連続なオプションはリバース・ノックアウト・オプションと呼ばれる。

74 本節（2）と（3）では、ATMとして、株式オプション市場で使われるATMスポットの定義を用いてお
り、行使価格が現時点の原資産価格に等しいオプションを ATMオプションと呼んでいる。そのため、満
期が 10年以内の通貨オプション市場で使われる ATM-デルタ・ニュートラルにおける行使価格や、満期
が 10年超の通貨オプション市場あるいはスワップション市場等で使われる ATM-フォワードの行使価格
とは幾分乖離している。
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数（βiの絶対値）も他の行使価格を選んだ場合に比べて小さく設定することができる75。
このため当該ポートフォリオに対応するポジションは、流動性が高い少数のオプションの
取引で解消でき、取引コストの削減が期待できる。

ハ． 逐次最適化

最後に、ヘッジ・ポートフォリオに含まれる各商品の保有数 βiを計算する手法につい
て考える。ヘッジ誤差の 2乗平均値（(82)式）は、∫ T

T0

E
[
Π2(t, Ft, αt) × δ(Ft − B)|Ft0

]
dt

=
N−1∑
i=0

∫ Ti+1

Ti

E
[
Π2(t, Ft, αt) × δ(Ft − B)|Ft0

]
dt

=
N−1∑
i=0

Gi+1
i (βi+1, . . . , βN+1), (86)

と分解できる。ここで、Gj
i (βi+1, . . . , βN+1)は

Gj
i (βi+1, . . . , βN+1) ≡

∫ Tj

Ti

E
[
Π2(t, Ft, αt) × δ(Ft − B)|Ft0

]
dt, (87)

で定義される関数であり、時刻 Ti時点で満期を迎えていないバニラ・オプションの保有
数 βi+1, · · · , βN+1の関数である。最適な βiは、N 個のGi+1

i (i = 0, . . . , N − 1)の和を最
小化することで得られるが、その和は β1, · · · , βN+1に関する非線形関数であることから、
75 βi の絶対値の小ささは、行使価格が Ki である場合の最適解（βi）を求めることで理解できる。(83)式
が非負であることから、(82)式の最小化では (83)式が小さくなる βiが選ばれ、t − t0の最低次に着目す
ると、当該条件は Πを最小化することと同値である。このため βi は

Π =
N∑

i=1

βiV (t, B, αmin; Ki, Ti) + ΛT (t) � 0 for t0 ≤ ∀t ≤ T,

を近似的に満たしている。ここで V (t, B, αmin; Ki, Ti) は時刻 t に原資産価格が B、ボラティリティが
αminの値をとる時のバニラ・オプションの時価を表現し、ΛT はマチュリティ・ポートフォリオの時価を
表現している。ΛT はカレンダー・ポートフォリオに含まれるどのオプションよりも満期が長く、イン・
ザ・マネーのオプションも含むため、上式の解の大きさは

βi � O

(
ΛT (t)

Vi(t, B, α; Ki, Ti)

)
,

と近似的に評価できる。ここでVi(t, B, α;Ki, Ti)はOTMであるバニラ・オプションの価値であり、Ki = B

で最大値をとる単調関数である。このため βi の絶対値はKi = B と設定した場合に最小となる。
なお、取引コストの観点からは βiの絶対値が小さいことが望まれるが、バリア・オプションの商品特性
や市場環境によっては、市場での取引が困難なほどに小さな βi が最適化により選ばれる場合もある。こ
のため、実際の取引に応用するうえでは、βi の絶対値に下限を設けたうえで、行使価格まで含めた最適
化を試みることも有用である。
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最適化の際の計算負荷は高く、数値計算の結果は不安定になりがちである。こうした点を
克服する手法として本稿では、Gj

i (i, j = 0, . . . , N − 1)を適当な制約条件のもとで、逐次
的に最適化する 2つの手法（逐次最適化手法A、B）を提案する。

（イ） 逐次最適化手法 A

逐次最適化手法Aは、3節（2）で紹介したLVモデルのもとでのヘッジ・ウェイトの導
出と類似した手法である。βN+1を適当な定数 β̃として外生的に与え、その制約条件のも
とで76、次の最適化問題をバックワードに解き最適解を求める。⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

min
β1,...,βN

G1
0(β1, . . . , βN , β̃),

...

min
βN

GN
N−1(βN , β̃).

(88)

これは、N 個の 1次元最適化問題である。すなわち、(88)式を下から順に解くと βiが逐
次求まる。また、これらの目的関数は各 βiについて 2次の係数が正である 2次関数とな
るため 、解の不安定性の問題も生じない。

（ロ） 逐次最適化手法 B

逐次最適化手法Bは、⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min
β1,...,βN ,βN+1

G1
0(β1, . . . , βN , βN+1),

...

min
βN−1,βN ,βN+1

GN−1
N−2(βN−1, βN , βN+1),

min
βN ,βN+1

GN
0 (0, . . . , 0, βN , βN+1),

(89)

をバックワードに解くことで、β1, . . . , βN と βN+1を求める手法である。当該最適化手法
は、N − 1個の 1次元最適化問題と 1個の 2次元最適化問題から構成され、逐次最適化
手法 Aに 2次元最適化問題が 1つ付与されている。ただし、最後の 2次元の目的関数
GN

0 (0, . . . , 0, βN , βN+1)は βN、βN+1についての 2次関数であり、極小点がただ 1つ存在す
る。このため、2次元最適化問題も容易に解くことができ、他の目的関数も極小点を 1つ
だけ持つことから、解の不安定性が問題になることはない77。

76 β̃の設定には恣意性が残り、時系列データや相場観により定める必要がある。数値検証では原資産価格が
正規分布に従う（ノーマル BSモデル）場合を想定し β̃ = −1としている。

77 逐次最適化 B による近似的な最適化の近似精度が高いためには、β1, . . . , βN−1 の絶対値が十分に小さ
い必要がある。脚注 75 で説明したように、カレンダー・ポートフォリオの行使価格をバリア水準に設
定した場合、β1, . . . , βN−1 の絶対値は一般に小さく、逐次最適化手法 Bを問題なく利用できる。また、
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（2） 本稿で提案するヘッジ戦略の有用性

本節（1）で提案したヘッジ戦略では、原資産価格が SLVモデルに従う場合の、既存の
ヘッジ戦略における問題点がいくつか改善される。第 1に、既存の手法より効率的にヘッ
ジでき、比較的少数のバニラ・オプションでヘッジした場合でも、ヘッジ誤差を充分に抑
制できることが期待される。本稿の手法では、ヘッジ誤差の 2乗平均を目的関数として最
適化することから、ヘッジ誤差への影響が大きい原資産価格やボラティリティのシナリオ
が中心的にヘッジされる。このため、SLVモデルにおける既存のヘッジ手法と比べ、比較
的少数のオプションでヘッジした場合であっても、ベガ・リスクを含む幅広いリスクをよ
り効率的にヘッジすることができる。このため、流動性が高いバニラ・オプションの種類
が限られた市場でも、容易にヘッジ・ポートフォリオを構築できる。
第 2に、最適なヘッジ・ポートフォリオを短時間に構築できる。既存の手法では、ヘッ

ジするリスク・シナリオを適当に定め、各リスク・シナリオでのヘッジ誤差がゼロとなる
条件式（(44)式）を解くことで、ヘッジ・ポートフォリオが構築される。このため、提案
する手法と同程度のヘッジ効率を実現する場合、バックテストを繰り返すことで、2乗平
均などのリスク指標が最小になるリスク・シナリオを特定する必要がある。しかし、それ
ぞれのバック・テストには多大な計算時間がかかり、実務での利用は困難である。一方提
案する手法では、2乗平均の解析近似式を利用しており、最適なポートフォリオを極めて
短い時間に構築することができる。
また第 3に、2乗平均の解析近似式を利用することによる利点ではないが、表 6、7のよ

うにポートフォリオの構成商品を選択したことにより、ポジション解消時の取引コストを
削減できる。原資産価格がバリアに到達した際のカレンダー・ポートフォリオと、マチュ
リティ・ポートフォリオに含まれるデジタル・オプションは、全てATM であり、原資産
価格がバリアに到達した際の流動性が高い。また、行使価格の多くがバリア水準に設定さ
れたことから、バニラ・オプションの保有数（βiの絶対値）も既存の手法と比べて小さく
設定することができる。このため、流動性が高い少数のオプションの取引でポジションを
解消でき、取引コストの削減が期待できる。
このように、本稿で提案するヘッジ手法は、先行研究で提案された手法と比べ格段に効
率的であり、実用性も高いと考えられる。以下では、提案したヘッジ戦略の効率性につい
て、さらに数値検証によって再確認する。

β1, . . . , βN−1の絶対値の小ささは数値的にも確認でき、本節の（3）で用いる市場環境と商品特性の場合
には β1, . . . , βN−1 = O(10−2)の程度である。
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表 8 ヘッジ対象
No. 行使価格（= K） バリア水準（= B） 満期（= T） ペイオフ

RKO 1 80 90 1Y コール・オプション
RKO 2 85 90 1Y コール・オプション
RKO 3 80 70 1Y プット・オプション
RKO 4 75 70 1Y プット・オプション

（3） 数値検証

ここでは、SLVモデルの例として、前掲 (18)式のSABRモデルを取り上げ、原資産価格
が当該モデルに従う場合のリバース・ノックアウト・オプション（Reverse Knock Out:RKO）
78のヘッジ効率を数値検証する。既存の静的ヘッジ戦略と本稿で提案したヘッジ戦略を比
較することで、本稿で提案する手法の効率性の高さを評価する。なお、数値計算で必要と
なる SABRモデルの鞍点や最尤経路の距離等については、補論を参照。

イ． 数値検証の設定

ここでは、表 8のとおり設定した 4つのリバース・ノックアウト・オプション（RKO1

～RKO4）について、バニラ・オプションのポートフォリオでヘッジした際のヘッジ・コ
ストとヘッジ誤差を比較する79。(18)式の SABRモデルでのパラメータについては、表
9のように設定する。当該パラメータは、ドル円オプション市場で典型的に観測される満
期 1年のスマイル（図 9）を再現したものである80。すなわち、ボラティリティの変動幅
が大きいことからベガ・ヘッジの重要度が高く、バリア・オプションの取引量も多い市場
を念頭にパラメータを設定している。
ヘッジ・ポートフォリオの構築においては、T1, . . . , TNの設定が重要となる。ここでは、

ドル円オプション市場での取引量が多い、3ヶ月ごとの満期 4つ（N = 4）を選択する。す
なわち、表 10に示したようなポートフォリオでヘッジする設定とする。

ロ． ヘッジ戦略の設定

イ．の設定のもとで、本稿で提案する手法に基づいたヘッジ戦略 Aと Bを次のとおり
構築する。
78 ペイオフが連続なノックアウト・オプションは容易にヘッジできるため、本稿ではRKOについてのみ数
値検証する。

79 ポートフォリオ価値の計算では、Paulot [2009]による 1次のヒートカーネル展開を用いて、SABRモデ
ルでのインプライド・ボラティリティを計算している。

80 プレミアム調整済スポット・デルタについては、Reiswich and Wystup [2009]等を参照。
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表 9 モデル・パラメータ
F0 α0 β ρ ν

80 0.5 0.7 −0.65 0.5

図 9 スマイル（1Y）

備考: 横軸は、対応する行使価格でのコール・オプションあるいはプット・オプションの、
パーセント表示されたプレミアム調整済スポット・デルタ（premium adjusted
spot delta）を表し、ATMはコール・オプションとプット・オプションのデル
タの絶対値が等しくなる行使価格を表している。例えば、−10Δは、プット・オ
プションのプレミアム調整済スポット・デルタが−0.1である行使価格に対応し
ている。
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表 10 ヘッジ・ポートフォリオ
商品名 行使価格 満期 保有数

バニラ・オプション B 3M β1

バニラ・オプション B 6M β2

バニラ・オプション B 9M β3

バニラ・オプション B 1Y β4

バニラ・オプション K 1Y 1

デジタル・オプション B 1Y −2 × |B − K|
バニラ・オプション 2B − K 1Y β5

備考: 全てのオプションのペイオフはヘッジ対象のバリア・オプションに揃えられてお
り、リバース・ノックアウト・コール・オプションの場合にはコール・オプショ
ンでヘッジされる。

（イ） ヘッジ戦略A

β5 = −1とした逐次最適化手法A（(88)式）で β1～β4を求め、平均 2乗誤差（(82)式）
を最小にする戦略。

（ロ） ヘッジ戦略B

逐次最適化手法 B（(89)式）で β1～β5を求め、平均 2乗誤差（(82)式）を最小にする
戦略。

また、比較対象として、先行研究で提案されてきた手法に基づいて構築された 2つのベ
ンチマークA、Bを設定する。それぞれのヘッジ戦略は次のように設定される。なお、ベ
ンチマークAとヘッジ戦略A、ベンチマークBとヘッジ戦略Bはそれぞれ、制御変数に
対して同一の自由度を有している。

（ハ） ベンチマークA

先行研究で提案されている、LVモデルでの静的ヘッジ戦略に相当する。ボラティリティ
が初期値から変化しないと仮定して計算された現時刻（= t0）、3ヵ月（= T1）、6ヵ月
（= T2）、9ヵ月（= T3）でのヘッジ誤差それぞれを、Derman, Ergener, and Kani [1995]と
同様に、カレンダー・ポートフォリオで打ち消す戦略である。当該ヘッジ戦略は、β5 = −1

51



の制約条件のもとで ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
Π(t0, B, αt0) = 0,

Π(T1, B, αt0) = 0,

Π(T2, B, αt0) = 0,

Π(T3, B, αt0) = 0,

(90)

を解くことで構築される。

（ニ） ベンチマークB

先行研究で提案されている、SVモデルや SLVモデルでの静的ヘッジ戦略に相当する。
現時刻、3ヵ月、6ヵ月、9ヵ月における、ボラティリティの確率的変動を踏まえたヘッジ
誤差を打ち消す戦略である。ここでは、Nalholm and Poulsen [2006]と同様に、ボラティ
リティの理論上の分位点におけるヘッジ誤差を消す戦略として設定する81。具体的には、⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Π
(
t0, B, α

(50)
t0

)
= 0,

Π
(
T1, B, α

(50)
T1

)
= 0,

Π
(
T2, B, α

(50)
T2

)
= 0,

Π
(
T3, B, α

(25)
T3

)
= 0,

Π
(
T3, B, α

(75)
T3

)
= 0,

(91)

を解く戦略である。ここで α
(25)
t 、α

(50)
t 、α

(75)
t はそれぞれ、原資産価格が時刻 tにバリア

に到達する条件のもとでの、ボラティリティの 25%分位点、50%分位点、75%分位点を表
現している。

ハ． 検証結果

ヘッジ・コストとヘッジ誤差の統計量を用いて各戦略を比較する。具体的には、モンテ
カルロ・シミュレーションで計算されたバリア・オプションの理論価格82を適切な時価と
みなし、静的ヘッジ戦略に必要なコストと理論価格との違いについて数値的に比較する。
また、SABRモデルを仮定して作成したサンプル・パスを用いてヘッジ誤差を集計し83、
81 ただし、本稿では打ち切り特異値分解法は利用していない。Nalholm and Poulsen [2006]で提案された

ε = 0.2の打ち切り特異値分解法を本稿の例に適用した場合にはヘッジ効率が低下する。
82 具体的には、サンプル・パスを 10万回発生させるモンテカルロ法を用いて推定している。その際の離散
近似では Lord, Koekkoek, and Dijk [2010]によるフル・トランケイティッド・オイラー=丸山法を利用し、
現時刻から満期までを 8760(= 365 × 24)個に分割した。

83 フル・トランケイティッド・オイラー=丸山法による離散近似で推定しており、バリアに到達する回数が
1万に達するまでパスを発生させている。また、現時刻から満期までは 8760(= 365 × 24)個に分割して
いる。
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各戦略のヘッジ誤差の平均、2～4次のモーメント、上側 1パーセンタイル値、下側 1パー
センタイル値を比較する84。
ヘッジ・コストと理論価格の違いは表 11にまとめられている。本稿で提案したヘッジ
戦略が既存のヘッジ戦略より理論価格に近いコストで実現できる点が確認できる。具体的
には、ベンチマークではヘッジ・コストと理論価格との間に、最大で 0.06円（6銭）程度
の違いがみられる一方、提案する手法では、0.01円（1銭）以内に両者の違いが収まって
いる。特に、バリアに到達した際のボラティリティの変動幅が大きいRKO3とRKO4で
は、ベンチマークと提案する手法の違いが顕著であり、本稿で提案する手法でのヘッジ・
コストが理論価格に近いことを確認できる85。このためベンチマークでは、バリア・オ
プションを売却した際に得られるプレミアム（理論価格）とヘッジ・コストとの差が大き
く、場合によっては外部から資金を調達する必要があることがわかる。一方、本稿で提案
したヘッジ戦略では、理論価格に近いヘッジ・コストが推定され、外部から調達する必要
のある資金量が相対的に小さいことが期待される。
ヘッジ誤差の統計量は、表 12～15にまとめられている86。各表ではバリア・オプショ

ンの理論価格の大きさの影響を除去するために、バリア・オプションの理論価格で各統計
量を無次元化している。表からは、本稿で提案したヘッジ戦略のヘッジ効率がいずれも高
いことが確認できる。まず、同じ自由度を持つ、ベンチマークAとヘッジ戦略Aを比べ
ると、RKO1やRKO2では大きな違いはみられないが87、RKO3とRKO4では 2次モー
メントを 5分の 1程度に削減できていることを確認できる。また、ベンチマークBとヘッ
ジ戦略 Bの場合には、2次モーメントを最大で 60分の 1程度まで削減できていることが
確認できる88。また、2次モーメントの大きさ自体もヘッジ戦略 Bでは小さく、1%程度

84 ただし、ヘッジ誤差の平均についてはヘッジ・コストと理論価格の差から推定している。サンプル・パ
スを発生させるモデルと理論価格の推定に用いるモデルが同一であるため、ヘッジ誤差の平均は、理論価
格とヘッジ・コストの差に、数値計算の誤差を除いて一致する。

85 ボラティリティの変動幅の増大は、RKO3とRKO4ではバリアが下側にある点と、原資産価格とボラティ
リティの相関関係に起因する。原資産価格とボラティリティの間には負の相関関係があるため、バリアに
到達するほどに原資産価格が減少した場合にはボラティリティが大きくなり、ボラティリティが対数正規
分布に従う SABRモデルのもとでは、ボラティリティの変動幅も大きくなる。

86 各ヘッジ戦略にかかるヘッジ・コストと理論価格との間に差があるため、本来は、その差を無リスク金
利で運用する場合を想定して検証する必要がある。ただ、本稿の例でのヘッジ・コストと理論価格の差が
十分に小さいため、本稿では無リスク金利による運用の効果は考慮していない。

87 RKO3と RKO4に比べ、RKO1や RKO2でのベンチマーク Aのヘッジ効率が著しく高いのは以下の理
由による。RKO1、2はバリアが上側にあり、バリアに近づくにつれボラティリティが小さくなる商品で
ある。このため、原資産価格の分布は対数正規分布より正規分布に近く、リフレクティッド・バタフライ
により近似的にヘッジできる。

88 ベンチマーク Bを RKO1に適用した場合のヘッジ誤差が大きいのは、適用した結果の β5 が大きいこと
に由来する。このため、ポートフォリオの価値の絶対値は一般に大きく、ヘッジ誤差も増大することとな
る。なお、打ち切り特異値分解法を利用した場合、β5 は小さくなるが、ヘッジ効率は打ち切り特異値分
解法の閾値 εに依存し、打ち切り特異値分解法でヘッジ効率を改善できるとは限らない。
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表 11 ヘッジ/ コストの比較
ヘッジ対象 RKO 1 RKO 2 RKO 3 RKO4

理論価格（MC） 0.8656 0.1297 0.5462 0.0680

ベンチマークAのヘッジ・コスト 0.8200 0.1165 0.4897 0.0537

ヘッジ戦略Aのヘッジ・コスト 0.8520 0.1257 0.5565 0.0671

ベンチマークBのヘッジ・コスト 0.8169 0.1272 0.5423 0.0641

ヘッジ戦略B のヘッジ・コスト 0.8606 0.1290 0.5506 0.0655

表 12 RKO1のヘッジ誤差
ベンチマークA ヘッジ戦略A ベンチマーク B ヘッジ戦略 B

平均 −5.27% −1.57% −5.63% −0.59%

2次モーメント 1.76% 1.22% 25.81% 0.42%

3次モーメント −0.56% −0.13% −100.40% −0.08%

4次モーメント 0.23% 0.13% 770.64% 0.05%

上側 1パーセンタイル 14.23% 30.6% 69.78% 15.14%

下側 1パーセンタイル −46.66 % −38.7 % −227.08 % −27.73%

備考: 各統計量は、バリア・オプション価格 0.8656のべき乗で割ることで無次元化さ
れている。

であることが確認できる。
ヘッジ誤差の平均と 3次、4次モーメントについても同様に、提案する手法のヘッジ効
率の高さが確認できる。これは、バリアへの到達時刻が短い場合には、ヘッジ誤差の全て
のモーメントが、最尤経路の終端でのポートフォリオの価値に比例するため、2次モーメ
ントを最小にすることで、高次のモーメントも最小となるからである。ただし、ベンチ
マークBでRKO4をヘッジした場合の 3次と 4次のモーメントが、提案する戦略での 3次
と 4次のモーメントよりも小さいことから示唆されるように、2次モーメント以外につい
ては既存のヘッジ戦略の方が小さいことがありうる。このため、より高次のモーメントの
効果を示す、上側あるいは下側 1パーセンタイル点も、既存の手法より大きくなりうるこ
とに注意する必要がある。
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表 13 RKO2のヘッジ誤差
ベンチマークA ヘッジ戦略A ベンチマーク B ヘッジ戦略 B

平均 −10.17% −3.06% −1.93% −0.52%

2次モーメント 6.88% 5.04% 5.87% 1.58%

3次モーメント −5.23% −2.23% −7.40% −0.69%

4次モーメント 4.92% 3.08% 21.1% 0.66%

上側 1パーセンタイル 18.86% 53.95% 39.71% 29.96%

下側 1パーセンタイル −103.39% −89.08% −103.31% −57.2 %

備考: 各統計量は、バリア・オプション価格 0.1297のべき乗で割ることで無次元化さ
れている。

表 14 RKO3のヘッジ誤差
ベンチマークA ヘッジ戦略A ベンチマーク B ヘッジ戦略 B

平均 −10.35% 1.88% −0.71% 0.80%

2次モーメント 5.30% 1.00 % 1.68% 0.34%

3次モーメント −2.85% 0.14% 0.49% 0.03%

4次モーメント 1.76% 0.10% 0.55% 0.02%

上側 1パーセンタイル 12.14% 36.68% 52.67% 23.22%

下側 1パーセンタイル −75.82% −26.70% −28.43% −18.14 %

備考: 各統計量は、バリア・オプション価格 0.5462のべき乗で割ることで無次元化さ
れている。

表 15 RKO4のヘッジ誤差
ベンチマークA ヘッジ戦略A ベンチマーク B ヘッジ戦略 B

平均 −21.05% −1.30% −5.68% −3.60%

2次モーメント 15.17% 3.88% 1.62% 1.22%

3次モーメント −12.94% 1.46% 0.11% 0.34%

4次モーメント 14.57% 2.03% 0.42% 0.45%

上側 1パーセンタイル 45.61% 78.62% 64.12% 69.57%

下側 1パーセンタイル −127.08% −48.04% −56.00% -45.91%

備考: 各統計量は、バリア・オプション価格 0.0680のべき乗で割ることで無次元化さ
れている。
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6 おわりに
本稿では、SLVモデルの概要をまとめるとともに、原資産価格が SLVモデルに従う場
合の最尤経路を利用したバリア・オプションの静的ヘッジ戦略を提案した。はじめに、オ
プションのリスク管理においては、現時刻のボラティリティ・サーフェスだけでなく、将
来のボラティリティ・サーフェスのダイナミクスが重要であることをみてきた。次に、現
時刻のボラティリティ・サーフェスと将来のダイナミクスの双方を表現するうえで、SLV

モデルが有用であることを確認した。続いて、原資産価格が SLVモデルに従うと仮定し
た場合のヘッジ戦略について、先行研究で提案されている手法の利点と限界点を整理し、
実際の市場では、商品や市場環境に応じて適切なヘッジ戦略を選択し、場合によっては改
良する必要があることを確認した。
こうした先行研究の幅広いサーベイを踏まえ、本稿では、原資産価格が SLVモデルに
従う場合のバリア・オプションの効率的なヘッジ手法を提案した。具体的には、最尤経路
を中心とした鞍点近似によって、ヘッジ誤差の 2乗平均の近似式を導出し、それを用いた
ヘッジ戦略を提案した。当該ヘッジ戦略は、既存の手法よりヘッジ効率が高く、比較的少
数のバニラ・オプションでヘッジした場合にも、ヘッジ誤差を充分に抑制できることを期
待できる。SABRモデルとリバース・ノックアウト・オプションを利用した数値検証でも、
本稿で提案するヘッジ戦略が既存の手法と比べ効率性が高いことが確認された。
なお本稿では、ヘッジ・ポートフォリオに含まれるバニラ・オプションの行使価格や満
期を固定し、モデル・リスクについても考慮しなかった。これらの点の検証については今
後の課題としたい。また、本稿で提案した手法はバリア・オプションに限られたものであ
り、他のエキゾチック・オプションへの拡張についても今後の課題としたい。
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補論 SABRモデルでの鞍点
本節では、(81)式を SABRモデル (Hagan et al. [2002])に適用するうえで必要となる、

鞍点と鞍点に関係するいくつかの量をまとめる。具体的には、Paulot [2009]等の先行研
究で導出された、SABRモデルでのL0、L1の関数形をまとめ89、SABRモデルの鞍点で
ある (79)式の解を 1次のヒートカーネルと同じ精度で求める。すなわち、鞍点をΔtによ
るベキ展開近似

αmin = α
(0)
min + α

(1)
min × Δt + o(Δt), (A-1)

として表現する90。
まず、ゼロ次近似である α

(0)
minは (79)式のΔtの 0次項の解であり

∂L0

∂α

∣∣∣∣
α=α

(0)
min

= d · d′|
α=α

(0)
min

= 0, (A-2)

の解である。ここで SABRモデルのリーマン距離 dは、qを

q =

∫ F

F0

1

F β
dF, (A-3)

とおくと
d(0, α0; q, α) = cosh−1

(
1 +

q2 + (α − α0)
2 − 2ρq(α − α0)

2(1 − ρ2)α0α

)
, (A-4)

であるため、α
(0)
minは

α
(0)
min =

√
α2

0 + 2ρα0q + q2, (A-5)

と求まる。また、α = α
(0)
minでのリーマン距離とその αについての微分は

d
(0)
min ≡ d(0, α0; q, α

(0)
min) =

∣∣∣∣∣ln
(

α
(0)
min + ρα0 + q

(1 + ρ)α

)∣∣∣∣∣ , (A-6)

d
′(0)
min ≡ d′(0, α0; q, α

(0)
min) = 0, (A-7)

d
′′(0)
min ≡ d′′(0, α0; q, α

(0)
min) =

1

α0(1 − ρ2)α
(0)
min sinh(d

(0)
min)

, (A-8)

と求まる。
次に、αminに対する 1次の補正 α

(1)
minを求める。(A-4)式からヴァン・ヴレック行列式

Δ、計量の行列式 g = det(gij)は
Δ =

d

sinh d
, (A-9)

89 L2については定義が煩雑であるため本稿では記していないが、Paulot [2009]での (47)、(49)、(51)式の
和が −L2 に等しい。

90 表記を簡単にするために、本節では t → ν2t, α → α/ν, ν → 1と変数変換している。そのため、本節の結
果を利用する際には再度変数変換が必要となる。
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g(F, α) =
1

α4F 2β(1 − ρ2)
, (A-10)

と求まり、測地線に沿った 積分− lnPは

− lnP =

∫
C

(
1

2(1 − ρ2)
d ln(F β) − ρβF β−1

2(1 − ρ2)
dα

)
, (A-11)

と表現される。
(A-9)、(A-10)、(A-11)式から、(77)式の微分は

∂L1

∂α
=

2

α
− 1

2

d′

d
+

1

2

cosh d

sinh d
· d′ − ρβF β−1

2(1 − ρ2)
, (A-12)

と導かれ、(79)式は

∂L
∂α

= d′
(

d − Δt

2d
+

Δt

2

cosh d

sinh d

)
+

2

α
Δt − ρβF β−1

2(1 − ρ2)
Δt + o(Δt)

=
{

d
′′(0)
min × α

(1)
minΔt + o(Δt)

}{
d

(0)
min + O(Δt)

}
+

2

α
(0)
min

Δt − ρβF β−1

2(1 − ρ2)
Δt + o(Δt), (A-13)

と表現される。以上から 1次の補正は

α
(1)
min =

ρβF β−1

2(1−ρ2)
− 2

α
(0)
min

d
(0)
mind

′′(0)
min

, (A-14)

と近似できる。
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