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要 旨 

近年、クレジットデリバティブや証券化などの信用リスク移転手段が

発達したことに伴い、金融機関はローンポートフォリオの信用リスクを

効率的にヘッジし分散化することが可能となった。しかし、証券化は、

金融機関の過剰なリスクテイクを助長したとの批判も根強い。そこで、

本研究ではこのようなリスク移転手段の発達により、金融機関のローン

ポートフォリオおよびそのリスク・リターン特性がどのように変化する

のかをポートフォリオ選択の視点から理論的に分析する。 

具体的には、銀行が保有するローンの一部だけが取引可能な不完全市

場を想定して、銀行の最適ローンポートフォリオを導出する。その結果、

市場の発展は、基本的に銀行のシャープレシオを上昇させ、投資効率を

高めるという点でプラスの効果を与えることを示す。また、市場の発展

途中では、完全市場の場合と異なり、銀行の目標収益や許容リスク量あ

るいはリスク回避度の水準次第で、シャープレシオが異なりうることを

示す。このほか、自己資本の毀損などによりリスク回避度が高まる銀行

が登場した場合には、市場の価格が変動することを通じて、他の銀行の

ポートフォリオ選択に影響が及ぶことなどを示す。 
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1 はじめに

近年、クレジットデリバティブや証券化などの信用リスク移転手段が発達したことに伴

い、金融機関はローンポートフォリオの信用リスクを効率的にヘッジし、分散化すること

が可能となった。しかし、証券化は、今次金融危機の発生要因の一つとして、金融機関の

過剰なリスクテイクを助長したとの批判も根強い。そこで、本研究では、証券化手法やク

レジットデリバティブの発達が、金融機関（銀行）のローンポートフォリオに与える影響

を理論的な立場から分析し、銀行経営に対する含意を考える。

クレジットデリバティブや証券化が銀行経営に与える影響についての研究は、実証分析

を中心に比較的多く行われているが、それらの含意については、主に 2つの論調に分かれ

ている。すなわち、クレジットデリバティブや証券化は、（1）銀行が保有するローンポー

トフォリオの投資効率の向上や信用リスクの減少に寄与したことを示す研究がある一方

で、（2）リスクの高い借り手に対する貸出を増やしたりレバレッジ比率を上昇させること

で、銀行がハイリスク・ハイリターン型の投資を行うインセンティブを誘発した可能性を

指摘する研究もある。

例えば（1）についてみると、Alexander-Andrew [2006]は、銀行のローンポートフォ

リオのリスクが分散化されるという意味で、クレジットデリバティブが銀行のローンポー

トフォリオの効率性を高めているとの見方を示している*1。Hänsel and Krahnen [2007]

は、ローン ABS市場で活発に取引している銀行は、取引していない銀行に比べて、信用

リスクエクスポージャが小さくなっていることを主張している。

一方（2）について、Cebenoyan and Strahan [2004]は、ローン売買を行っている銀行

は、リスクを過剰に増加させているわけではないものの、リスクの高い借り手に対する貸

出を増加させていると報告している。Jiangli and Pritsker [2008]は、ローンの証券化を

行っている銀行は、そうでない銀行よりもローンの貸倒引当率や貸出金償却率が高く、レ

バレッジ比率も高いという分析結果を示している。Mian and Sufi [2009] は、証券化の

発達により信用力が低い借り手へのローンが増加したと指摘している。また、Allen and

Carletti [2010]および Keys et al. [2010]は、証券化の発達が、銀行が借り手の信用力を

正確に審査するインセンティブを低下させたことで、質の低いローンが数多く組成された

*1 このほか、Bernanke [2008]は、リスク移転機能がリスクの分散化や資金調達を容易にする

点で効果的であるとの認識を示しており、今次金融危機を経て数多くの不備が指摘された組

成・転売型ビジネスモデル（originate-to-distribute model）についても、将来的にそれらの

不備が修正されることによって、効果的なビジネスモデルとなることが期待されると述べて

いる。
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と主張している。

他方、クレジットデリバティブや証券化の発展が銀行経営に影響を与えるメカニズムを

ファイナンス理論の観点から分析した研究についても様々なものがある*2。その中の 1つ

である Instefjord [2005] は、ポートフォリオ選択問題を用いて、クレジットデリバティ

ブの発展が銀行の保有リスクに与える影響を分析している。すなわち、ローンとクレジッ

トデリバティブという 2資産のポートフォリオ選択問題を考え、2つの資産の相関が高ま

ることを信用リスク移転機能の発展と捉えている。分析の結果としては、こうした移転機

能の発展に伴い、銀行の貸出量が増加する可能性があることを主張している。しかしな

がら、Instefjord [2005]は、単に貸出量の増減だけに着目した分析を行っており、ローン

ポートフォリオのリスク・リターンがどのように変化するかについては考察していない。

こうした意味で、銀行経営に与える影響を十分に把握しているとはいえない。

本研究では、ポートフォリオ選択問題を用いて信用リスク移転機能の発展の影響を分

析している点で Instefjord [2005] と類似しているが、以下の 2 点で分析上の設定が異な

る。まず、本研究では多資産のポートフォリオ選択問題を考え、信用リスク移転機能が発

展する効果を、市場で取引可能なローンの種類が増加することと捉え、Instefjord [2005]

とは異なる形で明示的にモデルに取り入れている。また、その結果として、本研究では銀

行が保有するローンポートフォリオのリスクが分散化される効果を新たに取り入れてい

る。このような分析の枠組みは、Sharpe [1964]、Lintner [1965]に端を発する完全市場で

のポートフォリオ選択問題の議論を取引不可能な資産が存在する不完全市場*3に拡張した

形となっている。不完全市場における CAPMについては、古くはMayers [1972]によっ

て扱われ、取引不可能な資産が 1 つ存在する場合が分析対象とされた。その後、Duffie

and Jackson [1989]、Demange and Guy [1995a]、Ohashi [1995]をはじめとするセキュ

リティ・デザインの研究分野*4では、社会厚生を最大化する金融市場のあり方について分

析するうえで、取引不可能な資産が複数存在する不完全市場が研究された。本研究が扱っ

ている分析の枠組みはこれらの研究とほぼ同様であるが、本研究に独自の点としては、信

用リスク移転市場の発展が銀行の最適ローンポートフォリオや投資効率に与える変化に注

*2 本研究とは視点が異なるが、例えば銀行理論の立場からクレジットデリバティブの発展が銀

行行動に与える影響を分析したものとして Duffee and Zhou [2001]、Allen and Carletti

[2006]等がある。
*3 一般的に、経済学においては、完全市場では（1）取引コストがゼロ、（2）市場で経済主体が

自由に売買可能、（3）完全情報という 3つの条件が満たされており、いずれかが満たされて

いない市場を不完全市場と呼ぶ。ここでは、投資対象資産の一部が自由に取引できない点で

（2）を満たしていないため、不完全市場の一種と考えられる。
*4 Duffie and Rahi [1995] では、セキュリティ・デザインに関する研究分野における 1990 年

代半ばまでの研究の流れが纏められている。
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目した点、また市場にショックが発生した場合の銀行行動について比較静学を用いて分析

した点がある。この際、本研究ではローンの信用リスクを移転する手段として、ローン売

買やクレジットデフォルトスワップなどペイオフが単純な取引を想定している。この点、

原理的には、より複雑なペイオフを持つクレジットデリバティブを利用してポートフォリ

オのリスクプロファイルを柔軟に制御することも考えられ、その場合市場の不完全性を一

段と緩和していくことができるだろう。しかしながら、このような可能性を視野に入れて

も、本研究で得られた含意に本質的な変化は生じないと考えられる*5。

ただし、本研究には課題も残っている。例えば、銀行のポートフォリオ選択問題を扱っ

た先行研究の多くと同様、ローンの需要者である企業の行動についてはモデルに取り入れ

ていないほか、景気変動と銀行のポートフォリオ選択との関係についても、ローンの収益

率等に関して比較静学を行うことにとどまっており、モデルに直接取り入れていない*6。

また、Demange and Guy [1995b]や Rahi [1995]等とは異なり、金融取引に関する情報

の非対称性が銀行の取引インセンティブに与える影響についても考慮していない。さら

に、今次金融危機の発生要因としてローンの組成段階での銀行行動のあり方が大きな論点

となっているが、その点についても本研究では分析の対象としていない。

本稿の構成は以下のとおりである。2節では、銀行が保有するローンポートフォリオの

一部だけが無制限に売買可能な不完全市場を想定し、市場における取引がローンの市場価

格に影響を及ぼさないと仮定したもとでの銀行の最適ポートフォリオを導出する。また、

解析結果を基に数値例に基づく分析を行い、取引市場の発展が、銀行の最適ローンポート

フォリオ構成および投資効率などに与える影響を考察する。次に 3節では、2節のモデル

を拡張し、複数の銀行が取引を行う中でローンの市場価格が需給に応じて変動する場合の

各銀行の最適ポートフォリオおよびローンの均衡価格を解析的に導出する。さらに、解

析結果を基に数値例に基づく分析を行い、2節との相違を考察するほか、市場にショック

が発生した場合を想定した比較静学を行い、信用リスク移転市場の発展の程度によって

ショックの影響がどう異なるか分析する。4節で結論と今後の課題を述べる。

*5 本研究ではローンの信用リスク移転に限定して考察しているが、デリバティブ取引等を利用

した市場リスクの移転についても同様の議論が可能であろう。
*6 銀行理論の立場から、景気変動と銀行のポートフォリオの関係およびクレジットデリバティ

ブがそれに与える影響をモデル化したものとして Heyde and Neyer [2010] がある。また、

実体経済における資源配分の歪みと、貸出市場における資源配分の歪みの関係を実証分析し

たものとして大谷・白塚・山田 [2007] がある。
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2 銀行のローンポートフォリオに関する主体的均衡

本節では、Sharpe [1964]、Lintner [1965]などが導出した CAPMを拡張したモデルを

考察する。すなわち、銀行が保有するローンポートフォリオの一部だけが無制限に売買可

能な不完全市場を想定し、銀行の最適ローンポートフォリオを導出する。なお、本節のモ

デルではある 1つの銀行を考え、その銀行の取引は市場の価格に影響を及ぼさないという

仮定のもとで主体的均衡を分析し、最適ポートフォリオを導出する。

（1） モデルの設定

ある銀行は、m 社の企業のローンから構成されるローンポートフォリオを保有してい

る。企業 i (i = 1, . . . ,m)のローンから生じる収益率を ri (i = 1, . . . ,m)とする。ri は、

以下の平均・分散共分散を持つと仮定する。

E[ri] = µi, cov[ri, rj ] = σij . (1)

各企業に対するローンの保有比率を xi (i = 1, . . . ,m)、無リスク資産の保有比率を xm+1

とする。銀行は、このうち企業 i = 1, . . . , h (h ≤ m) に対するローンの保有比率を、クレ

ジットデリバティブ市場やローン市場などを通じてリバランスすることができ、それ以外

のローンの保有比率は、市場でリバランスできないとする。銀行が保有するポートフォリ

オから生じる収益率 Rは以下のように記述される。ここで、r は無リスク金利である。

R = r⊤
h xh + r⊤

ε xε + rxm+1,

m+1∑
i=1

xi = 1.
(2)

ただし、xh = (x1, . . . , xh)⊤、xε = (xh+1, . . . , xm)⊤、rh = (r1, . . . , rh)⊤、rε =

(rh+1, . . . , rm)⊤ である。(2) 式のうち、r⊤
h xh は市場で取引可能なローンのポート

フォリオから生じる収益率、r⊤
ε xε は市場で取引不可能なローンのポートフォリオから生

じる収益率を表している。すべてのローンが取引可能となった場合、すなわち h = mの

ときは、本稿のモデルは通常の CAPM の議論に帰着する。一方、h < m の場合は、市

場で取引できない資産が 1 つ以上存在するため、市場は不完全となる。この点が通常の

CAPMとは異なる。

また、市場で取引可能なローンの数 hは、市場の発展を表すパラメータと解釈できる。

hの上昇に伴い、市場で取引可能なローンが増える結果、分散投資やヘッジが容易になる

ことを意味する。本稿では、特に hが上昇した場合に市場が発展したと考える。
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（2） 銀行の最適ローンポートフォリオ選択

本節では、前節で示したポートフォリオを保有する銀行について、最適なローンポート

フォリオを考察する。最適ローンポートフォリオを決定するにあたり、銀行が以下の 3つ

のリスク管理方針*7に従う場合を考える

• リターンベンチマーク・ルール（ポートフォリオの期待収益率に下限を与えたうえ
で、保有リスクを最小化）

• セーフティファースト・ルール（ポートフォリオのリスクに上限を与えたうえで、
期待収益率を最大化）

• トレードオフ・ルール（リスク回避度一定の下で、リスク調整後収益率を最大化）

以下、それぞれのリスク管理方針に対応した枠組みを示し、xε, µi, σij (i, j = 1, . . . ,m)

を所与として xh を選択する最適化問題を解く*8。

イ. リターンベンチマーク・ルールに従う場合

銀行は、収益目標の達成を優先した以下の最適化問題の解を最適ローンポートフォリオ

として選択すると考える。

min
xh

var[R − r] = x⊤Σx,

s.t. E[R − r] = (µ − r1)⊤x ≥ RP .
(3)

ここで、RP は銀行が目標とするポートフォリオの期待超過収益率*9（定数）、r は無リス

ク利子率（定数）を表す。このほか、xは各ローンの保有比率、µは各ローンの期待収益

率、Σは各ローンの収益率に関する分散共分散行列を表し、具体的には以下のように表現

*7 各方針の名称は、Schinasi and Smith [2000]を参考にした。
*8 各最適化問題の解の導出については、補論 1を参照。
*9 ポートフォリオの期待収益率から無リスク利子率を控除したもの。
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される。

x =
(

xh

xε

)
, µ − r1 =

(
µh − r1h

µε − r1ε

)
,Σ =

(
Σhh Σhε

Σ⊤
hε Σεε

)
,

Σhh =

 σ11 . . . σ1h

...
. . .

...
σh1 . . . σhh

 ,Σhε =

 σ1h+1 . . . σ1m

...
. . .

...
σhh+1 . . . σhm

 ,

Σεε =

 σh+1h+1 . . . σh+1m

...
. . .

...
σmh+1 . . . σmm

 ,

µh − r1h = (µ1 − r, . . . , µh − r)⊤, µε − r1ε = (µh+1 − r, . . . , µm − r)⊤.

(4)

ここで、添え字 h は取引可能なローンを、添え字 ε は取引不可能なローンをそれぞれ表

す。例えば、取引可能なローンについては、保有比率を xh、期待収益率を µh、投資収益

率の分散共分散行列を Σhh と表す。同様に、取引不可能なローンについては、保有比率

を xε、期待収益率を µε、投資収益率の分散共分散行列をΣεε と表す。さらに、取引可能

なローンと取引不可能なローンの投資収益率の共分散行列を Σhε と表す。また、1h、1ε

はそれぞれ h次元、(m − h)次元の単位ベクトルを表す。

(3) 式は、銀行がポートフォリオの期待超過収益率 E[R − r] に下限 RP を与えたうえ

で、保有リスク var[R − r]を最小化していることを表す。(3)式から得られる最適保有比

率を x̂h = (x̂1, . . . , x̂h)⊤ で表すと、最適性の 1階条件より以下の関係が得られる。

λR(µh − r1h) = Σhhx̂h + Σhεxε. (5)

λR はラグランジュ乗数を表す*10。(5) 式を変形すると、最適解 x̂h は以下の形で得ら

れる。

x̂h = λRΣ−1
hh (µh − r1h) − Σ−1

hhΣhεxε. (6)

また λR は以下の形で与えられる。

λR =
RP −

{
(µε − r1ε)⊤ − (µh − r1h)⊤Σ−1

hhΣhε

}
xε

(µh − r1h)⊤Σ−1
hh (µh − r1h)

. (7)

なお、ここで得られた解の意味や解釈については、本節（3）でまとめて説明する。

*10 不等式制約を持つ最適化問題を解く際には、クーン・タッカー条件を用いて最適解を選択す

る必要があるが、本稿で設定した問題については、相補性条件から不等式制約が等式で成立

することがわかるため、ラグランジュ未定乗数法を用いて最適解を導出している。

6



ロ. セーフティファースト・ルールに従う場合

次に、銀行は、許容できるリスク量を遵守した、以下の最適化問題の解を最適ローン

ポートフォリオとして選択すると考える。

max
xh

E[R − r],

s.t. var[R − r] ≤ σ2
P .

(8)

ここで、σ2
P は銀行の許容リスク量（定数）であり、(8)式は銀行が保有リスク var[R − r]

に上限 σ2
P を与えたうえで、保有ポートフォリオの期待超過収益率 E[R − r]を最大化し

ていることを意味する。最適性の 1階条件より、以下の関係が得られる。

x̂h =
1
λσ

Σ−1
hh (µh − r1h) − Σ−1

hhΣhεxε. (9)

ただし、

λσ =

√
(µh − r1h)⊤Σ−1

hh (µh − r1h)
σ2

P + xε
⊤Σ⊤

hεΣ
−1
hhΣhεxε − x⊤

ε Σεεxε

, (10)

である。

ハ. トレードオフ・ルールに従う場合

最後に、銀行は、リスク調整後収益率の最大化を目指す、以下の最適化問題の解を最適

ローンポートフォリオとして選択すると考える。

max
xh

{E[R − r] − γ

2
var[R − r]}. (11)

ここで、γ は銀行のリスク回避度（定数）であり、(11)式は銀行がリスク回避度を一定と

したうえで、リスク調整後の期待超過収益率を最大化していることを意味する。最適性の

1階条件より、(12)式が得られる。

(µh − r1h) = γΣhhx̂h + γΣhεxε. (12)

(12)式を変形すると、最適解 x̂h は以下の形で得られる。

x̂h =
1
γ
Σ−1

hh (µh − r1h) − Σ−1
hhΣhεxε. (13)
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（3） 最適ポートフォリオの特徴

ここでは、本節（2）で得られた結果のうち通常の CAPMとは異なる点をまとめる。な

お、トレードオフ・ルールに従う銀行（本節（2）ハの場合）を例にとって分析するが、そ

の結果として得られる特徴は、他の銀行行動（本節（2）イ、ロの場合）を仮定しても同様

に成立する。

イ. 市場で取引できないローンが最適ローンポートフォリオに与える影響

最適ローンポートフォリオを表す (13)式は、取引可能なローンのリスク・リターン（第

1項）だけでなく、取引できないローンのリスク・リターンおよび保有比率（第 2項）に

も依存している。特に、銀行の最適ローンポートフォリオが取引できないローンの保有比

率 xε に依存する点は、以下のような特徴として捉えることができる。

ベンチマークとして、取引できないローンを保有していないケースを考える。このと

き、最適ポートフォリオ ĉh = (ĉ1, . . . , ĉh)⊤ は (14)式で与えられる。

ĉh =
1
γ
Σ−1

hh (µh − r1h). (14)

通常の CAPM では、すべての証券が取引可能であると考えるため、これが最適ポート

フォリオとなる。一方、ここでの銀行の最適ポートフォリオ x̂h は、CAPMでの最適ポー

トフォリオから乖離したものとして、

x̂h = ĉh − Σ−1
hhΣhεxε, (15)

と表せる。取引可能なローンが増加する (h → m)ことで両者の差が小さくなり、h = m

で x̂h は ĉh に一致することが理解できる。また Σhε = 0、すなわち取引可能なローンと

取引不可能なローンの投資収益率が無相関である場合、取引可能なローンの最適保有比率

x̂h は通常の CAPM における同比率 ĉh に一致する。不完全市場においては、最適ポー

トフォリオを規定するファクターとして、取引可能なローンと取引不可能なローンに関す

る共分散の性質が重要と考えられる。共分散の性質と最適ポートフォリオの関係について

は、本節（4）イで数値例を用いて再度考察する。

ロ. 分離定理の不成立

通常の CAPMのもとでは、(13)式において h = mが成立している。したがって、各

リスク資産の最適な保有比率は、(16) 式のようにリスク回避度に関わらずただ 1 つに定
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まる。

x̂m =
1
γ
Σ−1

mm(µ − r1) ∝ Σ−1
mm(µ − r1). (16)

ここで、∝は両辺のベクトル成分の比率が等しいことを表す。(16)式 において、リスク

回避度はリスク資産全体と無リスク資産の配分比率、すなわちリスク資産を γ−1 の割合、

無リスク資産を 1 − γ−1 の割合で保有するということにのみ影響し、リスク資産の最適

な構成比 Σ−1
mm(µ − r1) には影響しないという、いわゆる分離定理が成り立つ。このた

め、銀行のリスク回避度がどのような水準であったとしても、無リスク資産との配分比率

を変化させることで最適なポートフォリオを達成できる。しかし、本稿のモデルの場合、

(13)式のようにリスク資産の最適保有比率はリスク回避度に依存する。したがって、リス

ク回避度の水準が異なる場合、単に無リスク資産とリスク資産の配分比率が変わるだけで

なく、リスク資産の構成比率も変わってくる。このため、本節（4）で後述するようにリ

スク回避度の水準次第では、収益対比リスクの高いポートフォリオを選択する可能性もあ

り、この点で通常の CAPMと異なっている。

この状況を直観的に説明したのが図 1 である。完全市場の場合は、図 1(1) のように、

無リスク資産まで含めたポートフォリオの効率的フロンティアは、リスク資産のみからな

る最適ポートフォリオと無リスク資産を結ぶ直線となる。このため、リスク回避度が変わ

ると、リスク資産と無リスク資産の割合は変化するが、選択されるリスク資産の構成比は

不変である。上記の直線の傾きはシャープレシオを意味するが、リスク回避度が変わって

も、同一直線上のポートフォリオが選択されるため、シャープレシオは不変である。

一方、不完全市場の場合は、銀行が取引不可能なリスク資産を保有しており、リスク回

避度を変えた時に、最適なリスク資産の構成比そのものが変化する。このため、図 1(2)の

ように無リスク資産まで含めた効率的フロンティアが曲線となる*11。この際、最適ポート

フォリオと無リスク資産を結ぶ直線の傾きがシャープレシオに対応するが、リスク回避度

が変わると、最適ポートフォリオが曲線上を動くことで直線の傾きが変わるため、シャー

プレシオが変化することが確認される。このようなメカニズムが働く結果、ハで述べると

おり、不完全市場ではシャープレシオの値がリスク回避度に依存する。

*11 無リスク資産を含む効率的フロンティアは、取引不可能なリスク資産の数が多いほど曲線の

曲率が大きい。この点は、補論 2(3)における図 A-1 および図 A-2を参照。
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図 1 分離定理が成立しないことの直観的説明

(1) 完全市場の場合

r

リスク資産のみからなる

効率的フロンティア

無リスク資産まで含めた

効率的フロンティア

リスク回避度大 リスク回避度小

リスク回避度が変化しても、最適ポートフォリオは

傾きが同じ直線上にのる＝シャープレシオが不変

リターン

リスク
(2) 不完全市場の場合

r

リスク資産のみからなる

効率的フロンティア
無リスク資産まで含めた

効率的フロンティア

リスク回避度大 リスク回避度小

最適ポートフォリオは傾きが同じ直線上

にはない＝シャープレシオは変化する

リターン

リスクリスク
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ハ. 最適ポートフォリオにおけるシャープレシオのリスク回避度への依存性

ロで述べたように、通常の CAPMのもとでは、リスク資産の最適保有比率はリスク回

避度に関わらずただ 1つに定まり、最適ポートフォリオのシャープレシオもリスク回避度

に依存しない。しかし、本稿のモデルでは、図 1(2)で示されたように、リスク回避度に

応じてシャープレシオが変化する。これを確認するためにシャープレシオを計算すると、

(17)式のようになる。

E[R−r]√
var[R−r]

=
1
γ (µh−r1h)⊤Σ

−1
hh (µh−r1h)+{(µε−r1ε)⊤−(µh−r1h)⊤Σ

−1
hhΣhε}xε

q

1
γ2 (µh−r1h)⊤Σ

−1
hh (µh−r1h)+x⊤

ε (Σεε−Σhε
⊤Σ

−1
hhΣhε)xε

. (17)

(17) 式式の右辺は一般に γ に依存している。ただし、すべてのリスク資産が取引可能

（h = m）な場合は、右辺が
√

(µ−r1)⊤Σ−1
mm(µ−r1) となり、γ に依存しないことがわかる。

これは通常の CAPMに相当する。

完全市場では、銀行のリスク回避度がどのような水準であったとしても、また、どのよ

うな収益目標や許容リスク量を設定していたとしても、最適化されたポートフォリオの

シャープレシオは同じとなる。この点で、シャープレシオは、投資効率を評価する指標と

して特別な意味を持つ。一方、不完全市場においては、上述のように投資目標等の設定次

第でポートフォリオのシャープレシオが異なるため、シャープレシオは投資効率を図る数

ある指標の 1つに過ぎなくなる。不完全市場での投資効率を考える際には、このような完

全市場との違いに注意する必要がある。

（4） 数値例に基づく分析

ここでは、（2）で得られた結果を用いて、数値例に基づく分析を行う。銀行は初期状態

で 3種類のローンを保有しているとする。また、状態 h = 1でローン 1、h = 2でローン

1と 2、h = 3ですべてのローンが市場で取引可能とする。さらに、銀行は無リスク金利

で借入れを行うことができるとする。数値分析の基準となるパラメータは以下のように与

える。

• ローンの期待収益率：µi = 0.03 (i = 1, 2, 3)

• ローンの収益率のボラティリティ：σi = 0.2 (i = 1, 2, 3)

• ローンの収益率の相関：ρij = 0.2 (i, j = 1, 2, 3, i ̸= j)

• 初期状態での各ローンの保有比率：(x1, x2, x3) = (0.6, 0.3, 0.1)

• 無リスク金利：r = 0.01
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上記のパラメータは、以下のような状況を想定して設定したものである。銀行は 3種類

のローンを保有しているが、すべてのローンのリスク・リターン特性が同質であるため、

仮にすべてのローンが市場で取引可能であった場合、すべてのローンを同じ割合だけ保有

する戦略がリスク分散の点で最適となる。しかし、営業地盤に関する地理的な制約やメイ

ンバンク制などの要因*12により、銀行はローンの保有比率を自由にコントロールできな

い状況となりうる。そのため、市場の発展途中では必ずしも最適とはいえないローンポー

トフォリオを保有しうる。

図 2は、基準となるパラメータのもとで、銀行の最適ローンポートフォリオの保有比率

およびシャープレシオが市場の状態に応じてどう変化するかを示したものである。この

例では、銀行はセーフティファースト・ルールに従っていると仮定し、銀行が目標とする

ポートフォリオの許容リスク量 σ2
P を 0.02 と設定した。

各グラフの横軸は取引可能なローンの数を示しており、取引できるローンを 1 つずつ

増やしていくことで、信用リスク移転市場の発展が銀行の最適ローンポートフォリオに与

える影響を観察している。まず図 2(1)をみると、信用リスク移転市場が発達するととも

に、銀行のポートフォリオ構成は徐々に最適な構成、すなわち、この例では、3つのロー

ンを同じ割合で保有する構成に近づいていく。この際、図 2(2) のようにシャープレシオ

は緩やかに上昇し、市場の発展は銀行の投資効率にプラスの効果を与えていることがわか

る*13。

次に、ここでは 2つのケースを想定して比較静学を行う。すなわち、1つめはローン市

場の性質、具体的には各ローン間の相関係数を変化させた場合に、銀行の最適ローンポー

トフォリオおよび投資効率がどのように変化するのか観察する。2 つめは、銀行の性質

（目標収益、許容リスク量、リスク回避度）を変化させた場合に、銀行の最適ポートフォ

リオおよびシャープレシオがどのように変化するのかを観察する。

*12 例えば、（1）銀行の営業地盤に存在する企業の業種が偏っているため、最適な分散投資が達

成できない場合、（2）メインバンクとなっている企業に対して、当該企業とのリレーション

シップを優先することにより、銀行の最適ポートフォリオだけでは貸出量を決められない場

合などが考えられる。
*13 本稿で取り上げた 3つのリスク管理方針のうち、任意のリスク管理方針に従う銀行において、

h = mにおける銀行の最適ポートフォリオのシャープレシオが、初期状態や市場の発展途中

の状態（h < m）のシャープレシオを必ず上回ることは解析的に証明することができる。特

に、リターンベンチマーク・ルールおよびセーフティファースト・ルールに従う銀行の最適

ポートフォリオのシャープレシオは、市場の発展に伴って単調増加することが解析的に証明

される。一方、トレードオフ・ルールの場合は、図 7(4)で示されるように市場の発展途中で

は必ずしも単調増加とはならないケースがみられる（詳細は補論 2を参照）。

12



図 2 基準となるパラメータを用いた数値例

(1) 各ローンの保有比率

0.5 

1.0 

1.5 

-0.5 

0.0 

初期状態 1 2 3

ローン3 ローン2 ローン1 無リスク

(2) シャープレシオ

0.13 

0.14 

0.15 

0.10 

0.11 

0.12 

初期状態 1 2 3

備考　 1）両図とも、横軸は取引可能なローンの数を表す。左端はすべてのローンが取引不可能な

　　　　　初期状態、右端はすべてのローンが取引可能な完全市場の場合に相当する。

　　　 2）（1）の縦軸は、各ローンおよび無リスク資産の保有比率を示している。棒グラフが 0を

　　　　　示す線より上に出ている場合は当該資産をロング、下に出ている場合はショートしてい

　　　　　ることを意味する。以降保有比率を示す図においては同様。

　　　 3）（2）の縦軸はシャープレシオの値を表す。以降シャープレシオを示す図においては同様。

イ. 市場の性質による比較

本節（3）の (15)式において、銀行の最適ローンポートフォリオを特徴づける要素とし

て、取引可能なローンと取引不可能なローンの相関が重要であることを指摘した。そこ

で、ここではローン間の相関係数を変化させた場合の最適ローンポートフォリオおよび

シャープレシオの変化を観察する。銀行のタイプとしては、セーフティファースト・ルー

ルに従うリスク管理を行う銀行（本節（2）ロの場合）を例にとる。銀行が許容するリス

ク量の上限 σ2
P は 0.02とする。

図 3は、ローン間の相関係数を変化させた場合、具体的には ρij = −0.4, 0.0, 0.9 (i, j =

1, 2, 3, i ̸= j) とした場合*14の、市場の発展に伴うシャープレシオの変化を示している。

これは次のような状況を想定した設定である。まず、相関が −0.4の場合はローンが互い

に逆相関の関係にあるため、互いにヘッジや分散効果が働きやすいローン市場を想定して

いる。一方、相関が 0.9の場合は、互いに同じ動きをする同質なローン市場を意味するた

*14 各成分が同一のファクター ρ (−1 ≤ ρ ≤ 1)の相関行列について、行列が正定値となる ρの

範囲が −0.5 < ρ < 1であることが解析的に示される。ここでは、正相関と負相関の違いが

最適ポートフォリオに与える影響をより明確にするため、−0.5 < ρ < 1 の中で相関の上下

幅が比較的大きい ρij = −0.4および ρij = 0.9を採用した。
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め、ヘッジや分散効果が働きにくい状況を想定している。こうした状況を踏まえて図 3を

みると、相関係数が小さいほどシャープレシオが相対的に高くなっており、この効果は市

場が発達するほど大きくなっていることが確認される。これは、互いに相関が負のローン

を最適な量だけ保有することでヘッジ効果や分散投資効果が働くことによるものである。

この際の最適ポートフォリオの保有比率をみたものが図 4 である。ここでは、ρij =

−0.4の場合と ρij = 0.9の場合の最適ポートフォリオをぞれぞれ図 4(1)と図 4(2)で比較

している。これをみると、ρij = −0.4の方が無リスク金利での借入れを増やし、バランス

シートを拡大させていることがわかる*15。これは、互いに負の相関を持つローンが取引

可能となることで、より大きな分散投資効果が生まれ、金融機関の貸出余力が増加したた

めである。このような状況では、貸出先の企業に対しても、資金調達の機会拡大などのプ

ラスの効果が及んでいると考えられる。また、銀行行動に関する含意としては、取引不可

能なローンの収益率と負の相関を持つ金融商品を作り出してポートフォリオに組み込むイ

ンセンティブが高まる可能性が考えられる。

図 3 異なる相関係数でのシャープレシオ
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0.25 
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0.40 

0.45 
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0.10 

0.15 

0.20 

初期状態 1 2 3

ρ=-0.4 ρ=0.0 ρ=0.9

*15 本稿では銀行の資産サイドに注目してその資産配分を考えているが、バランスシートが拡大

する状況を考える際には資産・負債の両サイドの動きを考えると理解しやすい。すなわち、

初期状態では負債サイドはすべて自己資本で調達していると考え、バランスシートが拡大

した際には、その分だけ負債サイドに無リスク金利による借入れが加わり、レバレッジの掛

かった状態になると解釈できる。
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図 4 異なる相関係数での最適ポートフォリオの保有比率

(1) ρij = −0.4の場合
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(2) ρij = 0.9の場合
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ロ. 銀行のリスク管理方針による比較

ここでは、銀行の性質にさまざまな変化を与えることにより、銀行の性質による最適

ローンポートフォリオの違いを分析する。

（イ）リターンベンチマーク・ルールに従う銀行の場合

まず、本節（2）イで導出した、リターンベンチマーク・ルールに従う銀行について考察

を行う。図 5は、銀行の収益目標を期待超過収益率表示で RP = 0.01、0.02、0.03 とした

場合の計算結果である。どのローンも取引できない初期状態におけるポートフォリオの収

益目標は 0.02に設定されている。図 5(4)をみると、まず収益目標を 0.02のまま変更し

なかった場合、市場の発展に伴い銀行のシャープレシオは改善を続けるものの、収益目標

を 0.01と低くした場合と比較して、その改善度合いは緩やかになっていることがわかる。

また、この時のシャープレシオの水準は、収益目標を 0.01とした場合よりも低い。収益

目標を 0.03と高く設定した場合、市場の発展途中においては、銀行のシャープレシオは

収益目標を 0.01、0.02とした場合よりもさらに低い。この際、図 5(3)をみると、銀行は

無リスク金利で借入れを行い、バランスシートを拡大させていることがわかる。こうした

結果は、銀行の収益目標の設定次第では、シャープレシオが低めの投資案件にレバレッジ

を掛けて投資を行う可能性があることを示唆している。これは前述したように、不完全な

市場については分離定理が成立しないことに起因している。

（ロ）セーフティファースト・ルールに従う銀行の場合

図 6 は、本節（2）ロの銀行の許容リスク量を変化させた場合、具体的には σ2
P = 0.01、

0.03、0.05とした場合の計算結果である。得られた結果の定性的な含意は、上記（イ）と
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ほぼ同様である。

（ハ）トレードオフ・ルールに従う銀行の場合

図 7 は、本節（2）ハの銀行のリスク回避度を変化させた場合、具体的には γ = 0.8、

1.0、1.2とした場合の計算結果である。この場合、イ、ロと異なる点として、市場の発展

に伴い最適ポートフォリオのシャープレシオが低下するケースが存在する点が挙げられ

る。例えば、図 7(4)において γ = 1.2のケースをみると、状態 1から状態 2に変化する

際に、最適ポートフォリオのシャープレシオがわずかながらも低下している。この現象

も、不完全市場において分離定理が成立しないことに起因する。詳細な議論は補論 2(3)

で行っている。

このように不完全市場においては、銀行がトレードオフ・ルールに従う時、目的関数は

最適化される一方で、シャープレシオは市場の発展に伴って低下することがある。一方、

銀行がリターンベンチマーク・ルールやセーフティファースト・ルールに従う時は、補論

2（2）に示すように、銀行が目的関数を最適化することで、市場の発展に伴ってシャープ

レシオは必ず増加する。この結果は、不完全市場における効用最大化と投資効率の関係を

考えるうえで興味深い。
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図 5 収益目標による最適ポートフォリオの違い

(1) 低収益目標（RP = 0.01）におけ
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(2) 中収益目標（RP = 0.02）におけ
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(3) 高収益目標（RP = 0.03）におけ

る各ローンの保有比率
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図 6 許容リスク量による最適ポートフォリオの違い

(1) 低リスク（σ2
P = 0.01）における各
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(2) 中リスク（σ2
P = 0.03）における各

ローンの保有比率
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図 6は次ページに続く
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図 6（続き）

(3) 高リスク（σ2
P = 0.05）における各

ローンの保有比率
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図 7 リスク回避度による最適ポートフォリオの違い

(1) 高リスク回避度（γ = 1.2）におけ

る各ローンの保有比率
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(2) 中リスク回避度（γ = 1.0）におけ
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3 信用リスク移転市場における均衡の分析

2節のモデルは、ある 1つの銀行の最適ローンポートフォリオを考察しており、その銀

行の取引は、市場の価格に影響を及ぼさないことを仮定していた。本節では、2節で議論

したモデルを拡張する。具体的には、複数の銀行が存在する中で、銀行が互いにローンを

売買することによって各自のポートフォリオを最適化するリスクの移転市場を考え、この

市場で需給が一致するような均衡価格を導出する（市場均衡）*16。そのうえで、信用リス

ク移転機能の発展に伴う銀行の最適ローンポートフォリオの変化および投資効率の変化

を、数値例により分析する。ただし、ここでは各銀行が保有するローンの量は外生的に与

えられているとし、企業の資金需要の変化などは考慮しない。簡単化のため*17、本節で

はトレードオフ・ルールに従う銀行についてのみ分析を行う。

（1） モデルの設定

本節では、銀行が N 行存在すると仮定する。初期状態における銀行 I (I = 1, . . . , N)

の保有ポートフォリオ x̄I および価格調整後の市場均衡下での各銀行 I の最適ポートフォ

リオ x̃I を以下のようにおく。

x̄I =
(

x̄I
h

x̄I
ε

)
, x̄I

h = (x̄I
1, . . . , x̄

I
h)⊤, x̄I

ε = (x̄I
h+1, . . . , x̄

I
m)⊤,

x̃I =
(

x̃I
h

x̄I
ε

)
, x̃I

h = (x̃I
1, . . . , x̃

I
h)⊤.

(18)

2節のモデルと同様、各銀行はそれぞれ m社の企業のローンから構成されるローンポー

トフォリオを保有しており、そのうち h個のローンの保有比率については、市場を通じて

リバランスできるとする。ただし、2節のモデルとは異なり、各銀行のローンに対する需

要量*18と市場に存在するローンの総額が等しくなるように取引価格が変化する。これら

*16 このような市場均衡分析は、古くは Bühlmann [1980]にさかのぼる。また、1節で述べたと

おり、セキュリティ・デザインの分野においてもリスク移転市場に関する研究が数多くなさ

れており、本節と同様の議論も行われている。詳細は Duffie and Rahi [1995]の 3節等を参

照。さらに、最近では、こうした考え方をデリバティブの価格付け等へ応用したものとして

Wang [2005]や Kijima [2006]などがある。
*17 補論 1 で後述するが、銀行がリターンベンチマーク・ルールおよびセーフティファースト・

ルールに従う場合、均衡価格が満たす関係式が非線形ベクトル方程式となる。したがって、

均衡価格および最適ポートフォリオを求めるには数値計算が必要となる。
*18 本節はローンの売買市場を考えているため、ここでの「需要」とは、銀行が市場から購入を

希望するローンの量を意味している。また、「供給」とは銀行が市場へ売却を希望するローン
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の条件を基に、以下では市場均衡での最適ローンポートフォリオおよびローンの均衡価格

を導出する。

（2） 銀行の最適ローンポートフォリオ選択およびローンの均衡価格

市場均衡下における各銀行 I の最適ポートフォリオ x̃I
h およびローンの均衡価格*19µ̃h

を、以下の 2つの条件を満たすように定める。

1. 各銀行は、個々の最適ポートフォリオを選択する。

max
{x̃I

h}

{
(µ̃ − r1)⊤x̃I − γI

2
(x̃I)⊤Σ x̃I

}
. (19)

ここで、µ̃ − r1 =

(
µ̃h − r1h

µε − r1ε

)
、µ̃h − r1h = (µ̃1 − r, . . . , µ̃h − r)⊤ は市場均

衡下でのローンの超過収益率を表す。主体的均衡の場合と異なり、µ̃h も未知変数

として、市場の需給が一致するように決定する。

2. 市場全体のローンの需給が一致する（市場の清算条件）。

N∑
I=1

ωI x̄
I
h =

N∑
I=1

ωI x̃
I
h. (20)

ここで、ωI は銀行 I の保有資産総額である。(20)式の左辺は初期状態において市

場に存在するローンの総量を表し、右辺は価格調整後に銀行が需要するローンの総

量を表している。これらが等しくなるように均衡価格 µ̃h が決定される。

以上の条件式から、最適ポートフォリオと均衡価格を導出する。まず、(19)式は 2節（2）

ハの最適化問題と同じ形であるため、x̃I
h は以下のように導出できる。

x̃I
h =

1
γI

Σ−1
hh (µ̃h − r1h) − Σ−1

hhΣhεx̄
I
ε. (21)

さらに、(21)式を (20)式に代入すると、以下の関係式が得られる。

N∑
I=1

ωI x̄
I
h =

(
N∑

I=1

ωI

γI

)
Σ−1

hh (µ̃h − r1h) − Σ−1
hhΣhε

(
N∑

I=1

ωI x̄
I
ε

)
. (22)

の量を意味する。
*19 正確には、—̃h は均衡価格そのものではなく、均衡価格を利回り表示したものである。すなわ

ち、当該ローンに対して市場が要求する期待収益率である。
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ここで、γ =
(∑N

I=1(ωI/γI)
)−1

、x̄h =
∑N

I=1 ωI x̄
I
h、x̄ε =

∑N
I=1 ωI x̄

I
ε として (22)式

を整理すると、µ̃h は (23)式のように導出される。

µ̃h − r1h = γ (Σhhx̄h + Σhεx̄ε) . (23)

(21)、(23)式からわかるように、市場均衡下での各銀行の最適ポートフォリオおよび均衡

価格は、初期状態において市場に存在するローンの総額 x̄h、x̄ε に依存して決定される。

これは、銀行の最適ポートフォリオに組み入れられるローンの総額が市場に存在するロー

ンの総額に一致するように価格が調整されているためである。

ここで、均衡価格の意味を考えるために、価格が調整される前の最適ポートフォリオと

期待収益率の関係式

µh − r1h = γ (Σhhx̂h + Σhεx̄ε) , (24)

と (23) 式を比較する。(24) 式の導出は 2 節における最適ポートフォリオの場合と同様

である。(23)式では、前述のように、市場に存在するローン総額 (x̄h, x̄ε)を所与として

ローンの期待収益率 µ̃h が調整されている。一方、(24)式では、価格が調整される前の期

待収益率 µh を所与として x̂h が調整される形で最適ポートフォリオが選択されている。

(23)式と (24)式の差をとることにより、均衡価格は (25)式のように表現することができ

る*20。

(µ̃h − r1h) = (µh − r1h) + γΣhh(x̄h − x̂h). (25)

(25)式左辺は市場の均衡価格、すなわち市場で要求されている超過収益率を表す。右辺第

1項は価格が調整される前の超過収益率を表し、第 2項は需給の差 x̄h − x̂h によるリス

クプレミアムを表している*21。この式から、均衡価格（厳密には均衡収益率）は市場の

ローンの供給額が各銀行のローンの需要量と等しいとき、すなわち x̄h = x̂h のときに実

際の期待収益率と一致し、それ以外の場合には需給に合わせて均衡価格が変化することが

わかる。

*20 (25)式は、プライシング・カーネルを用いて表現することも可能である。詳細は補論 3で述

べる。
*21 ここでは —h を価格調整前の期待収益率、—̃h を価格調整後の期待収益率と解釈しているが、

ファイナンス理論の観点からみれば、—h は元々観測されていた実測度における期待収益率

である一方、—̃h はリスク中立測度下での期待収益率である。したがって、この 2 つの収益

率の差はリスクプレミアムを意味する。
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（3） 数値例に基づく分析

ここでは、（2）節で得られた結果を用いて、数値例に基づく分析を行う。設定としては、

2つの銀行が存在し、各々 3種類のローンを保有しているとする。また、2節（4）と同様

に、状態 h = 1でローン 1、h = 2でローン 1と 2、h = 3ですべてのローンが取引可能

になるとする。数値例の基準となるパラメータ（ベンチマーク）は以下のように与える。

なお、これらのパラメータ設定は、各ローンに対する本節（2）の均衡条件を満たしてい

る。*22。

• ローンの期待収益率：µi = 0.03 (i = 1, 2, 3)

• ローンの収益率のボラティリティ：σi = 0.2 (i = 1, 2, 3)

• ローンの収益率の相関：ρij = 0.2 (i, j = 1, 2, 3, i ̸= j)

• 初期状態での各ローンの保有比率：
(x1

1, x1
2, x1

3) = (0.6, 0.4, 0.1), (x2
1, x2

2, x2
3) = (0.055, 0.255, 0.555)

• 各銀行のリスク回避度：γ1 = 1.0, γ2 = 1.2

• 無リスク金利：r = 0.01

• 初期状態での各銀行の保有資産総額：ω1 = ω2 = 1.0

以下では、2つのケースを想定して数値分析を行う。1つめのケースは市場の需給が一致

しているケースであり、2つめのケースは、市場の需給が一致しなくなるケースである。

イ. 市場の需給が一致している場合

市場の需給が一致している場合、(25)式より、µ̃h = µh となることがわかる。すなわ

ち、この場合は 2節のモデルに帰着する。したがって、2節（4）で得られた結果が本節

のモデルでも成立する。

基準となるパラメータを用いた数値例を図 8に示す。2節のモデルの場合と同様、銀行

のシャープレシオは市場の発展に伴って概ね上昇傾向にあり、市場の発展は銀行の投資効

率にプラスの効果を与えていることがわかる。

*22 銀行 1の初期保有比率を定めた後、市場の需給が一致するように銀行 2の初期保有比率を定

めた。また、銀行 2の保有比率は小数第 4位を四捨五入して表示している。
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図 8 基準となるパラメータを用いた数値例

(1) 銀行 1 における各ローンの最適保
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ロ. ショックにより市場の需給が崩れる場合

イでは、需給が一致している場合を考えたが、ここでは市場にショックが加わったこと

により需給が崩れた場合を考える。具体的には（イ）ローンの期待収益率に下方ショッ

ク*23を与えた場合、（ロ）銀行 1のリスク回避度 γ1 を低下させた場合、（ハ）銀行 1のリ

スク回避度 γ1 を上昇させた場合に、銀行の最適ポートフォリオおよびシャープレシオが

どのように変化するのかを観察する。この際、2 節や本節（3）イと同様、市場の発展が

銀行の投資効率にプラスの効果を与える一方で、ローンの市場価格が変動することによる

効果が新たに生まれる。ここでは、そのような価格変動の効果まで考慮した分析を行って

いる。

*23 Schinasi and Smith [2000]ではキャピタル・ショックと呼ばれている。
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（イ）ローンの期待収益率を低下させた場合

ローンの期待収益率を基準設定から低下させた場合、具体的には µi (i = 1, 2, 3)を 0.03

から 0.025に引き下げた状況を考える。これは、景気の悪化などにより、すべてのローン

に共通してマイナスの効果が発生したケースを想定したものである。この場合の市場の状

態および銀行の投資効率の変化を示したのが図 9 である。図 9(1) で示すように、まず、

µi が低下したことにより、銀行がリスク資産に投資する魅力が低下するため、市場全体と

しては各ローンが供給超過となる*24。図 9(2)は、一例としてローン 1の超過収益率の変

化を示したものであるが、図 9(1) で示した需給のギャップを修正するために、ローン 1

が市場で取引可能となる状態 1以降において、市場がローン 1に対して要求するリスクプ

レミアムが上昇（ローンの市場価格が下落）していることがわかる。なお、ここでは図示

していないが、ローン 2のリスクプレミアムは状態 2と 3で、ローン 3のリスクプレミ

アムは状態 3で上昇する。このようなリスクプレミアムの変動は、（ロ）および（ハ）の

場合でも同様にみられる。

こうした状況をシャープレシオの観点から確認したものが図 9(3)と図 9(4)である。ま

ず、図中の各項目を説明すると、「ベンチマーク」は、基準となるパラメータを用いて計算

した場合のシャープレシオである。「ショック時」は、ショックに対応してパラメータを

変更した際の各銀行の最適ポートフォリオに対するシャープレシオであるが、ローンの時

価変化に伴う収益率の変化は考慮していない場合のシャープレシオを示している。一方、

「ショック時・時価評価」は、「ショック時」と同じ最適ポートフォリオについて、市場で

取引が可能なローンのみ時価変化に伴う収益率への影響を勘案した場合のシャープレシオ

であり、「ショック時・公正価値評価」は、「ショック時」と同じ最適ポートフォリオにつ

いて、市場の状態に関わらず、すべてのローンに対して公正価値の変化の影響を勘案した

場合のシャープレシオである。これらは次の（ロ）および（ハ）でも同様である。

図 9(3)～(4)をみると、矢印 1で示されるように、シャープレシオは、ローンの期待収

益率に対する下方ショックにより、「ベンチマーク」から「ショック時」の水準へとパラ

レルに低下していることがわかる。仮に市場取引が可能なローンに対してのみ時価会計が

適用されるとすると、図 9(3)～(4)の矢印 2で示されるとおり、先ほどの低下分に加え、

時価会計に伴うキャピタル・ロスの発生を反映して、シャープレシオは「ショック時・時

価評価」の水準となる。一方、市場取引の可否に関わらずすべてのローンが公正価値で評

*24 この例ではすべてのローンが供給超過となっているが、一部のローンの期待収益率のみを引

き下げる（具体的には、µ2 のみを 0.03から 0.02に下げる）と、需要超過のローンと供給超

過のローンが混在する。この場合、ローンの市場価格はショックが発生したローンのみ下落

し、その他のローンは不変となる（補論 4(1)を参照）。
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価されているとすると、シャープレシオは「ショック時・公正価値評価」の水準となる。

このように、どの基準でみるかによって投資効率についての解釈は異なるが、以下では、

いずれの状態においても全ローンの価値変動を勘案可能な「公正価値評価」の視点から

シャープレシオの動きを分析する。

図 9 ローンの期待収益率を低下させた場合

(1) ショックに伴う各ローンの需給バ
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備考　 1）（1）の縦軸は、各ローンの供給量と需要量との差を表す。棒グラフが 0を示す線より上

　　　　　に出ている場合は供給超過の状態、下に出ている場合は需要超過の状態を表す。

　　　 2）（2）の縦軸は、ローンの超過収益率を表す。2つのグラフの差は、市場の需給が崩れたこ

　　　　　とによるリスクプレミアムの変化を表している。

　　　 3）（3）、（4）の「ベンチマーク」は、基準となるパラメータで計算した場合、「ショック時」

　　　　　は、ショックに対応したパラメータを変更した際の最適ポートフォリオにおいて時価評

　　　　　価を全く行わなかった場合、「ショック時・時価評価」は「ショック時」と同じポ－トフ

　　　　　ォリオについて市場で取引可能な資産のみ時価評価を行った場合、「ショック時・公正価

　　　　　値評価」は同ポートフォリオについて、市場取引の可否に関わらずすべてのローンを公

　　　　　正価値評価した場合の値である。

　　　 4）図 10、図 11についても、上記の備考のとおり。
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（ロ）銀行 1のリスク回避度を低下させた場合

ここでは、銀行 1のリスク回避度を基準設定から低下させた場合、具体的には γ1 を 1.0

から 0.5に引き下げた状況を考える。これは、例えば好景気が長期間続いたために、リス

ク資産を好む銀行が登場したような状況を想定したものである。この場合の市場の状態お

よび銀行の投資効率の変化を示したのが図 10である。まず図 10(1)をみると、γ1 が低下

したことにより、銀行 1にはリスク資産をより多く保有するインセンティブが働くため、

ローンの取引市場において各ローンが需要超過となる。したがって、ローンの取引市場が

各ローンに対して要求するリスクプレミアムが低下する*25。図 10(2) では、一例として

ローン 1の超過収益率の変化を示しているが、ローン 1が取引可能となる状態 1以降で、

リスクプレミアムが低下（ローンの市場価格が上昇）していることがわかる。

次に、それぞれの状態ごとにシャープレシオの変化をみると、図 10(3) ～(4)で示すよ

うに、状態 1および状態 2では、「ショック時」の水準は「ベンチマーク」よりわずかに低

いものの、「ショック時・公正価値評価」の水準は「ベンチマーク」より高いことがわか

る。「ベンチマーク」から「ショック時」へのシャープレシオの変化は、ポートフォリオの

リバランスのみから生じたリスク移転の効果である。一方、「ショック時」から「ショッ

ク時・公正価値評価」へのシャープレシオの変化は、すべてのローンを公正価値評価する

ことによる効果であり、前者と後者の和が、ローン価格の変化が最適ポートフォリオの投

資効率に対して与えるトータルの効果となる。

このように考えたもとで、状態 1、状態 2および状態 3を比較し、市場が発達したとき

の効果をみると、状態 1 および状態 2 では、各銀行が異質なローンポートフォリオを保

有しているため、銀行間でローンの売買が成立し、各ローンを公正価値評価することによ

る効果の一部が、リスク移転による効果によって相殺されている。一方、完全市場の場合

（状態 3）は、分離定理により銀行が保有するローンポートフォリオの構成比率がすべて同

一であり、各銀行間でローンの売買が成立しないため、リスク移転による効果が全く生じ

ない。そのため、各ローンの価格変動による効果が、そのまま銀行の投資効率の変化とし

て現れる。

（ハ）銀行 1のリスク回避度を上昇させた場合

（ロ）と逆に、銀行 1のリスク回避度を基準設定から上昇させた場合、具体的には γ1

を 1.0から 1.4に引き上げた状況を考える。これは、例えば自己資本の毀損などにより、

*25 すべてのローンのリスクプレミアムが低下する点は、ローンの期待収益率や分散共分散行列

の構造に関わらず解析的に示すことができる（補論 4(2)を参照）。
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図 10 銀行 1のリスク回避度が低下した場合
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リスク資産の保有を避ける銀行が登場したような状況を想定したものである。この場合の

市場および銀行の変化を示したのが図 11である。まず図 11(1)をみると、γ1 が上昇した

ことにより、銀行 1がリスク資産を保有するインセンティブは低下するため、市場におい

て各ローンが供給超過となる。したがって、市場が各ローンに対して要求するリスクプレ

ミアムが上昇する*26。図 11(2)では、一例としてローン 1の超過収益率の変化を示して

いるが、ローン 1 が取引可能となる状態 1 以降で、ローン 1 のリスクプレミアムが上昇

（ローンの市場価格が低下）していることがわかる。また図 11(4)をみると、γ1 の上昇に

よって、銀行 1だけでなく銀行 2のシャープレシオもベンチマーク対比で低下している。

銀行 2については、自身のリスク回避度 γ2 に全く変化がないにも関わらず、銀行 1のリ

スク回避度上昇を受けたローンポートフォリオの公正価値の低下の影響を受けていること

がわかる*27。こうした考察をもとに、（イ）の場合と同様に市場が発達したもとでシャー

プレシオの変化をみると、図 11(3)、図 11(4)で示すように、状態 1および状態 2 では、

「ショック時」の水準は「ベンチマーク」よりもわずかに高いが、「ショック時・公正価値

評価」の水準は「ベンチマーク」よりも低い。これは（ロ）と同様、状態 1 および状態 2

では各銀行が異質なローンポートフォリオを保有しているため、銀行間でローンの売買が

成立し、各ローンを公正価値評価することによる効果の一部が、リスク移転による効果

によって相殺されることを意味している。一方、完全市場の場合（状態 3）は、銀行間で

ローンの売買が成立しないため、各ローンを公正価値評価することによる効果が、そのま

ま銀行の投資効率の変化として現れる。

このように、需給バランスが崩れたことによるローンの市場価格の変化を考慮した場

合、各銀行が保有するローンポートフォリオが異質なものであるほど、銀行が互いにロー

ンを売買する余地が大きいため、ショックに伴う各銀行の投資効率の変動は緩やかなもの

となる。特に、ある銀行のリスク回避度が上昇した場合には、各銀行が異質なローンポー

トフォリオを保有することで、投資効率の低下が緩和される。この結果は、市場における

銀行間の相互作用と資産価格変動との関係を考える上で示唆に富むものと思われる。

*26 すべてのローンのリスクプレミアムが上昇する点も、脚注 21と同様の方法で解析的に示すこ

とができる。
*27 ここでの問題設定とはやや異なるが、ある銀行におけるイベントが他の銀行に影響を及ぼす

という分析は、例えば Allen and Carletti [2006]でも行われている。同論文では、ある金融

機関がデフォルトし資産価格に下方ショックが発生することで、他の金融機関のデフォルト

を誘発することを数値例を用いて示している。
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図 11 銀行 1のリスク回避度が上昇した場合
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4 おわりに

本稿では、銀行が保有するローンポートフォリオを分析対象とし、ローンの一部だけが

取引可能な不完全市場を想定して、最適ポートフォリオおよび均衡価格を導出した。

まず、ある 1つの銀行を想定し、その銀行の市場取引がローンの市場価格に影響しない

ことを想定した主体的均衡での最適ポートフォリオを解析的に導出した。解析解を用いた

数値分析の結果、市場の発展に伴い、銀行のシャープレシオは基本的には上昇していくこ

とを確認した。この結果は、クレジットデリバティブや証券化手法が発達することが、基

本的には銀行の投資効率を高める効果をもたらすことを意味する。また、市場の発展途中

では、完全市場の場合と異なり、銀行の目標収益や許容リスク量あるいはリスク回避度の

水準次第で、シャープレシオが異なりうることも確認された。さらに、銀行がトレードオ

フ・ルールに従う場合には、市場の発展に伴いその目的関数の値は単調増加するものの、

リターンベンチマーク・ルールやセーフティファースト・ルールの場合と異なり、シャー

プレシオは一時的に低下しうることも示された。

次に、複数の銀行がローン売買市場で取引を行うことを考え、各銀行のポートフォリオ

最適化を反映した市場の需給が価格に影響することを想定した市場均衡モデルへの拡張を

行った。その結果、ローン市場の需給が一致する場合は、市場で要求されるローンの超過

収益率が主体的均衡で設定したものと一致し、主体的均衡と同じ結論が得られることを示

した。一方、何らかの理由によりローン市場の需給が一致しないケース、例えば、ある銀

行の自己資本が毀損しリスク回避度が上昇した場合には、市場の均衡価格の変動を通じて

他の銀行を含む市場全体で公正価値が低下することを示した。この際、この公正価値の変

化は、市場が発達した完全市場において大きい。これは、完全市場においては、各銀行が

互いに同一のポートフォリオを保有しているため、互いにリスクを移転することでショッ

クを吸収することができず、すべてが公正価値の低下として現れるためである。

以上で得られた結果をもとに、デリバティブ市場や証券化市場の発展の効果を考察する

と以下のようになる。まず、デリバティブ市場や証券化市場の発展は、市場参加者間での

互いに異なるリスクの交換を通じて資本の効率性を高めるという意味でプラスの効果があ

ることが改めて確認された。これは、デリバティブや証券化が本来目的としてきた機能で

ある。一方で、市場が発達することは、1つの銀行の行動が均衡価格の変化を通じて他の

銀行のポートフォリオ選択へも影響を及ぼしうることを意味する。市場が発達したもとで

は、銀行間の相互作用の影響がローンの価格にどう影響するかを分析することが重要にな

ると思われ、こうした分野の研究がさらに発展することが期待される。
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補論 1 ポートフォリオ選択問題の詳解

（1） 主体的均衡モデルでの最適化問題

本節では、本文 2節（2）イ、ロ、ハの各ポートフォリオ最適化問題について、最適解

を導出する手順を述べる。

イ. リターンベンチマーク・ルール

ラグランジュ乗数を λRとして、目的関数を VR = (x⊤Σx)/2+λR

{
(µ − r1)⊤x − RP

}
とおく。VR を最大化する xh が最適化問題の解となる。VR に関する最適性の 1 階条件

より (A-1)式、(A-2)式が得られる。

∂VR

∂xh
= (Σhhxh + Σhεxε) + λR(µh − r1h) = 0

⇒ 解： x̂h = λRΣ−1
hh (µh − r1h) − Σ−1

hhΣhεxε,

(A-1)

∂VR

∂λR
= (µh − r1h)⊤x̂h + (µε − r1ε)⊤xε = RP . (A-2)

(A-1)式を (A-2)式に代入して整理すると、λR が (7)式のとおりに得られる。この λR を

用いて、最適ポートフォリオ x̂h は (A-1)式で与えられる。

ロ. セーフティファースト・ルール

ラグランジュ乗数を λσ、目的関数を Vσ = (µ − r1)⊤x +
{
λσ(σ2

P − x⊤Σx)
}

/2とお

く。Vσ に関する最適性の 1階条件より (A-3)式、(A-4)式が得られる。

∂Vσ

∂xh
= (µh − r1h) − λσ(Σhhxh + Σhεxε) = 0

⇒ 解： x̂h =
1
λσ

Σ−1
hh (µh − r1h) − Σ−1

hhΣhεxε,

(A-3)

∂Vσ

∂λσ
= x̂⊤

h Σhhx̂h + 2x⊤
ε Σ⊤

hεx̂h + xεΣεεxε = σ2
P . (A-4)

(A-3) 式を (A-4) 式に代入して整理すると、λσ が (10) 式のとおりに得られる。この λσ

を用いて、最適ポートフォリオ x̂h は (A-3)式で与えられる。

ハ. トレードオフ・ルール

トレードオフ・ルールの場合は、目的関数 V = (µ− r1)⊤x− γ(x⊤Σx)/2を最大化す

る xh を導出すればよい。したがって、V に関する最適性の 1階条件より (A-5)式のとお

31



り最適ポートフォリオが得られる。

∂V

∂xh
= (µh − r1h) − γ(Σhhxh + Σhεxε) = 0

⇒ 解： x̂h =
1
γ
Σ−1

hh (µh − r1h) − Σ−1
hhΣhεxε.

(A-5)

（2） 信用リスク移転市場における均衡での最適化問題

本節では、市場均衡モデルにおいて、リターンベンチマーク・ルールおよびセーフティ

ファースト・ルールに従う銀行の最適ポートフォリオが満たす式を導出する。

イ. リターンベンチマーク・ルール

銀行がリターンベンチマーク・ルールに従う場合、市場均衡下では (A-6) 式および

(A-7)式を満たす。

x̃I
h = λI

RΣ−1
hh (µ̃h − r1h) − Σ−1

hhΣhεx̄
I
ε. (A-6)

N∑
I=1

ωI x̄
I
h =

N∑
I=1

ωI x̃
I
h. (A-7)

(A-6)式および

λI
R =

RPI
−

{
(µε − r1ε)⊤ − (µ̃h − r1h)⊤Σ−1

hhΣhε

}
x̄I

ε

(µ̃h − r1h)⊤Σ−1
hh (µ̃h − r1h)

を (A-7)式に代入して整理すると (A-8)式が得られる。ここで、RPI
は銀行 I の収益目

標を表し、R =
∑N

I=1 ωIRPI
である。(A-8)式は非線形ベクトル方程式であるため、一般

に解析解を導出することは難しい。

Σhhx̄h + Σhεx̄ε =
R −

{
(µε − r1ε)⊤ − (µ̃h − r1h)⊤Σ−1

hhΣhε

}
x̄ε

(µ̃h − r1h)⊤Σ−1
hh (µ̃h − r1h)

. (A-8)

ロ. セーフティファースト・ルール

銀行がセーフティファースト・ルールに従う場合、市場均衡下では (A-7) 式および

(A-9)式を満たす。

x̃I
h =

1
λI

σ

Σ−1
hh (µ̃h − r1h) − Σ−1

hhΣhεx̄
I
ε. (A-9)
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したがって、(A-7)式に (A-9)式および

1
λI

σ

=

√√√√σ2
PI

+ (x̄I
ε)⊤Σ⊤

hεΣ
−1
hhΣhεx̄

I
ε − (x̄I

ε)
⊤Σ−1

εε x̄I
ε

(µ̃h − r1h)⊤Σ−1
hh (µ̃h − r1h)

を代入すると (A-10)式が得られる。ここで、σ2
PI
は銀行 I の許容リスク量である。(A-10)

式は非線形ベクトル方程式となるため、一般に解析解を導出することは難しい。

Σhhx̄h + Σhεx̄ε

=
N∑

I=1

ωI


√√√√σ2

PI
+ (x̄I

ε)
⊤Σ⊤

hεΣ
−1
hhΣhεx̄

I
ε − (x̄I

ε)
⊤Σ−1

εε x̄I
ε

(µ̃h − r1h)⊤Σ−1
hh (µ̃h − r1h)

 (µ̃h − r1h).
(A-10)

補論 2 市場の発展とシャープレシオの変化との関係

（1） 不完全市場より完全市場において最適ポートフォリオのシャープ

レシオが高いことの証明

本節では、まず、任意のリスク管理方針に従う銀行において、不完全市場（h < m）よ

り完全市場（h = m）の方が最適ポートフォリオのシャープレシオが高くなることを証明

する。すなわち、

E[R − r]√
var[R − r]

∣∣∣∣∣
h<m

≤ E[R − r]√
var[R − r]

∣∣∣∣∣
h=m

であることを示す。どのタイプの銀行についても同様の形で証明が可能であるため、本節

ではリターンベンチマーク・ルールに従う銀行について証明を行う。

まず、完全市場における銀行の最適ポートフォリオ x̂m は以下の関係を満たす（補論 1

を参照）。

(µm − r1m) = αmΣmmx̂m,

αm =
RP

(µm − r1m)⊤Σ−1
mm(µm − r1m)

.
(A-11)

(A-11)式は以下のように同値変形できる。ここで、rM
m は市場ポートフォリオの投資収益

率である。 µ1 − r
...

µm − r

 = αm

 cov[r1, r1] · · · cov[r1, rm]
...

. . .
...

cov[rm, r1] · · · cov[rm, rm]


 x̂1

...
x̂m


33



= αm


cov[r1, x̂1r1 + · · · + x̂mrm]
cov[r2, x̂1r1 + · · · + x̂mrm]

...
cov[rm, x̂1r1 + · · · + x̂mrm]



= αm


cov[r1, r

M
m ]

cov[r2, r
M
m ]

...
cov[rm, rM

m ]

 .

(A-12)

これより、

αm =
µ1 − r

cov[r1, rM
m ]

= . . . =
µm − r

cov[rm, rM
m ]

. (A-13)

さらに任意のポートフォリオ θm に対する期待収益率 (µm − r1m)⊤θm = µθ
m − r に対

しても (A-12)式の左から θm をかけることにより µθ
m − r = αmcov[rθ

m, rM
m ]、すなわち、

αm =
µθ

m − r

cov[rθ
m, rM

m ]
(A-14)

が成立する。特に θm = x̂m とした場合を考えると、

αm =
µθ

m − r

cov[rθ
m, rM

m ]
=

µM
m − r

var[rM
m ]

. (A-15)

(A-15)式を変形してシャープレシオの形を導出すると、以下の結果を得る。

µθ
m − r√
var[rθ

m]
=

cov[rθ
m, rM

m ]√
var[rθ

m]
√

var[rM
m ]

× µM
m − r√
var[rM

m ]
. (A-16)

ここで、(A-16)式右辺の第 1項は rθ
m と rM

m の相関係数そのものであるため、1以下とな

る。したがって、(A-17)式を得る。

µθ
m − r√
var[rθ

m]
≤ µM

m − r√
var[rM

m ]
. (A-17)

特に θm として不完全市場における最適なポートフォリオ x̂ = (x̂⊤
h , x⊤

ε )⊤ をとることに

より、完全市場における最適ポートフォリオのシャープレシオの方が高くなることが示さ

れる。
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（2） シャープレシオが市場の発展に伴って単調増加することの証明

ここでは、リターンベンチーマーク・ルールおよびセーフティファースト・ルールに従

う銀行の最適ポートフォリオについては、そのシャープレシオが市場の発展に伴って単調

増加していくことを示す。すなわち、

E[R − r]√
var[R − r]

∣∣∣∣∣
h=1

≤ E[R − r]√
var[R − r]

∣∣∣∣∣
h=2

≤ . . . ≤ E[R − r]√
var[R − r]

∣∣∣∣∣
h=m

,

であることを示す。以下ではリターンベンチマーク・ルールに従う銀行について具体的な

証明を与えるが、セーフティファースト・ルールに従う銀行についても同様の議論で証明

できる。

h ≥ 1とし、最適化問題 (3)式の解を (x̂⊤
h , x⊤

ε )⊤ = x̂(h) とかく。このとき、x̂(h) と

x̂(h+1) に関してシャープレシオを比較する。まず、これらのポートフォリオのリターン

は (A-2)式から

(µ − r1)⊤x̂(h) = (µ − r1)⊤x̂(h+1) = RP , (A-18)

と同じ水準になる。一方、ボラティリティに関しては、最小化問題の定義より

x̂⊤
(h)Σx̂(h) ≥ x̂⊤

(h+1)Σx̂(h+1), (A-19)

となり hより h + 1の方が小さくなる。これらの比を考えることで、

(µ − r1)⊤x̂(h)√
x̂⊤

(h)Σx̂(h)

≤
(µ − r1)⊤x̂(h+1)√

x̂⊤
(h+1)Σx̂(h+1)

, (A-20)

となり、シャープレシオは市場の発展に伴い単調増加することが示される。なお、トレー

ドオフ・ルールの場合は、(A-20)式はが常に成立するわけではない（反例は図 7(4)）こ

とに注意しよう。この点は以下の（3）で説明する。

（3） トレードオフ・ルールにおけるシャープレシオの一時的低下につ

いて

トレードオフ・ルールの場合、(A-20)式が常に成立するわけではない。すなわち、特定

のパラメータ設定のもとでは、市場の発展に伴いシャープレシオが一時的に低下する場合

35



がある*28。これは図 7(4)の数値例で示したとおりであるが、このような現象が起こるメ

カニズムを以下で説明する。

図 A-1 は、市場の発展に伴う銀行の効率的フロンティア、無差別曲線および最適ポー

トフォリオの変化を概念的に図示したものである。ここでの効率的フロンティアは無リス

ク資産を含むポートフォリオに対して描いている。これと無差別曲線の接点が最適ポート

フォリオとなる。各フロンティアと接する無差別曲線をみると、市場の発展とともに上側

に単調にシフトしている。これは、市場の発展に伴い効用が単調に増加することを示して

いる（U1 < U2 < U3）。一方、シャープレシオは、最適ポートフォリオと無リスク資産を

結んだ直線の傾きとして表される。h = 3（完全市場）の場合、すなわち通常の CAPMに

おいては、この直線と効率的フロンティアは一致する。しかし h = 1, 2（不完全市場）に

おいては、この直線と効率的フロンティアが一致しない。すなわち、効率的フロンティア

は直線でなく曲線となっていることに注意しよう。これは、銀行が取引不可能なローンを

保有するため、無リスク資産のみからなるポートフォリオを選択することができないこと

に起因する。こうしたことにより、h = 1の時の直線の傾きは、h = 2の時の直線の傾き

よりも大きくなっている（S1 > S2）。これは、市場の発展に伴ってシャープレシオが一時

的に低下することを示している。

このような議論が実際の数値例でも成立しているか確認したものが図 A-2 である。

ここでは、トレードオフ・ルールに従う場合の最適ポートフォリオの解析解を用いて、

市場の発展に伴う銀行の効率的フロンティア、無差別曲線および最適ポートフォリオ

の変化を計算している。なお、この例では (x1, x2, x3) = (0.6, 0.3, 0.1)、(µ1, µ2, µ3) =

(0.015, 0.035, 0.03)、σi = 0.2 (i = 1, 2, 3)、ρij = 0.2 (i, j = 1, 2, 3, i ̸= j)、γ = 1.2と

した。図 A-2 に示されているとおり、市場の発展に伴い無差別曲線が上側に単調にシフ

トする。一方、h = 1の時の最適ポートフォリオと無リスク資産を結んだ直線の傾きは、

h = 2の時の最適ポートフォリオと無リスク資産を結んだ直線の傾きよりもわずかながら

大きくなっている。すなわち、図 A-1で示した議論が、解析解を用いた数値計算例でも成

立していることが確認された。

*28 銀行のリスク回避度や投資収益率の分散・共分散といった各種パラメータの設定を変える

と、市場の発展に伴いシャープレシオが単調増加する場合もあれば、ここで示す例のように、

シャープレシオが一時的に低下する場合もある。
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図A-1 シャープレシオが一時的に低下するケースの概念図
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図A-2 解析解を用いた数値計算結果
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補論 3 均衡価格とプライシング・カーネルの関係

本節では、均衡価格をプライシング・カーネルを用いて記述する。均衡価格 (25)式は、

以下のように同値変形することができる。

µ̃h = µh + γΣhh(x̄h − x̂h)

= µh + γ

 cov[r1, r1] · · · cov[r1, rh]
...

. . .
...

cov[rh, r1] · · · cov[rh, rh]


 x̄1 − x̂1

...
x̄h − x̂h


= µh + γ

 cov [r1, r1(x̄1 − x̂1) + ... + rh(x̄h − x̂h)]
...

cov [rh, r1(x̄1 − x̂1) + ... + rh(x̄h − x̂h)]


= µh + γcov

[
rh, r⊤

h (x̄h − x̂h)
]
.

(A-21)

さらに、µh = E[rh]および共分散の定義を用いて、最終的に (A-22)式のように書き換え

ることができる。

µ̃h = E
[
rh · {1 + γr⊤

h (x̄h − x̂h) − γE[r⊤
h (x̄h − x̂h)]}

]
= E[rh · mh].

(A-22)

ここで、E[mh] = E[1 + γr⊤
h (x̄h − x̂h)− γE[r⊤

h (x̄h − x̂h)]] = 1となることから、mh

はプライシング・カーネルとなっていることがわかる。

さらに、mh は近似的に (A-23)式のように表現できる。

mh ≈
1 + γr⊤

h (x̄h − x̂h)
1 + γE[r⊤

h (x̄h − x̂h)]
≈

exp{γr⊤
h (x̄h − x̂h)}

E[exp{γr⊤
h (x̄h − x̂h)}]

. (A-23)

したがって、mh は、エッシャー変換の近似的な表現となっていることがわかる。

特に、ri (i = 1, . . . , h)が正規分布に従う確率変数であるとき、プライシング・カーネル

mh はエッシャー変換と一致する。この結果は、以下の手順で導出される。まず (A-21)

式より、以下の関係が成立する。

µ̃h = µh − γcov[rh, r⊤
h (x̂h − x̄h)].

また、多変量正規分布に従う確率変数ベクトル X、Y について、(A-24) 式が成立する

（木島・田中 [2007]を参照）。

E[X] − cov[X, Y ] = E
[
X

exp{−Y }
E[exp{−Y }]

]
. (A-24)
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したがって、(A-24)式においてX = rh、Y = r⊤
h (x̂h − x̄h)とすると、(A-25)式が得

られる。

µ̃h = E[rh
exp{−γr⊤

h (x̂h − x̄h)}
E[exp{−γr⊤

h (x̂h − x̄h)}]
]. (A-25)

したがって、プライシング・カーネルはエッシャー変換に厳密に一致する。

また、プライシング・カーネルmh は、効用関数を用いて表現することも可能である。

(A-26)式のような 2次型の効用関数 U(x)を与える。

U(x) = x − 1
2
γ (x − E[x])2 . (A-26)

U ′(x) = 1−γ(x−E[x])より、U(x)を用いて (A-27)式のように表現することができる。

U ′(x)
E[U ′(x)]

=
1 − γ(x − E[x])

E[1 − γ(x − E[x])]
= 1 − γx + γE[x]. (A-27)

これを用いると、プライシング・カーネルmh は、(A-27)式を用いて (A-28)式のように

表現できる。これがプライシング・カーネルの効用関数を用いた表現である。

mh = 1 − γr⊤
h (x̄h − x̂h) + γE[r⊤

h (x̄h − x̂h)] =
U ′ (r⊤

h (x̂h − x̄h)
)

E[U ′
(
r⊤

h (x̂h − x̄h)
)
]
. (A-28)

補論 4 ショックが発生した場合の銀行の取引行動

（1） 1つのローンの期待収益率のみ低下させた場合

3節 (3)ロ (イ)では、すべてのローンの期待収益率を低下させた場合に、どのローンも

供給超過となる例を示した。ここでは 1つのローンのみの期待収益率を低下させた場合を

考え、他のローンは需要超過となりうることを示す。

図 A-3は、ローン 1の期待収益率 µ1 を 0.03から 0.02とし、その他のパラメータは 3

節 (3)の数値例において基準とした数値を用いて、需給の変化およびローンのリスクプレ

ミアムの変化を計算したものである。この例では、ローン 1 が供給超過となっている一

方、ローン 2およびローン 3は需要超過となっていることがわかる。これは、期待収益率

の低下によりローン 1 の需要が低下する一方、相対的にローン 1 よりも投資効率が高く

なった他のローンに対する需要が拡大すること、すなわち、ローン間に代替効果が生じて

いることが主因と考えられる。一方、ローンのリスクプレミアムはローン 1 のみ低下し、

ローン 2およびローン 3のリスクプレミアムは不変となっている。
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図A-3 一部のローンの期待収益率を低下させた場合
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（2） 1つの銀行のリスク回避度を上昇させた場合

3節 (3)ロ (ロ)では、1つの銀行のリスク回避度を上昇させると、市場ではどのローン

も供給超過となり、リスクプレミアムが上昇する例を示した。ここでは、後者の結果が頑

健なものであること、すなわち、ローンの期待収益率やその相関がどのような値であって

も、すべてのローンのリスクプレミアムが上昇することを解析的に示す。

銀行のリスク回避度が γ0 から γ1 へ上昇 (γ0 < γ1) した場合を考える。まず、(23)式

において γ = γ0 とし、このとき市場の需給が一致しているとする。すなわち、(A-29)式

が成立している。

µh − r1h = γ0(Σhhx̄h + Σhεx̄ε). (A-29)

次に、γ = γ1 (γ0 < γ1)の場合を考える。市場の価格が調整された後の最適ポートフォリ

オとリスクプレミアムの関係は (23)式から、

µ̃h − r1h = γ1(Σhhx̄h + Σhεx̄ε), (A-30)

となる。(A-30)式から (A-29)式を差し引くことで、

1
γ1 − γ0

(µ̃h − µh) = Σhhx̄h + Σhεx̄ε =
1
γ0

(µh − r1h). (A-31)

(A-31)式を整理すると以下の結果を得る。

µ̃h − µh =
γ1 − γ0

γ0
(µh − r1h) > 0.　 (A-32)
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すなわち、市場が均衡しているもとで、市場の平均的なリスク回避度 γ が上昇した場合、

すべてのローンのリスクプレミアムが上昇する。同様にして、市場に参加する銀行のリ

スク回避度が低下した場合、すべてのローンのリスクプレミアムが低下することが示さ

れる。
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