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 �� � ���� �� ���������� ��
 ������� ������

����������	  σg	σp!� "����� ���� � ���� ��
���� �� �������#� ���������������� �������� ��

�����������	 ��������	 ��
 ��� ������� �������� ����� �� 
�������
 �������	 ����� �� � �����

�������� {wt(s
t)}∞t=1	 ���������
 ���� ��
 ��������

��� �����	�
���

$�� �� ��� CEI
t (s) �� 
����� � ��� �� ���������������� ��������� �� ��� ������� ��������

���� ���������� ���� ��� �%������� �� � ����������� ����������� ���� st = s� �������
	 ���

���� s ∈ S	 CEI
t (s) := {it(s) ∈ I

∞| ∃ (yt(s),πt(s)) ���� (yt(s),πt(s), it(s)) ∈ CEt(s)}� σg ��

���
 �� �� ����

���� ��	 ����� ��
 ������
 �� �����
 �������	 it−1	 ��
 ��
 ������
 �� ������	 st	
it(s) ��
���
 �
 ��� ������������ �� σg ������� �� CEI

t (st)�
� ����	 (σg, σp)	 �� �������� ��  �! σg �� �
��������	  ��! ����� ��
 ������
 �� �����
 �������	 it	

��
 ��
 ������
 �� ������	 st	 ��� ������������ �� σp ��
 σg ��
��� � (yt(st),πt(st), rt(st)) ∈
CEt(st)	 ��
  ���! ����� ��
 ������
 it−1 ��
 st	 it(st) ��
���
 �
 σg ��%���&�� ��� �������

������ ��'������ ���� CEI
t (st) ����� σp� (� ����� ���������	 � ���� �� ���
 �� �� ���
���� ��

������� ��� ������� ������ ��� ��� ���������� ��� ��������� �� 
������ ���� ��� ����������

���������
 ���� ���

�� ������� �� ���
 �� �� ���
���� �� ����� �� � ���
���� ���� ���� ��
���� ��� )��� � �������

���� � �� ���
���� ��
 ��� ���� � ��
���� � ������� ������� α	 �� ��
 ���� ��� ������� α
��� �� ��
� ���
����	 �� ���������������	 �
 ��� ���� ��

��
 ��� �������������������� �
��

( ��� 
���� � *�
 ��'��� �� ���� �����	 ��� ����������
��������� ����	 ��
 
������ ���

���
����� ��
�� ����� ���� ���� �� ���
�����

��� ������	��	��
������� ����	 (σrtd
g , σrtd

p )	 �������� ��  �! ��� ��������� ���������� �������
+

σrtd
g,1 = is,1(s1) ��� ��
 s1 ∈ S	 σrtd

g,t (i
t−1, st) = is,t(s

t) �� ij = is,j(s
j) ��� ��� j ≤ t − 1	 ��


σrtd
g,t (i

t−1, st) = id,t(s
t) ���������	 ��
  ��! ��� ��������� �������������� �������
+ σrtd

p,t (i
t, st) =

(ys,t(s
t), πc,t(s

t)) �� rj = ic,j(s
j) ��� ��� j ≤ t	 σrtd

p,t (i
t, st) = (ybr(st, it), πbr(st, it)) ���������	��

�����

ybr(st, rt) = Etyd,t+1(s
t+1)− σ

[[
it − Etπd,t+1(s

t+1)− r∗
]
+ st

]
 ,-!

πbr(st, rt) = κybr(st, rt) + βEtπd,t+1(s
t+1)  ,.!

������ ����� ��	
� ��� ���	��
 	���
��� 
��� ����� ������� �� ��� �	���
� �� ���	��
 	���
��� 
���� �� ��

��� �
��	��� ��
	��� ��������	�� ��� 	����	�� ����� ������ �� ��� �	���
� �� ���	��
 	���
��� 
���� �� ��

������ ��� 	��
	�	� �	��	����
	����	�	�� �
�����
 ���	�� ��	� ����� 	� ���� ��� ����
����� ����� ����
� ���

�
	���� �����
 �����
�������
	�� �� ������ ��
 ���� ���������
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� ����
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 ��
� 
�� ���
������� ��
��	�� ��
 ������� 
�� ��
����
 ��
� ������
��
 ��
� 
�� �������


�����
 ��
��	� �� �
 ��� �����
�� ���	 
�� ���
������� ��
��	� �
 ��	� ����
 �� 
�� ���
� ���

�����
� ���
�� �
��
��
 ���
���
� 
�� ��������� ��� ��	� 
� ������ �����	�
��� ��� ����
���

������
��
 ��
� 
�� ���
������� ��
��	� �� ���� �� 
�� ������	��
 ��� ����� �����
�� ���	
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������� ��
��	�� �� 
�� ������	��
 ��� ���� �����
�� ���	 
�� ��	���� ��
����
 ��
�
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� 
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����� �������� �� ����
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� 
�� ���
������� ����� ���������

�
 �� ����
����
 �
�����
������� 
� ���� 
��
 
�� �����
�
��������
��� ���� �� ��������� �


����
���
���� Vs,t(s
t) ≥ Vd,t(s

t) ��� ��� t ≥ 1 ��� ��� st ∈ S
t� 	����� ���� 
��
 
�� ������	��


���� ��
 ���� �� �����
��� 
� �����
� ���	 
�� ���
���
��� ����� �
 
�� ������	��
 �
��
��


��
�� ��
 ���
��
 it−1 ��� st �� ����� 
�� ��
�	�� ���
������� �����
 ��� ���� ���������

��� �����
�
��������
��� ���� 
��
 ������� 
�� ��
�	�� ���
������� ��
��	� ��
� � ���
�

������ ������	��
 �� ������ �� � ��	���� ��
  ��� !���
�  "#$%& ��� �������� �'����
���&� �


�� ���� �
�����
������� 
� ���� 
��
 ���� � ���� �� ���������

� ����� ��	
 � �	�	�
 �
������ �����

��� �����
	���� 	�'�	�(��

V0 = −E0

∞∑
t=0

βty2t ,

���)��
 
�

yt = (Mee + σ−1κ)Etyt+1 − σ (it − r∗) + st,  $*&

it ≥ iELB,  $+&

Vt = −Et

∞∑
j=0

βjy2t+j ≥ W (st),  $,&

��� ��� t ≥ 0� ����� �� ���� � ����
������� ����� �� 
�� �
�
�� -������� ������ πt = κyt 
� ��
���

����
��� $*� Mee ≤ 1.0 �� � ��������� 	
��� ��
�� �� 
��� �
�� ��� �� �������
 �
� ������
�� ���	����
���������� �� �
� ���� �� � ���������� ��
�� ��������� �
� �
���� st� ��

�	�
�	������� ������ �
���� st ∈ {sH , sL} 	
��� sH > sL� ���������� �������
��� ������ �� �����

�� P =

[
1− pH pH
1− pL pL

]
, 	
��� pH �� �
� ��������� �� �
� ������ ��� pL �� �
� ����������� ��

�
� ������� W (st) �� �
� ��
�� ����� �
� ������
 ������������� ��
����

��� ������	
�� ���
�	�� ��� ��� �	�
���	����� �
�
���� �
� � ! �� �
��� �� �
�

��
"�����
 ������ φH = 0� ��� �
� � ! �� ������� �� �
� 
�	"������ ������ φL = φ > 0�

##



����� ��� ���	
	��	�
 ����	�	��� ����
�

yH = 0,

yL = −φ,

yH + σ(iH − r∗ − σ−1sH)− (Mee + σκ)(pHyL + (1− pH)yH) = 0,

yL + σ(iELB − r∗ − σ−1sL)− (Mee + σκ)(pLyL + (1− pL)yH) = 0,

VH = −y2H + β(pHVL + (1− pH)VH),

VL = −y2L + β(pLVL + (1− pL)VH).

��� ��
��	�� �� ��� �����
 �� �����	��� 	� �	��� �� ��� ��

��	���

yH = 0, yL = −φ =
−iELB + r∗ + σ−1sL

σ−1(1− (Mee + κσ)pL)
,

iH = r∗ + σ−1sH + σ−1(Mee + κσ)pHyL, iL = iELB,

VH =
−βpHy2L

(1− β)(1− β(pL − pH))
, VL =

−y2L + β(1− pL)VH

(1− βpL)
.

������� ��	 
�� 
�

������� �������	���� ��� ���������� 	� �	��� ��

L ≡ E0

∞∑
t=0

βt
{−y2t + 2φt (yt + σ (it − r∗)− st − (Mee + σκ)Etyt+1)

+ψt

⎛
⎝−Et

∞∑
j=0

βjy2t+j −W (st)

⎞
⎠
⎫⎬
⎭ ,

= E0

∞∑
t=0

βt

{
−Ψty

2
t + 2φt (yt + σ (it − r∗)− st)− 1

β
2φt−1(Mee + σκ)yt − ψtW (st)

}
,

����� Ψt = ψ−1+ψ0+...+ψt < ∞ 	� ��� ��
 �� ��� �������� 
�
�	�
	��� �� ��� �����	���	
	��

�������	��� ��� ���� ��� �	��� ��

∂yt : −Ψtyt − φt + β−1(Mee + σκ)φt−1 = 0,

∂φt : yt + σ (it − r∗)− st − (Mee + σκ)Etyt+1 = 0.

���
�
	 	�� ��� !��� �����	�� �� Ψt� �� ����

−yt − φ̃t + β−1(Mee + σκ)ztφ̃t−1 = 0,

����� φ̃t = φt/Ψt ��� zt = Ψt−1/Ψt ∈ (0, 1]� ��� "�����#"���#���$�� ����	�	��� %""���&


��� �� ���	�!�� �� ��



φt (it − iELB) = 0,

φt ≥ 0,

ψt (Vt −W (st)) = 0,

ψt ≥ 0.

'(



��� ������� 	
�����
�� 
� ��� 
������� ����������� ��� ��	� ���� φ−1 = 0 ��� ψ−1 = 1� ���	�
������� φ̃−1 = 0 ��� Ψ−1 = 1�

� ���������	��
� ����



�� ������� ������� 
� ��� ������������
� ����
� �
� ��� �
��� ���� � �����	 �������� 	�����

��� ����
� �� �������� �
 �
��� 
���� �
���� 	
�������� �� ���� ��������� �
��� ���� �

�����	 ����� ������
� ��� ��� �������� ���  �!������ �
���� �� �����	���! 	
������ � ��	�
�


� �
��	! ��� ����� ���	��
�� ς(ξj) = [y(ξj), i(ξj), φ̃
′(ξj), z(ξj), V (ξj)]

′ �� ���	��
�� 
� ��� �����
�����"��� ξj = (φ̃, sj) �
� j = 1, ..., N � �� ���� ��� �
��
���� � �!���� 
� ���	��
��� ������
��#

e1(ξj) ≡− y(ξj)− φ′(ξj) + β−1(Mee + σκ)z(ξj)φ̃ = 0,

e2(ξj) ≡− y(ξj)− σ (i(ξj)− r∗) + sj + (Mee + σκ)
N∑
k=1

p(sk|sj)y(φ̃′(ξj), sk) = 0,

e3(ξj) ≡− V (ξj)− y(ξj)
2 + β

N∑
k=1

p(sk|sj)V (φ̃′(ξj), sk) = 0.

�
�� ���� �� ���
 ���� ��
 
		���
����! "������ 	
���������

i(ξj) ≥ iELB,

V (ξj) ≥ W (sj).

��������	 ��� ���� �������
� ����
� ��$�� ��� �
��
���� �����#

%� &�$� �� ������� ����� �
� ��� �
��	! ���	��
� ς(0)(ξj) �
� j = 1, ..., N �

'� (
� n = 1, 2, ... )n �� �� ����� �
� ��� ���"�� 
� �������
�*� ����� ��� �
��	! ���	��
�

�����
���! 
"������ ς(n−1)(ξj) �
� ��	� j� �
���

− y − φ̃′ + β−1(Mee + σκ)zφ̃ = 0,

− y − σ (i− r∗) + sj + (Mee + σκ)
N∑
k=1

p(sk|sj)y(n−1)(φ̃′, sk) = 0,

− V − y2 + β

N∑
k=1

p(sk|sj)V (n−1)(φ̃′, sk) = 0,

i ≥ iELB,

V ≥ W (sj),

�
� (y, r, φ̃′, z, V )�

+� ,����� ��� �
��	! ���	��
� "! ������� y = y(n)(ξj)� i = i(n)(ξj)� φ̃
′ = φ̃

′(n)(ξj)� z =

z(n)(ξj)� V = V (n)(ξj) �
� j = 1, ..., N �

-� .����� '�+ �����
∥∥ς(n)(ξj)− ς(n−1)(ξj)

∥∥ �� ����� ��
����
+/



�� ���� �� �	�
� �
� �
�
 �����
�� 
� ������� �
���
����� ��� �
 �	� ������

��� i > iELB ��� V > W (sj)� �� �����������  �
! φ̃′ = 0 ��� z = 1� "
�� �	���

�� ��� �	� �
���� ������
�� �� �	� �
�#�
�� ���
���
�� y(n−1)(φ̃′, sk) ��� V (n−1)(φ̃′, sk) ��
��#��� �	� �$������ #����� 
� �	� ��$� ��
�
�%� #�
������ �
� 
������� �� �#�������� �	�

�
���� ������
�� �� φ̃′ = 0� �	�� !� 
�����

y = β−1(Mee + σκ)φ̃,

i = r∗ + (σ−1Mee + κ)
N∑
k=1

p(sk|sj)y(n−1)(0, sk)− σ−1y + σ−1sj ,

V = −y2 + β
N∑
k=1

p(sk|sj)V (n−1)(0, sk).

���� i > iELB ��� V ≤ W (sj)� φ̃′ = 0 ��� z ∈ (0, 1)� �	� �������������� �
���
���� ��

�������� V = W (sj)� �	�� !� 
�����

y =

(
−W (st) + β

N∑
k=1

p(sk|sj)V (n−1)(0, sk)

) 1
2

,

i = r∗ + (σ−1Mee + κ)
N∑
k=1

p(sk|sj)y(n−1)(0, sk)− σ−1y + σ−1sj ,

z = β(Mee + σκ)−1y/φ̃.

����� i ≤ iELB ��� V > W (sj)� φ̃
′ > 0 ��� z = 1� �	� &'( �� �������� i = iELB� (y, φ̃

′)
�
� 
������� �� �
�#��� �	� �
��
!��� �
������
 �)����
���

y = −φ̃′ + β−1(Mee + σκ)φ̃,

iELB = r∗ + (σ−1Mee + κ)
N∑
k=1

p(sk|sj)y(n−1)(φ̃′, sk)− σ−1y + σ−1sj .

��#� i ≤ iELB ��� V ≤ W (sj)� φ̃′ > 0 ��� z ∈ (0, 1)� (
�	 �
���
����� �
� ��������

i = iELB ��� V = W (sj)� (y, φ̃′) �
� 
������� �� �
�#��� �	� �
��
!��� �
������


�)����
���

W (sk) = −y2 + β

N∑
k=1

p(sk|sj)V (n−1)(φ̃′, sk),

iELB = r∗ + (σ−1Mee + κ)
N∑
k=1

p(sk|sj)y(n−1)(φ̃′, sk)− σ−1y + σ−1sj .

"
�� �	�� �	��� �)����
�� �
 �
� ������ 
� φ̃� *�#��� (y, φ̃′) �� 	���� z = β(Mee +

+,



σκ)−1(y + φ̃′)/φ̃ �� ���� ������	
�

�� ���
��� ��	 �����	�� �	 
����	���	 ��	 ����	 ����	 �� φ̃ ∈ [0,
¯̃
φ]� �	 ��	 ��� ������ ��� 	���

����	 
������	� ��	 ���	� ����

¯̃
φ �� 	�
��	������ �	� �� ���� ��	 �	��	��	 �� ��	  ������	

��������	�� {φ̃t} ��
	� ����	����
	 �	����
	 ����!� st = sL ��� t = 1, 2, ..., T1 ��	 ����
	


���
	��� �	 
�
�
	 ��	 ����	 ����	 �� ���"����	
 ���
 ������ �� ���� ���	 ���
 ������ ��	

�����
 ��	 ������� �	 ��	 ��	�	���	"���	�� ��������� �� �����#����	 ��	 ������ ��������� �$

��	 ���
 �������

%����	 �� ����� ��	 ������	 �	�����	 �� ��	 �	��
��� ��������� {e1,t, e2,t, e3,t} ��
	� ��	
&'( ���� N = 60��� )� �� ��	 ������	 �	�����	� �� %����	 � ��
 * �� ��	 ���� �	#�� ��	

������ ����! ���� ��	 	������ �� ���	 � ��
 ����� ����� ���	 +� �	 ��� �		 ���� ��� ��	 
���	�

�� ��	 �	��
��� ��������� ��	 �	�������� ������ ��	� ��	 �������������� ���������� ���
� ��

���	 ,� ��	 
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��� ��������" &���� �� ��� �����" '�������  ��������� �� ������&� �� ��� &���� �� ��� '�������
 ��������� �� ��� (��� �����" �� ��� ������ ������ ���  ��� ������� "����"��� ��� ����� �!�
"��� ��� $��� ��

� ��� ����	
����� 
������
 ������
 ���
 N �
 ���

%�� ���&���� ������� "�����$�� ��� ��� "��� ��� ��� ������� ��"����"��� ���� N ��
��)������� � ��� ��" �������� ���� ��� "��� ��� �� ��� ����� � ��� ����� ����������*�" $� �
&����� �� ������� ���������� � ����� �� ������� ��������� �+������� ��" ���+������ ������������
,� � ������� �� �� ��� ��������� �� ���� �� ��� �� �-���������  ����" �� �� ���� ��� "��� ���
�� ���  �"��� �� ���� �������� �� ���&�"� ��� "������ �� ��� �������� �������� �� ��� ����
��� ����� �!� "��� ��� ��� ������� ��"����"����

.� ���� ���� ���� �&�� �� ��� "��� ��� ��� ������� "����"��� ��� �� � ��� N � �� ��� �#-

����� ��� ���� ���� ��� ������ ��������� ��� ��� �$�&� ��� ��������" �� ��� '�������  ����������

%��� �� ��� ���� ��� ����"��" �� ������  ����" ���� �� � ��������� �#������" �� ������� /

��" ��� ����������  ����" �� $� �#������" $����� ,� � ������� �� ��� ���&� ���  �"�� ��� ���
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N ∈ R+ �� ����� ��	
�� �
 	
� ����	��� ��	
���� �� �������� 	
�	 	
��� ����	��� ��	
���

����� 	
� ���� ������	���� �
�� ���	���� ����	��� ��	
��� ��� ��������� 
�� 	
� ���� N �

���������� 	
���


�
� ��� ���	��� �
 	
� ����	��� ������	
� �� �� 
������� �������� 	
�	 	
� ����	�����

��� ����	���� ����	�� �� τ � �� k� �����	� 	
� ������	��� ��	��
���� 	
� ������� � ���������

�����	���� 	
�	 ��� ���	���� �� � ����	� ����	����	�� !
��" #�$ �
�	
�� 	
� ������� ��� ����	�

����	����	� #��� ��� ���	��������	� ����	����	�$ ��� ��	����� ��� #��$ �
�	
�� 	
� 
��	���

������������ ������	��� �� ������ ������ %
 	
��� 	�� �� �������	� ��� ��	� 	
�� �� 
���


���� 	
� ����	���� %
 ��	� ���	���� 	� �����
 
�� 	
� ����� �
 τ 	
�	 ��	����� ��� 	
� � ���������

�����	����� ��	
 	
��� ��������	�� �� � ����	� ��� ��� ����	� ����	����	��

�� ��������� �� &��	��� '� 	
�� ��	����	��� ����	��� ��	
�� ���"� �� 	
� ����� ��	
 �

�	�	�� (
������ ������ ��	 ��	 �� 	
� ����� ��	
 � 
������)���"��� (
������ ������ �� �����*��

�� �� �� 	
� ����� ��	
 � 
������)���"��� (
������ ������ �
�� 	
� ������ �
��" �� ����������

��+�	��� ��� 	
� ��	��	 ��� �� 	
� ������ �	�	� ��� ��	 *��� ���� �
	�� 	
� �,��	 �
 � ���	

������ �������	��� -������� �� 	
� ����� ��	
 � �	�	�� (
������ ������ ��+�	��� ��� 	
� ��	��	

��� �������� 	� *��� �� 	
� ������ �	�	� ���� 	
� �,��	 �
 � ���	 ������ �
��" �������	��

#������� 	
��� �� �� 	����)�, ��	���� ��+�	��� ��� ��	��	 �	�����*�	���$� �
� ��	����	���

����	��� ��	
�� �� �������� ����� 	�"�� �����	��� �
 	
�� 
��	��� �
 	
� ����� ��	
 � �	�	��

(
������ ��������

������ �� ���	 �������� 	
� ��	 �
 � ����	� ��� ��� ����	� ����	����	� 	
� ����	��� 
�� 	�

��	��
� ����� τ � �� 	
�� �������� 
�� 	� ����
� 	
�	 	
� 
��	��� ������������ ������	��� ��

��	������

���� �� τ = 0 ��	
��
 ������ 	����	����� �
��� ��� ��	�	� ����� �	���������

�� �������� 
�� 	� ��� 	
� ����	��� 	� 	
� ����� �
 	
� ��������� �������� ��� 
��	��� ��)

��������	 ��� 	
� ������ ��	� �� ����� 	
� ��� ���
	 �
	�� 	
� ������ �
��" ����������� %� 	
��

����� 	
� �������� �
 	
� ������� ��� 
���� �
����	���*�� �� {iH , iM , iL, yH , yM , yL, vH , vM , vL}
�
��� 	
� ��������	 ����	� ��� �
 	
� 	
��� �	�	�� �
 	
�� �������.

� %� L �	�	�� 	
� ������ �
��" �� ������	� /��� 	
� ��� ����	����	 �� ��������

� %� M �	�	�� 	
� ������ �
��" �� �����	� /��� 	
� ���	��������	� ����	����	 �� ��������

�
�� �	�	� 
������ L �	�	��

� %� H �	�	�� 	
� ������ �
��" �� �����	� 0� ����	����	 �� ��������

�� �����	��� �
 	
�� ����� 	
� 
�������� � ����	� ��� ��� ����	� ����	����	� ���	 �� ��	�����.

iH > −r∗

iM > −r∗

iL = −r∗

������ ���� �� ��	
� �
�� 	�� ��
� �
������
�� ��
	�
�� ������ �� ��� ����
 �
�� �������
� ��
��� ��
����
�

��
�� ��� 
����
�� ���� 
� ���� �� ��� �
�� ��� ����� ��� �
����� �� �������� �� ��� ����
 �
�� �������
�

��
��� ��
���� ����� 
� �� 
����
����	��	� �������� ��� ��� �	��	� ��� �����	�

� ��������� �� ���� ���� ���

����� �� � ���� ��
�
� �
��
������
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���

vH > vPunish,H(vH , vL, yH , yL)

vM = vPunish,H(vH , vL, yH , yL)

vL > vPunish,L(vH , vL, yH , yL)

����� vPunish,H(vH , vL, yH , yL) ��� vPunish,L(vH , vL, yH , yL) ��� �	
�� ��


vi−1
D,H = β

[
(1− pH)viD,H + pHviD,L

]
,

vi−1
D,L = −(yi−1

D,L)
2 + β

[
(1− pL)v

i
D,H + pLv

i
D,L

]
,

yi−1
D,L =− σ (−r∗ − sL) + (Mee + σκ)

[
(1− pL)y

i
D,H + pLy

i
D,L

]
,

��� i = 1, ...,K� ����� (vKD,H , vKD,L, y
K
D,H , yKD,L) = (vH , vL, yH , yL) ��� vPunish,H = v0D,H � K 	�

��� ������ �� ���	������� �� ��	� ����� ��� ���	�	��	�� ����	�	��� ��� �	
�� ��


yH = (Mee + σκ) [(1− pH)yH + pHyL]− σ (iH − sH) ,

yM = (Mee + σκ) [(1− pH)yH + pHyL]− σ (iM − sH) ,

yL = (Mee + σκ) [(1− pL)yM + pLyL]− σ (−r∗ − sL) ,

vH = −y2H + β [(1− pH)vH + pHvL] ,

vM = −y2M + β [(1− pH)vH + pHvL] = vPunish,H(vH , vL, yH , yL),

vL = −y2L + β [(1− pL)vM + pLvL] ,

����� �� ���� iL = −r∗� ������� ��� ������� ���� ���� ����� ����� ������� yH = 0� �����

iH = σ−1(Mee + σκ)pHyL + sH ,

iM = σ−1(Mee + σκ)pHyL + sH − σyM ,

yL = (Mee + σκ) [(1− pL)yM + pLyL]− σ (−r∗ − sL) ,

vH = β [(1− pH)vH + pHvL] ,

vM = −y2M + β [(1− pH)vH + pHvL] ,

vL = −y2L + β [(1− pL)vM + pLvL] ,

vM = vPunish,H(vH , vL, yH , yL)

����� ��� � �����	��� ��� � ��������
 (iH , iM , yM , yL, vH , vM , vL)�
����� (yL, vL)� �����

�  ��� ��� !��� ����� �����	���� �� ��� ������	�� (iH , iM , yM )�

�  ��� ��� !��� ��� �	"�� �����	���� �� ��� ������	�� (vH , vM )�

#� ���� �� ����� ������� ��� ������ ��� ��
���� �����	��� ����


vH = β [(1− pH)vH + pHvL] ,

vM = vPunish,H(vH , vL, yH , yL)

$$



���� ��� �	 
�� ����
�

� �	��
	 ��	 ����	� �� ������������ �� ��� 	��������� ��
	 ���

��
�	 ��	 ����	� �� 	��������� �	 �		� �� �	���� ��	 ��

����� ���� ��	���
���	��

iH > −r∗

iM > −r∗

vH > vPunish,H(vH , vL, yH , yL)

vL > vPunish,L(vH , vL, yH , yL)

��	� τ = 0� ��	 �������	 ��
���
�	� ��  	�� �� ��	 !��� �	���� ���	� ��	 
����� ���
�

������	���� ����� ��	 ������
� �� ��	 	
����� 
����� �	�	�� �� ��	 �	�
� 	� �������� ��

��	 ���
�� ���� ��� ��	 	
�����"� ������
� ��	 ������� ���	�	��	�� �� 
������
�����

���� �� τ > 0 ��	
��
 ������ �� ����� ��� ���	��� �
��� ��� ��	�	� ����� �	���������

#� ���� �	
����� �	 ���
��� ��� �� ��
�	 ��� 
��	� �� ���
� ��	 ��
�
� ���	 ����� �� ��	 $�%

��� �� 
	��� ��	 �	���� ���	� ��	 
����� ���
� ������	����

� #� L ����	� ��	 
����� ���
� ���� ��	 	
������ ��
� ��	 $�% 
��������� �� ��������

� #� M0 ����	� ��	 
����� ���
� �� ���	��� %��� ��	 $�% ��� ����������
��� 
���������� ��	

�������� ���� ����	 ��

��� L ����	�

� #� Mi ����	 ���� i = 1 �� i = τ − 1� ��	 
����� ���
� �� ���	��� ��
� ��	 $�% 
���������

�� �������� ���� ����	 ��

��� Mi−1 ����	�

� #� Mτ ����	� ��	 
����� ���
� �� ���	��� &� 
��������� �� �������� ���� ����	 ��

���

Mτ−1 ����	�

� #� H ����	� ��	 
����� ���
� �� ���	��� &� 
��������� �� �������� '��� ������ ��� ��  	���

%� 
������
����� ��	 ��

����� 	���
��� ��� ��	���
��� 
���������� ���� �	 �����!	��

iH > −r∗

iM,τ > −r∗

iM,τ−1 = −r∗

...

iM,1 = −r∗

iM,0 = −r∗

iL = −r∗

()



���

vH > vPunish,H(vH , vL, yH , yL)

vM,τ > vPunish,H(vH , vL, yH , yL)

vM,τ−1 > vPunish,H(vH , vL, yH , yL)

...

vM,1 > vPunish,H(vH , vL, yH , yL)

vM,0 = vPunish,H(vH , vL, yH , yL)

vL > vPunish,L(vH , vL, yH , yL)

����� vPunish,H(vH , vL, yH , yL) ��� vPunish,L(vH , vL, yH , yL) ��� �	
�� ��


vi−1
D,H = β

[
(1− pH)viD,H + pHviD,L

]
,

vi−1
D,L = −(yi−1

D,L)
2 + β

[
(1− pL)v

i
D,H + pLv

i
D,L

]
,

yi−1
D,L =− σ (−r∗ − sL) + (Mee + σκ)

[
(1− pL)y

i
D,H + pLy

i
D,L

]
,

��� i = 1, ...,K� ����� (vKD,H , vKD,L, y
K
D,H , yKD,L) = (vH , vL, yH , yL) ��� vPunish,H = v0D,H � K 	�

��� ������ �� ���	������� �� ��	� ����� ��� ���	�	��	�� ����	�	��� ��� �	
�� ��


yH = (Mee + σκ) [(1− pH)yH + pHyL]− σ (iH − sH) ,

yM,τ = (Mee + σκ) [(1− pH)yH + pHyL]− σ (iM,τ − sH) ,

yM,τ−1 = (Mee + σκ) [(1− pH)yM,τ + pHyL]− σ (−r∗ − sH) ,

...

yM,k = (Mee + σκ) [(1− pH)yM,k+1 + pHyL]− σ (−r∗ − sH) ,

...

yM,1 = (Mee + σκ) [(1− pH)yM,2 + pHyL]− σ (−r∗ − sH) ,

yM,0 = (Mee + σκ) [(1− pH)yM,1 + pHyL]− σ (−r∗ − sH) ,

yL = (Mee + σκ) [(1− pL)yM,0 + pLyL]− σ (−r∗ − sL) ,

��



���

vH = −y2H + β [(1− pH)vH + pHvL] ,

vM,τ = −y2M,N + β [(1− pH)vH + pHvL] ,

vM,τ−1 = −y2M,τ−1 + β [(1− pH)vM,τ + pHvL] ,

...

vM,k = −y2M,k + β [(1− pH)vM,k+1 + pHvL] ,

...

vM,1 = −y2M,1 + β [(1− pH)vM,2 + pHvL] ,

vM,0 = −y2M,0 + β [(1− pH)vM,1 + pHvL] ,

vL = −y2L + β [(1− pL)vM,0 + pLvL] ,

vM,1 = vPunish,H(vH , vL, yH , yL)

������� 	
� ���	��� 
��� ���� ����� �
��	 ��	��	 �	�
�����	���� yH = 0� ����� yH = 0� ��
�
	���

iH = σ−1(Mee + σκ)pHyL + sH ,

iM,τ = σ−1(Mee + σκ)pHyL + sH − σ−1yM,τ ,

yM,τ−1 = (Mee + σκ) [(1− pL)yM,τ + pLyL]− σ (−r∗ − sH) ,

...

yM,k = (Mee + σκ) [(1− pL)yM,k+1 + pLyL]− σ−1 (−r∗ − sH) ,

...

yM,1 = (Mee + σκ) [(1− pL)yM,2 + pLyL]− σ (−r∗ − sH) ,

yM,0 = (Mee + σκ) [(1− pL)yM,1 + pLyL]− σ (−r∗ − sH) ,

yL = (Mee + σκ) [(1− pL)yM,0 + pLyL]− σ (−r∗ − sL) ,

���

vH = β [(1− pH)vH + pHvL] ,

vM,τ = −y2M,τ + β [(1− pH)vH + pHvL] ,

vM,τ−1 = −y2M,τ−1 + β [(1− pH)vM,τ + pHvL] ,

...

vM,k = −y2M,k + β [(1− pH)vM,k+1 + pHvL] ,

...

vM,1 = −y2M,1 + β [(1− pH)vM,2 + pHvL] ,

vM,0 = −y2M,0 + β [(1− pH)vM,1 + pHvL] ,

vL = −y2L + β [(1− pL)vM,0 + pLvL] ,

vM,1 = vPunish,H(vH , vL, yH , yL)

�� ��� ������� ��� (yL, iH , iM,τ )� {yM,i}τi=0� (vH , vL) ��� {vM,i}τi=0� 2(τ+1)+5 ��������

��



�� 2(τ + 1) + 5 ��������	


���		 (yL, vL)
 �
���

� ���� �
� ��	� τ + 3 ��������	� �� ��� ��������� (iH , iM,τ ) ��� {yM,i}τi=0


� ���� �
� ��������	 ��� vM,i ��� vL �τ+2 ��������	�� �� ��� ��������� vH ��� {yM,i}τi=0


�
��� �� ���� �� �
��� �
��
�� �
� ��������� ��� ��������	 
����

vH = β [(1− pH)vH + pHvL] ,

vM = vPunish,H(vH , vL, yH , yL)

�
�� �	� �� ��� ��	������ ������ �
� 	�	��� �� ��� �������	 �� ��� ��������	
 ���� ���

	�� � �
� 	�	��� �� ��������	� �� ���� ��  ����� �
� ��������� τ + 4 �����������	�

iH > −r∗

iM,τ > −r∗

vH > vPunish,H(vH , vL, yH , yL)

vM,τ > vPunish,H(vH , vL, yH , yL)

...

vM,1 > vPunish,H(vH , vL, yH , yL)

vL > vPunish,L(vH , vL, yH , yL)

!� �
�	� ���������� ���	������	 ��� 	���	���� �
�� �� 
� � �
� ���
� τ ��� "������ ��  ����� �
�


�	���� ����"������� �		��"����
 ��
����	�� �� ��#�	� τ ��� 	�� � �
� 	�	��� �� ��������	

��	������ ��� � �����


���������	� ��������	 
����


$�%�� �� ������ �
� ����&��������� ���
�� �� 	�� � �
� ����� ����������� ��� 	��� ���

N	 �
�� �
� 	������� �	 ��� 
�	����&����"������
 '� �	� �
� ���� �
�� �
� "����� ��������	

��� (�� ��� � �
� �
��	
��� �� �
� )������� �����"���� φ̃ ��
��
 �	 �
� ���� ���������	 	����

 ������� �� �
� ������ ��� ���
 	����
 *���
�� 	"������� �
� ��������� � ��������� ���
��

����	 �	 ������	
 ���	�� ������ �
� "����� ��������	 �	 �� ��� �� 	�� � ��� ������	 �� �
�

���"�� ���  ���� (ȳH , v̄H , ȳL, v̄L) ��� �
� �
��	
��� (φ̃∗
H , φ̃∗

L) �
�� �
� "����� �������� �	

(�� ��� �
� ������� "�����+	 	����  ������� φ̃ �	 ������ ��� ��� ���
 	����
 �
��� �� �	� �
�

����������� ���������	 �� �"���� �
� "����� ��������	 ���� ��� φ̃ < φ̃∗
 '� ������� �
�	 "����		

����� �
� "����� ��������	 ��� ����


���������	 ��� �
� ������	
 ���	� �� ���� �� �	� �
� ���� �
�� �
� ��������� ��������	 
���

�� �
� ��� 	���� s = sL ��� � 	�,������� 
��
 )������� �����"���� φ̃�

ȳL = (Mee + κσ) (pLȳL + (1− pL)ȳH) + σ(r∗ + sL),

V̄L = −ȳ2L + βpLV̄L + β(1− pL)V̄H .
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���� ��� ��� 	
��
� ��
 ���
� yL = ȳL ��
 VL = V̄L ��� �	������ �� ��� �
����� ����	


�����
���� 	� ��� ���
� 	� φ̃� ���� �� ��� ���� ���� ��� ���� ����	
 �� �� ��� ���� ����� s = sH

��
 ��� �
������������ �	�������� ���� �� ���
���� ����� ��� ���� ����	
�� 	
��
� ��
 ���
�

�� ��� ���� ����� ��� ���	 �	������� ��
 ����� ��

ȳH = (Mee + κσ)
(
pHy(φ̃∗∗, sL) + (1− pH)y(φ̃∗∗, sH)

)
+ σ(r∗ + sH),

V̄H = W (sH) = −ȳ2H + βpHV (φ̃∗∗, sL) + β(1− pH)V (φ̃∗∗, sH),

����� φ̃′ = φ̃∗∗ �� ��� ���
� 	� ��� ���	 ����	
� ����
� �������� �
�������� ����� ��� �
������

������� �	�������� �� ���
��� �� ��� ���� ����	
� ����� �� ���	 ��	�� �	 �� �	������� �����

� 
���	�� ��� �� �	���
 �	� (ȳH , V̄H , φ̃∗∗) ������ ��� �	���� �
����	�� y(φ, s) ��
 V (φ, s) ��

������ !��� �� ���� (ȳH , V̄H)� �� ��� ���	 �	��
�� (ȳL, V̄L)�

����� ��� φ̃∗
H ��� ������	�
 	� ��� �������� �
�������� ��	�� ����� ��� 	
��
� ��
 ���
�

�� ��� ���� ����� �� �	������� ������ ��� �	���� �
����	� φ̃′(φ̃, s) �� ������ �
�� � ������	�


�
�� ������� φ̃∗∗ = φ̃′(φ̃∗
H , sH)� "��	� ��� φ̃∗

L �� ��� ������	�
 	� ��� �������� �
�������� ��	��

����� ��� 	
��
� ��
 ���
� �� ��� �	� ����� ��� �	������� "� ��� #�$ ������ ���
� �� ���

�	� ������ �� ���� ��� �	��	���� � 
���	� ��	� ��� %����	�
�� �	�
���	�

φ̃∗
H = −ȳL + β−1(Mee + κσ)φ̃∗

L.

������	�� �� 	����� φ̃∗
L =

β(φ̃∗
H+ȳL)

Mee+κσ � ���� �� 
�� ��� � 
������
� �	�
���	�� �	 
�
��� ���

�	���� �
����	�� �� ���� ���
 �	��� 	� φ̃� �
� �� 
	 �	 	��� �	� φ̃ < φ̃∗
H �� ��� ���� �����

��
 �	� φ̃ < φ̃∗
L �� ��� �	� ������ ��� #�$ ��� 	� ��� �	� ���
 �� ��� ���� ����� �&��� ���

	� ����� ������� ��� #�$ ������ ���
� �� ��� �	� ����� �&��� ������ '� ���	 ��	� ���� ���

�
������������ �	�������� �� ������ ������ ����� �� ������� �����
� �	 ��� � �	�������� ���
���

'��� φ̃ �� ��	�� ��� ������	�
� �� ��� y = ȳH � φ̃
′ = φ̃∗∗� ��
 V = V̄H �	� φ̃ ≥ φ̃∗

H �� ���

���� ������ ��
 y = ȳL� φ̃
′ = −ȳL + β−1(1 + κσ)φ̃� ��
 V = V̄L �	� φ̃ ≥ φ̃∗

L �� ��� �	� ��������

!��� �� 
�
��� ��� �	���� �
����	�� y(φ̃, s)� φ̃′(φ̃, s)� ��
 V (φ̃, s)� �� ���	 ����� ��� ���
� 	�

�������� W (s)�

'��� ��� ��������� ���
�� �� 
�� ������ �	� N � ��� ���������� �
������� �	�
��	�� ���

��������� �	� 12 ≤ N ≤ 59 ������� ��� 	������� �
������� �	�
��	�� ��� �	��
��
 �	� N ≥ 39�

$��	� N < 12� 	��� ��� ����	�����
����
��� ���������� �	�
��	�� ��� ���������� (	�� ���� ���

���������� �	�
��	�� ��� ����
 	��� ���� N �� �	�� �� ��� ���
����	� 	� ����	�� ��
����
����

�� ��	����
 	��������� ��� ��� ������� ��� ���������� �	�
��	� ��
 ��� �
������� �	�
��	� ��

�� �	�� )�))*+ �	� N ≤ 24� "��	� ��� ��� ������� ��	 �
������� �	�
��	�� �� �� �	�� )�)),+

�	� 39 ≤ N ≤ 59�

������ ���� φ̃∗
L ��� 	� 	�
�� ��
�� �� ��� yL = ȳL 
���
�
��� �� φ̃ �� ��� 
�� ����� ��� ��� ��
����� ��

�����
��������������
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� ����� ��	
 � �	�	�
 ����� ����	���
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���
 
���
����

V0 = −E0

∞∑
t=0

βt
(
π2
t + λy2t

)
,

������� ��

πt = κyt + β̃Etπt+1, ����

r̃t = β̃−1πt − β̃−1(κ+ σ−1β̃)yt ≥ −r∗ − σ−1st, ����

Vt = −Et

∞∑
j=0

βj
(
π2
t+j + λy2t+j

) ≥ W (st), ����

��
 ��� t ≥ 0� Mpc ≤ 1.0 �� � ��
�
���
 ����� ����� �� ���� ��� � � �� !�
� ��� ��� !�"
��
�� ��
��
!#����� " ���� $��� ���� ��� 
�"��#�� ! ��!� �� %&����� �'� �� ����� �! �	 ���
������ ��
��� �� ��� %���
 �&����� ( −σ−1yt = r̃t−Etπt+1 � ! %&����� �)�( ���
� �� !�* �
r̃t ≡ it − σ−1st � ! β̃ ≡ βMpc� ��� �����( st( ������� ���#����� +�
��� ���� ( st ∈ {sH , sL}
���
� sH > sL� �
� ����� �
��������	 
��
�� �� "��� �� P =

[
1− pH pH
1− pL pL

]
, ���
� pH ��

��� �
�&�� �	 �� ��� �
���� � ! pL �� ��� ��
����� �� �� ��� �
����� W (st) �� ��� ����� � !�
 ���
����
�� !���
���� �
	 �����	�

��� ������	
�� ���
�	�� ��� ��� �	�
���	����� �
�
���� ��� ,-. �� ����� � ���
��"�/ �

�� �����( φH = 0( � ! ��� ,-. �� �� !� " � ��� ���/�
���� �����( φL = φ > 0
� ! r̃L = −r∗ − sL� ����( ��� �&�����
��
 �� !���� � ����
�

λyH + κπH = 0,

πH = κyH + β̃ ((1− pH)πH + pHπL) ,

πH = (κ+ σ−1β̃)yH + βr̃H ,

λyL + κπL + σ−1β̃φ = 0,

πL = κyL + β̃ ((1− pL)πH + pLπL) ,

πL = (κ+ σ−1β̃)yL + βr̃L.

����� �&����� � �� �� �����! ��
 (yH , πH , r̃H , yL, πL, φ)�

0�
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L ≡ E0

∞∑
t=0

βt
{−π2

t − λy2t

+2φ1t

(
−κyt + πt − β̃Etπt+1

)
+ 2φ2t

(
πt − (κ+ σ−1β̃)yt

)

+ψt

⎛
⎝−Et

∞∑
j=0

βj
(
π2
t+j + λy2t+j

)−W (st)

⎞
⎠
⎫⎬
⎭ ,

= E0

∞∑
t=0

βt
{
−Ψt

(
π2
t + λy2t

)
+ 2φ1t (−κyt + πt)− 2Mpcφt−1πt + 2φ2t

(
πt − (κ+ σ−1β̃)yt

)
− ψtW (st)

}
,

����� Ψt = ψ−1+ψ0+...+ψt < ∞ 	
 ��� 
�� �� ��� �������� ����	��	��
 �� ��� 
�
��	���	�	�


���
���	��� ��� ���
 ��� �	��� �


∂yt : −λΨtyt − κφ1t − (κ+ σ−1β̃)φ2t = 0,

∂πt : −Ψtπt + φ1t −Mpcφ1t−1 + φ2t = 0.

������	�	�� ��� �����	��
 �
 Ψt� �� ����

− λyt − κφ̃1t − (κ+ σ−1β̃)φ̃2t = 0,

− πt + φ̃1t − ztMpcφ̃1t−1 + φ̃2t = 0,

����� φ̃1t = φ1t/Ψt� φ̃2t = φ2t/Ψt� ��� zt = Ψt−1/Ψt ∈ (0, 1]� ���  ���
�! ���!���"��
����	�	��
 #  ��
$ ��
� �� 
��	
%�� �
 ����

φ2t (it − iELB) = 0,

φ2t ≥ 0,

ψt (Vt −W (st)) = 0,

ψt ≥ 0.

��� 	�	�	�� ����	�	��
 �� ��� �������� ����	��	��
 ��� 
��� ���� φ1,−1 = φ2,−1 = 0 ���

ψ−1 = 1� ��	�� 	���	�
 φ̃1,−1 = φ̃2,−1 = 0 ��� Ψ−1 = 1�

�	���� &' 
���
 ��� �
���	� �� ��� ������
 ����� ��� ��(� ��� �)(� ��� �*(
 �	��

N = [60, 120,∞]� ��� �
���	�
 �� ��� ������
 ����� ��� ��( ��� ��� �)( ��� ���
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