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要　旨
本稿では、金融機関の統合リスクの計測手法について分析を行う。市場・信
用といったリスク・カテゴリー間のリスク合算手法については、従来から多く
の研究が行われているが、標準的な計算手法はまだ確立されていない。統合リ
スクを把握する上では、ストレス状況を想定するとともに適切な分散効果を
考慮することが重要である。具体的な計算手法として、近年では、コピュラを
用いたリスクの合算方法の研究が盛んであり、金融機関の実務でも使用されつ
つある。本稿では、コピュラを用いたリスク合算に焦点を当て、ヴァイン・コ
ピュラと呼ばれるリスク・ファクターのペアごとに依存関係を定める手法と実
務で一般に使用されている楕円コピュラ（正規コピュラ、tコピュラ）を用いた
手法から算出されるリスク量の比較分析を行う。実務では、保守的なリスク量
を算出するために、裾依存性の強い自由度 3の tコピュラを用いていることが
多いが、本稿の分析を通じて、自由度 3の tコピュラでも、対象のポートフォ
リオ構成によっては、必ずしも保守的なリスク量を算出するとは限らないこと
を示す。
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1. はじめに

金融機関では、信用リスク、市場リスク、オペレーショナル・リスクといったさ
まざまなカテゴリーの金融リスクを管理している。実務におけるリスク管理では、
個別カテゴリーのリスク管理に加え、金融機関全体のリスクも管理する必要があ
り、各金融機関では各カテゴリーのリスクを合算した統合リスクを算出し、モニタ
リングを行っている。従来から、統合リスクの計算手法については、多くの研究が
行われているが、標準的な計算手法はまだ確立されていない。
最も簡便な統合リスクの算出方法として、算出された個々のリスクを単純に足し
上げるという手法があるが、この手法は分散効果をまったく考慮しないため、ポー
トフォリオの分散によって軽減したリスクを評価することができないという欠点が
ある。分散効果とは、エクスポージャーの数や集中度、各エクスポージャー間の相
関の影響により、リスクを減少させる効果のことである。一般的に、リスク・カテ
ゴリー間に負の相関がある場合、一方のリスク・カテゴリーでの損失が、他方のリ
スク・カテゴリーの収益で相殺されるため、合算した損失は小さくなりリスクを減
少させる。限られた資本の中で、効率的にリスク資本を管理するには、この分散効
果を適切に把握することが非常に重要である。分散効果を考慮した方法として最も
使用されている手法は、分散共分散法である。分散共分散法は、各リスク・カテゴ
リーの損益分布に正規分布を仮定した上で、リスク・カテゴリー間の組合せに一定
の相関行列を想定し、それを用いて計算する方法である。計算方法が単純で実務で
の使用も容易というメリットがある一方で、実際の各リスク・カテゴリーの損益分
布は分散共分散法の前提である正規分布からファットテイル性、歪み等の観点で大
きく乖離することが多く、分散共分散法を用いた統合リスクは誤ったリスクを算出
する可能性がある。
そこで、近年、コピュラを用いたリスクの合算方法が研究されている。コピュラ
は変量間の依存関係を数値ではなく、関数で表現できるため、柔軟な依存関係を
記述できる。また、コピュラは周辺分布と分布間の依存構造を分離して表現でき
るため、分散共分散法の欠点であった損益分布の正規性の仮定が不要となる。コ
ピュラを用いたリスクの合算方法の既存研究をいくつか紹介する。Brockmann and

Kalkbrener [2010]は、実務における金融機関のリスク資本算出のフレームワークを
紹介し、市場リスク、信用リスク、オペレーショナル・リスク、ビジネス・リスク
といった多変量のリスクの合算に楕円コピュラ（正規コピュラ、tコピュラ）を用
いる方法を提案した。吉羽［2013］は、ストレス状況でのリスク評価が重要である
とし、ストレス状況時における依存構造を推定し、リスクの合算を行った。このよ
うに、リスクの合算では、リスク・カテゴリー間における裾での依存関係の把握が
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重要となる。例えば、株式と信用のポートフォリオの場合、株価の下落と企業の業
績悪化には、一般に正の相関があり、ストレス時（リーマン・ショック等）には依
存関係がより強まるため、依存構造を推定した場合、裾依存の強いコピュラが選択
される。一方で、株式と債券のポートフォリオには、通常は負の相関があり、株価
の下落時に、債券価格が上昇する分散効果があるが、ストレス時には株価の下落と
債券価格の下落が同時に起こるという、通常時とは異なる相関がみられるため、ス
トレス時の依存構造の推定にはこの特徴を取り込む必要がある。

2変量の場合、吉羽［2013］のように変量間の依存構造に合わせて、2変量コピュ
ラを当てはめ、ストレス状況を適切に把握したリスクの合算が可能となるが、3変
量以上になると 1つのコピュラでは、ストレス時のような複雑な依存関係を捉える
ことが難しいと考えられる。例えば、株式と信用のポートフォリオの場合、ストレ
ス時により裾での依存関係が強まるコピュラを選択する必要がある。一方、株式と
債券のポートフォリオではストレス時に通常時と符号が異なる相関を捉える必要が
あるにもかかわらず、裾での依存関係が強いコピュラを選択すると、過度に分散効
果を高め、非保守的なリスクを算出してしまう可能性がある。リスク管理の実務に
おいて、正規コピュラと自由度 3の tコピュラがよく使われているが、自由度 3の
tコピュラは、裾での依存性が強いため、平時に株価と債券価格の変動に負の相関
が観察されることを受けて、株式と債券のリスク合算では過度に分散効果を高めて
しまう可能性がある。
そこで、近年、多変量の依存関係の表現方法として研究が進んでいるヴァイン・
コピュラの適用を試みる。ヴァイン・コピュラは、各変量のペアごとに依存関係を
選択し、多変量のリスク・ファクターの依存関係をモデル化するものであり、これ
により各ペアにおけるリスク合算が適切な分散効果を持つように調整されることが
期待できる。また、ストレス時の裾での依存関係が異なる場合にも、ペアごとに依
存関係をうまく捉えているため、誤ったリスク量を算出する可能性が低いと考えら
れる。
ヴァイン・コピュラは、3変量以上の依存関係を表現するために用いられる手法
で、近年、本邦の金融データを用いた研究が進んでいる。野澤［2010］は、金融市場
混乱期における日本のクレジット債券市場に対し、ヴァイン・コピュラを適用し、
変量間の依存構造を明らかにした。また、川口・山中・田代［2014］は、与信ポー
トフォリオにヴァイン・コピュラを適用し、分布の裾における業種間の相関構造を
より詳細に表現した信用リスク評価のモデルを提案した。この他、日本の株式市場
を対象に実証分析を行った岩永［2015］がある。しかし、野澤［2010］、川口・山
中・田代［2014］、岩永［2015］のいずれの状況においても、どの変量間の相関関係
も正の場合だけを想定しており、株式と債券、株式と信用のように、ペアによって
ストレス時の相関関係の符号が異なる場合を想定したリスク合算の研究は少ない。
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本稿では、コピュラを用いたリスクの合算に焦点を当てて分析を行う。実務で多
変量のリスクの合算に使用されている楕円コピュラ（正規コピュラ、t コピュラ）
とヴァイン・コピュラを用いたリスクの合算を行い、ヴァイン・コピュラを用いた
リスクの合算方法の有効性を検証する。
以下、2節では合算対象のリスク・カテゴリーの日本と米国における個別のリス
ク量を算出し、周辺分布の特徴について整理を行う。3 節では、本稿で使用する
ヴァイン・コピュラの概要およびリスク量算出に必要な乱数の発生方法について説
明する。4節では、日本と米国における各変量間の依存構造を推定する。また、推
定したコピュラを用いてリスク量を算出し、分析を行う。5節では、得られた結果
を整理し、今後の課題を述べる。

2. 各リスク・カテゴリーのリスク量

本節では、リスク・カテゴリーの日本と米国における個別のリスク量の算出を行
う。合算対象のリスクは、株式リスク、債券（金利）リスク、信用リスクの 3カテ
ゴリーとし、保有期間は 1 週間とする。株式、債券のリスク・ファクターの分布
は、吉羽［2013］を参考に非対称 t分布を採用する。信用リスクは、Brockmann and

Kalkbrener [2010]でも使用されている Vasicek [2002]の損失分布を採用する1。各リ
スク・カテゴリーに対するエクスポージャーは、大手邦銀のポートフォリオ比率を
参考に、株式（日本 380億円、米国 190億円）、債券（日本 2,420億円、米国 780億
円〈5年割引債〉）、信用（日本 1,494億円、米国 603億円）2 とし、観測期間は 10年
間（2005年 4月～2015年 3月）とする。上記前提のもとで算出した各リスク・カ
テゴリーの信頼水準 99％のバリュー・アット・リスク（Value at Risk：VaR）は図
表 1のとおりである。

図表 1 各リスク・カテゴリーのリスク量

..................................
1 各分布のパラメータ、形状については、補論 1を参照。
2 ここでは、デフォルト時損失率（Loss Given Default：LGD）を勘案したエクスポージャーとし、VaR
算出においては、LGD=100％として計算する。
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3. ヴァイン・コピュラ

（1） 概要

以下では、本稿で取り上げるヴァイン・コピュラについて、ヴァイン・コピュラの構
築法を論じた Aas et al. [2009]や、ヴァイン・コピュラを本邦株式市場に応用した岩
永［2015］を参考にその概要を述べる。一般に 3次元確率ベクトル (X1, X2, X3)の同
時分布関数は、3変量コピュラ C1,2,3(·, ·, ·)と周辺分布関数 F1(·), F2(·), F3(·)を使って、

F(x1, x2, x3) = C1,2,3(F1(x1), F2(x2), F3(x3)), (1)

と表現でき、(1)式から同時密度関数は、

f (x1, x2, x3) = c1,2,3(F1(x1), F2(x2), F3(x3)) f1(x1) f2(x2) f3(x3), (2)

と書ける。ここで、c1,2,3(u1, u2, u3) = ∂3C1,2,3(u1 ,u2,u3)
∂u1∂u2∂u3

はコピュラ密度関数、

f1(·), f2(·), f3(·) は、それぞれ F1(·), F2(·), F3(·) の密度関数である。一方で、同
時密度関数 f (x1, x2, x3)は、条件付確率を使って分解すると、

f (x1, x2, x3) = f3(x3) f2|3(x2|x3) f1|2,3(x1|x2, x3), (3)

と書ける。ここで、(3)式の右辺の f2|3(x2|x3)については、第 2変量と第 3変量の同
時密度関数に対して、(2)式の考え方と、2変量のコピュラ密度 c2,3(u2, u3)を使って、

f2|3(x2|x3) = c2,3(F2(x2), F3(x3)) f2(x2),

と書ける。一方、 f1|2,3(x1|x2, x3)は、第 2変量を所与とした第 1変量と第 3 変量の
同時密度関数に対して、(2)式の考え方と、第 2変量を所与とした第 1変量と第 3

変量の条件付コピュラ密度 c1,3|2(u1, u3)を使って、

f1|2,3(x1|x2, x3) = c1,3|2(F1(x1|x2), F3(x3|x2)) f1(x1|x2)

= c1,3|2(F1(x1|x2), F3(x3|x2))c1,2(F1(x1), F2(x2)) f1(x1),

と書けるので、同時密度関数は、

f (x1, x2, x3) = c1,3|2(F1(x1|x2), F3(x3|x2))c1,2(F1(x1), F2(x2))

× c2,3(F2(x2), F3(x3)) f1(x1) f2(x2) f 3(x3), (4)
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となる。(4) 式のように、一般に 3 次元以上の同時密度関数についても、条件付
2次元コピュラ密度関数、2次元コピュラ密度関数、周辺密度関数の積で表現でき
る。この表現は変量数が多くなると、その表現の数も飛躍的に増えるため、どの
ペアを使って 2次元コピュラを構成するかが非常に重要となる。

（2） ヴァイン・コピュラの構成

2 次元コピュラ密度関数を使ったヴァイン・コピュラの表現を整理するため
に、一般によく使われる正則ヴァイン（Regular Vine）について説明する。ヴァイ
ン（vine）は、グラフ理論の概念である。ある集合の要素を頂点で表し、そのう
ち相異なる 2 つの頂点が辺で結ばれた図形を考える。これらの辺で結ばれた図形
が閉じた路を持たないとき、頂点集合と辺集合を合わせたものを木（tree）と呼
ぶ。n個の要素 {1, 2, . . . , n}上の正則ヴァイン V とは、木 Ti (i = 1, 2, . . . , n − 1)の列
V = (T1, T2, . . . , T n−1)で、以下の条件を満たすものである。

(i) T1は N1 = {1, 2, . . . , n}を頂点集合、N1 ×N1 の部分集合 E1を辺集合とする木
である。

(ii) i = 2, . . . , n− 1に対して、Tiは、Ni = Ei−1を頂点集合、Ni × Ni の部分集合 Ei

を辺集合とする木であり、頂点の数は n + 1 − i、辺の数は n − iである。
(iii) Ti において辺で連結される頂点は、Ti−1において隣接する辺（1つの頂点の

み共有する辺）でなければならない。

本稿では、この正則ヴァインの特別なケースである C-ヴァイン（Canonical Vine）
と D-ヴァイン（Drawable Vine）を使用する。C-ヴァインは、図表 2のように特定の
変数が各変数間の相互依存関係の中心となる正則ヴァインである。D-ヴァインは、
図表 3のようにどの木 Ti (i = 1, 2, 3)においてもある頂点が辺で連結している、頂
点は高々 2つの正則ヴァインである。

図表 2 4変量の C-ヴァイン
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図表 3 4変量の D-ヴァイン

3変量正則ヴァインの表現は、C-ヴァインと D-ヴァインのみで表現でき、かつ C-

ヴァインと D-ヴァインは同じ表現となるため、組合せ総数は 3通りである。4変量
正則ヴァインの場合も、C-ヴァインと D-ヴァインのみで表現でき、組合せの総数は、
C-ヴァインと Dヴァインでそれぞれ 12通りずつ存在する。5変量以上の正則ヴァ
インでは、C-ヴァインと D-ヴァインのみで表現できず、またその組合せの総数は、C-

ヴァインとD-ヴァインで 60通りずつ、その他に 360通りと変量数に応じ、飛躍的に
組合せの数が増えるため、ヴァイン・コピュラのペアの表現に注意する必要がある3。
ヴァイン・コピュラの構築では、第一階層のペアとその依存関係の強さが全体の
コピュラの構造に大きな影響を与えることから、Dißmann et al. [2013]は順位相関
係数であるケンドールの τの絶対値の和が大きくなるようにペアを構築することを
提案している。本稿でも Dißmann et al. [2013]の方法に従って、正則ヴァインに対
するリスク・カテゴリーのペアを構築する4。ケンドールの τは、確率変数 (X1, X2)

に対して、(5)式のように定義される5。

τ(X1, X2) = E[sign((X1 − X̃1)(X2 − X̃2))]. (5)

ここで、(X̃1, X̃2)は (X1, X2)の独立な複製である。

また、実際にサンプルデータ (xi1, xi2), i = 1, . . . , n が与えられた場合、ケンドー
ルの τは (6)式で算出される6。

τ =
2

n(n − 1)

×
∑

1≤i≤ j≤n

[I((xi1 − x j1)(xi2 − x j2) > 0) − I((xi1 − x j1)(xi2 − x j2) < 0)]. (6)

..................................
3 Morales-Nápoles [2010]で、n変量の場合の正則ヴァインの組合せの総数は n!

2 × 2( n−2
2 ) 通りと示されて

いる。また、Aas et al. [2009]で、C-ヴァインと D-ヴァインは、 n!
2 通りずつであると示されている。

4 本稿では全体のコピュラの赤池情報量規準（Akaike Information Criterion：AIC）を最小にする推定を
試みているが、後述のとおり Dißmann et al. [2013]の方法が必ずしも AICを最小にするとは限らない
点は注意が必要である。詳細は補論 5を参照。

5 sign Aは、A > 0ならば 1、A < 0ならば −1を値とする関数。
6 I(A)は、条件 Aが成立している場合に 1、成立していない場合に 0となる関数。

43



（3） ペア・コピュラの推定および乱数の発生方法

本稿におけるヴァイン・コピュラを用いた多次元分布の推定には、先行研究でも
使用されているように、ペアごとに各コピュラのパラメータを最尤推定し、AICが
最小のコピュラを選択する。また、選択したコピュラに従う乱数の発生には、Aas

et al. [2009]を参考に、条件付分布関数を用いてヴァイン・コピュラに従う一様乱数
を発生させる。乱数発生の基本的なアイディアは逆関数法であり、条件付分布関数
を用いて発生させたヴァイン・コピュラに従う一様乱数を各周辺分布の逆関数に代
入することにより、各周辺分布に従う乱数を生成する。まず、Aas et al. [2009]にな
らい、(7)式のように条件付分布関数を h関数として定義する。コピュラ C(u, v, θ)

に従う一様乱数 (u, v)に対し、vを所与としたときの、uの分布関数 F(u|v)は、

F(u|v) =
∂C(u, v, θ)
∂v

=: h(u, v, θ), (7)

と書ける。ヴァイン・コピュラに従う乱数は、この h関数とその逆関数を用いて発生
させる。ここでは、具体例として、3変量のヴァイン・コピュラに従う乱数 (x1, x2, x3)

の発生方法を述べる。まず、独立な一様乱数 (w1,w2,w3)に対し、x1 = w1 とする。
次に、x1 を所与としたとき、F(x2|x1) = h(x2, x1, θ11)なので、x2 = h−1(w2, x1, θ11)と
なる。θ11 はペア (x1, x2)に適用したコピュラのパラメータである。最後に、(x1, x2)

を所与としたとき、条件付分布関数は

F(x3|x1, x2) = h{h(x3, x1, θ12), h(x2, x1, θ11), θ21},

となるため、x3 = h−1[h−1{w3, h(x2, x1, θ11), θ21}, x1, θ12] となる。4 変量以上の場合、
C-ヴァインと D-ヴァインでヴァインの表現が異なるため、乱数発生のアルゴリズ
ムも異なる。また、4変量以上のヴァイン・コピュラの乱数発生方法は、Joe [2014]

で詳しく説明されている。

4. 統合リスク算出

（1） コピュラの選択

以下では、統合リスクの算出のために、各リスク・ファクターの依存構造を考察
する。ここでは、先行研究でよく使用されている楕円コピュラとヴァイン・コピュ
ラを用いて、依存構造の考察を行う。
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図表 4 各リスク・カテゴリーの代理変数

コピュラの選択に当たり、多変量の楕円コピュラには、正規コピュラと tコピュ
ラを用いる。ヴァイン・コピュラに使用するペア・コピュラには、上下対称の依存
関係を表現できる 2変量の楕円コピュラ（正規コピュラ、tコピュラ）、混合正規コ
ピュラ、混合 t正規コピュラ（自由度 3および 5）と上下非対称な依存関係を表現
できるアルキメディアンコピュラ（クレイトン、グンベル、フランク）、BB1コピュ
ラ、および Patton [2006]で提案された SJCコピュラを使用する7。依存構造を推定
するために必要な各リスク・カテゴリーの代理変数（リスク・ファクター）は、図
表 4のとおりとし、株価の変動は対数階差、債券金利とクレジット・デフォルト・
スワップ（Credit Default Swap：CDS）の変動には階差を使用する。本稿では、コ
ピュラのメリットの 1つであるリスク・カテゴリーの周辺分布と依存関係を別々に
考慮できる点を活かし、周辺分布にはリスク・ファクターの経験分布を当てはめ、
最尤法を用いてパラメータの推定を行う。また、コピュラの選択は、3節の手法に
従い、AICが最小のコピュラを選択する。

イ. 日本（過去 10年間：2005年 4月～2015年 3月）
（イ） 楕円コピュラを用いた推定
図表 5は楕円コピュラを用いて日本の相関行列を推定した結果である。相関行列
に注目すると、株価と債券金利には正の相関、株価と CDSには負の相関があるこ
とが分かる。正規コピュラと tコピュラを比較した結果、tコピュラの対数尤度が
大きく、AICは低くなった。しかし、tコピュラの自由度は 12.64と高く、リスク・
ファクター間の裾の依存性はそれほど高くないと考えられる。

（ロ） ヴァイン・コピュラを用いた推定
ヴァイン・コピュラの表現は、ケンドールの τの大きさに従って、図表 6のとお
り、株価を中心としたリスク・ファクターのペア構造が生成された。このペアに対
し、各ペア・コピュラを推定する。
推定の結果、第一階層では、金利―株価、CDS―株価の両方のコピュラに t コ
ピュラが選択され、第二階層では反転クレイトンコピュラが選択された。各ペアで
裾依存係数の異なるコピュラが選択されたことは、ペアごとに裾での依存関係が
..................................
7 各コピュラの詳細および h関数は、それぞれ補論 2、補論 3を参照。
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異なっていると考えられる。また、楕円コピュラとヴァイン・コピュラの対数尤度
と AICを比較すると、ヴァイン・コピュラの尤度が最大となり、AICも最小となっ
た。選択された第一階層のコピュラとサンプルデータのヒストグラムは図表 A-7

図表 5 楕円コピュラ（日本）

備考：相関行列は第 1 成分：株価、第 2 成分：金利、第 3 成分：CDS とする（以下同様）。

図表 6 ヴァイン・コピュラ（日本）
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（補論 4）のとおりである。

ロ. 米国（過去 10年間：2005年 4月～2015年 3月）
（イ） 楕円コピュラを用いた推定
図表 7は楕円コピュラを用いて米国の相関行列を推定した結果である。相関行列
に注目すると、米国におけるリスク・ファクター間の相関は日本におけるリスク・
ファクター間の相関係数より大きいことが分かる。また、日本における推定結果と
異なり、tコピュラの自由度は 4.31と低く、リスク・ファクター間の裾での依存性
が高いことが分かる。

（ロ） ヴァイン・コピュラを用いた推定
日本と同様にリスク・ファクター間のケンドールの τを基に、構成したペアは図
表 8のとおりである。
リスク・ファクターのペア構成については、日本と同様に株価を中心として、金
利―株価と CDS―株価のペアが選択された。第一階層では、金利―株価のペア・
コピュラは反転グンベルコピュラ、CDS―株価のペア・コピュラは、tコピュラが
選択され、第二階層のペア・コピュラも tコピュラが選択された。楕円コピュラと
ヴァイン・コピュラの対数尤度と AICを比較した結果、米国においても、ヴァイ
ン・コピュラの対数尤度が最大になり、AICは最小となった。選択された第一階層
のコピュラとサンプルデータのヒストグラムは図表 A-8（補論 4）のとおりである。

図表 7 楕円コピュラ（米国）
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図表 8 ヴァイン・コピュラ（米国）

（2） シミュレーション結果

以下では、4節（1）で推定したコピュラを用いてリスクの合算を行う。ここでは、
楕円コピュラ（正規コピュラ、tコピュラ）を用いたリスクの合算とヴァイン・コ
ピュラを用いたリスクの合算を行う。
コピュラを用いて統合 VaRを算出する方法を説明する。本稿では、統合 VaRを
モンテカルロ・シミュレーションにより算出する。まず、楕円コピュラ（正規コ
ピュラ、tコピュラ）については、戸坂・吉羽［2005］にならい、相関のある正規
乱数を使用して、各コピュラの依存構造に従う一様乱数を発生させる。発生させた
一様乱数に対し、各リスク・カテゴリーの損益分布の分位点8 を計算し、各リスク・
カテゴリーの損益を合算したものをポートフォリオ全体の損益とし、その 99％点
を統合 VaRとする。本稿では、100,000個の乱数を発生させて、99％点の統合 VaR

を算出する過程を 100回繰り返し、その平均を統合 VaRと表記する。また、ヴァイ
ン・コピュラに従う乱数の発生には、3節（3）の手法を用いる。一様乱数から統合

..................................
8 非対称 t分布の分位点は Yoshiba [2014]を参考に分布関数の単調補間を用いて算出した。また、一般
に、株式と信用リスクには正の相関があるため、コピュラにおける株価と CDSの負の相関は、損益
算出において正の相関になるように調整をした。
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図表 9 推定したコピュラを用いて算出した統合 VaR

VaRを算出するプロセスは、楕円コピュラを用いる場合と同様である。
上記の前提のもと、4節（1）で求めた楕円コピュラ、ヴァイン・コピュラに加え、
リスク管理実務において、保守的なリスク量が算出されるという理由で使用されて
いる自由度 3の tコピュラ9 を用いて算出した統合 VaRは図表 9のとおりである。
ここで、各リスク・カテゴリーの VaRを単純合算したものと統合 VaRとの差を、
VaRの単純合算で除したものを分散効果とする10。
コピュラを用いた統合 VaRは、リスク・ファクター間の相関関係に従い、分散
効果が考慮されている。分散効果の大きさは、日本、米国どちらの場合も、正規コ
ピュラが一番大きくなった。このことは、株価と債券価格の場合には、吉羽［2013］
のように裾での負の相関関係を強める tコピュラが正規コピュラ対比大きな分散効
果を生むが、信用のポートフォリオが加わることにより、株式と信用の正の相関関
係に対し tコピュラの裾依存性の高さが分散効果を弱めていることが要因と考えら
れる。また、日本では自由度 3の tコピュラ、米国ではヴァイン・コピュラを用い
た統合 VaRが最大となった。これは、日本の株価と CDSのペア・コピュラである
t コピュラの自由度が 17.85と高く、自由度 3の t コピュラ対比裾での依存性が弱
いことが要因と考えられる。一方、米国では、株価と金利のペア・コピュラが、株
価と CDSのペア・コピュラ対比裾依存性の弱いコピュラが選択され、分散効果を
弱めたことが、リスク量が最大になった要因だと考えられる。図表 9の結果から、
一般に保守的とされる自由度 3の tコピュラでも、対象ポートフォリオの構成や依
存構造によっては、必ずしも保守的なリスク量を算出するとは限らないことが分
かる。
次に、エクスポージャーの違いによる分散効果の影響を考察する。日本、米国に
対して、株式、債券、信用のエクスポージャーを別々に 10％増加させた場合のリス
..................................
9 自由度 3の tコピュラの相関行列は、正規コピュラの相関行列を使用する。

10 VaRは一般には劣加法性を満たすとは限らないが、Daníelsson et al. [2013]において、本稿で扱って
いる分布のように、分布の裾が正則変動する（regularly varying）場合は劣加法性を満たすことが示さ
れている。そこで、本稿では、単純合算 VaRからの乖離を分散効果として捉える。
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図表 10 各エクスポージャーを 10％増加させた場合の統合 VaR

図表 11 エクスポージャーの変動による分散効果への影響

ク量の変化を分析する。信頼水準は 99％とし、統合 VaRを算出する。シミュレー
ションの前提は、図表 9の統合 VaR算出と同様である。結果は図表 10のとおりで
ある。
また、図表 9、図表 10からエクスポージャーを変動させた場合に、各コピュラか
ら算出される分散効果を比較した結果は図表 11のとおりである。
図表 10から、各コピュラから算出されるリスク量の大小関係は、図表 9と同様
になった。一方で、図表 11より、エクスポージャーの変動による分散効果の変動
は、選択したコピュラによって異なることが分かる。特に分散効果に影響の大きい
株式と債券のエクスポージャーを増加させた場合の分散効果の変動はヴァイン・コ
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図表 12 信頼水準を 99.9％に変更した場合の各 VaRおよび統合 VaR

ピュラを使用した場合の変動が低くなっている。これは、ヴァイン・コピュラがペ
アごとに適切な依存関係を捉えているため、エクスポージャーの変動による影響を
受けにくくなっていることによると考えられる。
最後に信頼水準を 99％から 99.9％に変更した場合の影響を分析する。信頼水準
を 99.9％に変更した場合の各 VaRおよび統合 VaRは図表 12のとおりである。統合
VaRの算出における前提については、図表 9と同様である。
図表 12から、信頼水準を 99.9％に変更した場合も、各コピュラから算出される
リスク量の大小関係は図表 9と同様になった。また、各コピュラ間の分散効果の差
異は、信頼水準が 99％の場合に比べ大きくなっており、信頼水準が高くなるほど、
裾での依存性が、より重要であることが分かる。

5. 分析のまとめと今後の課題

本稿では、金融機関での統合リスク計測手法として、ヴァイン・コピュラを取り
上げ、リスク管理実務で一般に使用されている楕円コピュラとの比較を株式、債
券、信用のポートフォリオに対して統合 VaRを算出し、その有効性を検証した。
楕円コピュラのメリットの 1つとして、実装が容易であることが挙げられる。し
かし、リスク・ファクター間の依存構造が上下対称であること、tコピュラの裾での
依存度合いを表すパラメータが 1つであることがデメリットとして考えられる。具
体的には、株価と債券価格には一般に負の相関関係があるものの、リスク量が大き
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くなるのは、株価と債券価格が同時に下落する場合であり、裾での依存関係が弱い
コピュラを選択することが望まれる。一方、株式と信用のように、裾での依存関係
が強い場合にリスク量が増加するペアの場合は、裾での依存関係がより強いコピュ
ラを選択することが望まれる。4節の分析においても、楕円コピュラは、パラメー
タ数の問題から裾での依存関係の強弱のどちらか一方しか捉えられておらず、高い
分散効果が計算されているのに対し、ヴァイン・コピュラではこの両方を捉えて、
分散効果の高まりを抑えている。その結果、保守的なリスク量を算出するために、
実務でよく使用される自由度 3の t コピュラを使用した統合 VaRとの比較におい
ても、ヴァイン・コピュラを使用した統合 VaRが最大になる場合があり、リスク・
ファクターのペアごとに依存関係を捉えることが重要であることが確認された。
また、各エクスポージャーを別々に増加させた場合に各コピュラから算出される
統合 VaRを分析した結果、エクスポージャーの変動により、各コピュラから算出さ
れる分散効果も変動することが分かる。特に、分散効果を強める株式と債券のリス
ク・カテゴリーのエクスポージャーを増加させた場合に、多変量の楕円コピュラで
は分散効果が大きくなる可能性がある。一方で、ヴァイン・コピュラを使用した場
合、株式と債券のエクスポージャーの増加による分散効果の変動はそれほど大きく
ならなかった。これは、ヴァイン・コピュラがペアごとに適切に依存関係を捉えて
いることが要因と考えられる。
本稿の結果から、統合リスクの算出においては、単純に多変量の楕円コピュラを
適用するだけでなく、各金融機関のポートフォリオに合わせて、リスク・カテゴ
リーごとに依存関係を捉える必要があることが示唆される。また、多次元のリス
ク・ファクターの依存関係を 2次元のペアごとに分解できるため、ペアごとの依存
関係を視覚的に理解できることもヴァイン・コピュラのメリットの 1つである。
今後の課題としては、以下の 3点が挙げられる。第 1に、ヴァイン・コピュラは
変量数が増加した場合に、ペア・コピュラの構造がより複雑になり、モデル・リス
クが増加する可能性がある。Dißmann et al. [2013]のように、ヴァイン・コピュラ
の構造の決定方法を提案している研究はあるが、Dißmann et al. [2013]においても、
その手法が最適な選択方法であるとは限らないとされている11。加えて、ペア・コ
ピュラの数が増えることで、推定するパラメータが増加し、計算負荷やパラメータ
の推定誤差が大きくなる可能性がある12。また、ヴァイン・コピュラ推定の簡略化
のために、条件付コピュラに対し、強い仮定をおいている点も、理論上の課題とし
て挙げられている。このように、ヴァイン・コピュラを実務に使用する際には、柔

..................................
11 4節で選択したヴァイン・コピュラの構造以外のペア・コピュラおよび統合 VaRの分析結果につい
ては、補論 5を参照。

12 Brechmann, Czado, and Aas [2010]や Brechmann and Joe [2015]では、変量数が増加した場合において、
変量間の依存関係の強さに応じ、ヴァインの木構造を分断することで、計算負荷を減らしながら依
存関係をうまく捉える方法を提案している。
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軟な依存関係を捉えることができるメリットだけでなく、前述のようなデメリット
についても十分に認識しておく必要がある。
第 2に、各リスク・カテゴリーの代理変数の選択に関連する問題がある。実際の
金融機関のポートフォリオでは、株式、債券、信用のリスク・カテゴリーだけでな
く、オペレーショナル・リスクやビジネス・リスクを含め、数多くのリスク・ファ
クターが設定されている。本稿では、簡易的に株式、債券、信用の代理変数を 1つ
のリスク・ファクターで表現したが、実務で使用する場合は、この代理変数の数や
そのリスク・ファクターを各金融機関で設定する必要がある。また、その選択した
リスク・ファクターにより、ペアの表現やリスク量も異なる可能性がある。今後、
リスク・カテゴリー数を増やし、さまざまなリスク・ファクターを使用した実証分
析が増えていくことが望まれる。
最後に、本稿では、各リスク・カテゴリーの依存構造の把握に焦点を当ててお
り、各依存関係から算出されたリスク量に対し、バックテスト等の妥当性検証まで
は行っていない。実務におけるリスク資本の観点からは、保守的なリスク量が嗜好
されることが多いが、算出されたリスク量の妥当性については検証していく必要が
ある。しかしながら、各リスク・カテゴリーにおいて、損益の認識方法に違いがあ
るなど、適切な妥当性の検証方法は確立されていない。本稿の分析結果を受け、今
後、リスク資本管理の更なる深化が望まれる。
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補論 1. リスク・カテゴリーの周辺分布

本稿では、株式と債券のリスク・カテゴリーの周辺分布に、Azzalini and Capitanio

[2003]の非対称 t分布を採用する。この分布は、位置パラメータ μ、尺度パラメー
タ σ、自由度パラメータ ν、歪みパラメータ λを持つ分布で密度関数は (A-1)式の
ように書ける。ただし、tν(·)は自由度 νの t分布の密度関数、Tν+1(·)は自由度 ν + 1

の t分布の分布関数である。

f (x) =
2
σ

tν

(
x − μ
σ

)
Tν+1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝λ
x − μ
σ

√
ν + 1

(x − μ)2/σ2 + ν

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (A-1)

非対称 t分布のパラメータ推定については、過去 10年間の週次リターン（株価は
対数階差を 100倍して算出、金利は階差で算出）に対して、最尤法によりパラメー
タを推定する。推定されたパラメータは図表 A-1のとおりである。
図表 A-1の推定パラメータを用いた密度関数をプロットすると図表 A-2のよう
になる。図表 A-2の点線は週次リターンを正規分布で推定した場合の形状をプロッ
トしている。
図表 A-2より、非対称 t分布は、正規分布に比べてファットテイル、かつ歪みの
ある分布を表現していることが分かる。図表 A-2と同様に、米国（過去 10年間）
のパラメータを推定した結果は図表 A-3のとおりである。

図表 A-1 推定パラメータ（日本　過去 10年間：2005年 4月～2015年 3月）

図表 A-2 推定密度の形状（左：株価、右：金利）
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図表 A-3 推定パラメータ（米国　過去 10年間：2005年 4月～2015年 3月）

図表 A-4 Vasicekの損失分布の密度関数の形状

図表 A-5 Vasicekの損失分布のパラメータ

信用ポートフォリオの損失分布は、Vasicek [2002]で提案されているものを採用す
る。この損益分布は、デフォルト確率 p、相関 ρを持つ分布で、分布関数は (A-2)式
であり、密度関数は図表 A-4のようになる。

F(x, p, ρ) = Φ

( √
1 − ρΦ−1(x) −Φ−1(p)√

ρ

)
. (A-2)

この損失分布の分位点 Lα は、(A-3)式のように計算される。

Lα = F(α, 1 − p, 1 − ρ) = Φ
( √
ρΦ−1(α) + Φ−1(p)

√
1 − ρ

)
. (A-3)

本稿で使用する損失分布のパラメータは、図表 A-5のとおりである。デフォルト
確率（Probability of Default：PD）については、大手邦銀の PDを参考に、本稿の保
有期間である週次 PDに調整した。
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補論 2. 各コピュラの関数形および特徴

以下では、本稿で使用するパラメトリックなコピュラ C(·)の 2変量における関数
形を明示する。

正規コピュラ：C(u1, u2 | ρ) = Φρ(Φ−1(u1),Φ−1(u2)).

tコピュラ：C(u1, u2 | ρ, ν) = tν, ρ(t−1
ν (u1), t−1

ν (u2)).

クレイトンコピュラ：C(u1, u2 |α) = (u−α1 + u−α2 − 1)−1/α, α ∈ R\{0}.

グンベルコピュラ：C(u1, u2 | ξ) = exp{−[(− log u1)ξ + (− log u2)ξ]1/ξ} , ξ ≥ 1.

フランクコピュラ：C(u1, u2 | δ) = − 1
δ

log
(
1 + (e−δu1−1)(e−δu2−1)

e−δ−1

)
, δ > 0.

混合正規コピュラ：

C(u1, u2 | ρ1, ρ2, θ) = θΦρ1 (Φ−1(u1),Φ−1(u2))

+(1 − θ)Φρ2(Φ
−1(u1),Φ−1(u2)), 0 < θ < 1.

混合 t正規コピュラ（本稿では自由度 νは定数）：

C(u1, u2 | ρ1, ρ2, θ) = θtν,ρ1(t
−1
ν (u1), t−1

ν (u2))

+(1 − θ)Φρ2(Φ
−1(u1),Φ−1(u2)), 0 < θ < 1.

BB1コピュラ：

C(u1, u2 | θ, δ) = {1 + [(u−θ1 − 1)δ + (u−θ2 − 1)δ]1/δ}−1/θ, θ > 0, δ ≥ 1.

SJCコピュラ：

CJC(u1, u2 | κ, γ)

= 1 −
(
1 − {[1 − (1 − u1)κ]−γ + [1 − (1 − u2)κ]−γ − 1}−1/γ

)1/κ
, κ ≥ 1, γ > 0.
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CSJC(u1, u2 | κ, γ)
= 0.5(CJC(u1, u2|κ, γ) + CJC(1 − u1, 1 − u2|γ, κ) + u1 + u2 − 1).

回転コピュラ：
90◦回転：Ĉ(u1, u2) = u2 −C(1 − u1, u2).

180◦回転：Ĉ(u1, u2) = u1 + u2 − 1 +C(1 − u1, 1 − u2).

270◦回転：Ĉ(u1, u2) = u1 − C(u1, 1 − u2).

ただし、Φρ(·)は相関 ρの 2変量標準正規分布関数、Φ−1(·)は 1変量標準正規分布の
逆関数、tν, ρ(·)は相関 ρ、自由度 νの 2変量 t分布関数、t−1

ν (·)は、自由度 νの 1変量
t分布関数の逆関数である。
また、分布の裾に注目し、その相互依存関係を示す指標として裾依存係数を定義
する。同時分布の裾の位置によって上側裾依存係数 λU と下側裾依存係数 λL と呼
ばれ、(A-4)式のように定義される。

λU = lim
u→1−

P[F2(X2) > u | F1(X1) > u],

λL = lim
u→0+

P[F2(X2) < u | F1(X1) < u]. (A-4)

各裾依存係数が 0より大きい場合、漸近従属であるといい、裾での依存性が強く
なる。本稿で使用する各コピュラの裾依存係数は図表 A-6のとおりである13。表中
の反転コピュラは、上記の 180°回転コピュラを指す。
図表 A-6より、正規コピュラ、フランクコピュラ、混合正規コピュラには裾依存
性が無く、tコピュラ、混合 t 正規コピュラは上下対称な裾依存性、クレイトンコ
ピュラ、グンベルコピュラ、BB1コピュラ、SJCコピュラは上下非対称な裾依存性
があることが分かる。

..................................
13 裾依存係数の導出の詳細については、戸坂・吉羽［2005］、McNeil, Frey, and Embrechts [2005]を参照。
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図表 A-6 2変量コピュラの裾依存係数
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補論 3. 各コピュラの条件付分布関数

ここでは、本稿で使用する各コピュラの条件付分布関数である h 関数を明示
する。

（1）正規コピュラ

C(u1, u2 | ρ) = Φρ(Φ−1(u1),Φ−1(u2)),

h(u1, u2, ρ) = Φ

(
Φ−1(u1) − ρΦ−1(u2)√

1 − ρ2

)
,

h−1(u1, u2, ρ) = Φ(Φ−1(u1)
√

1 − ρ2 + ρΦ−1(u2)).

（2）tコピュラ

C(u1, u2 | ρ, ν) = tν, ρ(t−1
ν (u1), t−1

ν (u2)),

h(u1, u2, ρ, ν) = tν+1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
t−1
ν (u1) − ρt−1

ν (u2)√
(ν + (t−1

ν (u2))2)(1 − ρ2)/(ν + 1)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

h−1(u1, u2, ρ, ν) = tν

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝t
−1
ν+1(u1)

√
(ν + (t−1

ν (u2))2)(1 − ρ2)

(ν + 1)
+ ρt−1

ν (u2)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

（3）クレイトンコピュラ

C(u1, u2 |α) = (u−α1 + u−α2 − 1)−1/α,

h(u1, u2, α) = u−α−1
2 (u−α1 + u−α2 − 1)−1−1/α,

h−1(u1, u2, α) =
[
(u1uα+1

2 )−
α
α+1 + 1 − u−α2

]−1/α
.

（4）グンベルコピュラ

C(u1, u2 | ξ) = exp{−[(− log u1)ξ + (− log u2)ξ]1/ξ},

h(u1, u2, ξ) = C(u1, u2)
1
u2

(− log u2)ξ−1[(− log u1)ξ + (− log u2)ξ
]1/ξ−1

.

h−1(u1, u2, ξ)は、解析的に表現できないため、数値計算で求める。
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（5）フランクコピュラ

C(u1, u2 | δ) = −1
δ

log

(
1 +

(e−δu1 − 1)(e−δu2 − 1)
e−δ − 1

)
,

h(u1, u2, δ) =
e−δu2 (e−δu1 − 1)

(e−δ − 1) + (e−δu1 − 1)(e−δu2 − 1)
,

h−1(u1, u2, δ) = −1
δ

log

[
u1(e−δ+δu2 − 1) + 1

u1eδu2 − u1 + 1

]
.

（6）混合正規コピュラ

C(u1, u2|ρ1, ρ2, θ) = θΦρ1 (Φ−1(u1),Φ−1(u2)) + (1 − θ)Φρ2 (Φ−1(u1),Φ−1(u2)),

h(u1, u2, ρ1, ρ2, θ) = θΦ

(
Φ−1(u1) − ρ2

1Φ
−1(u2)

√
1 − ρ2

1

)

+ (1 − θ)Φ
(
Φ−1(u1) − ρ2

2Φ
−1(u2)

√
1 − ρ2

2

)
.

h−1(u1, u2, ρ1, ρ2, θ)は解析的に表現できないため、数値計算で求める。

（7）混合 t正規コピュラ（本稿では自由度 νは定数）

C(u1, u2 | ρ1, ρ2, θ) = θtν,ρ1(t
−1
ν (u1), t−1

ν (u2)) + (1 − θ)Φρ2 (Φ−1(u1),Φ−1(u2)),

h(u1, u2, ρ1, ρ2, θ) = θtν+1

(
t−1
ν (u1) − ρ1t−1

ν (u2)
√

(ν + (t−1
ν (u2))2)(1 − ρ2

1)/(ν + 1)

)

+ (1 − θ)Φ
(
Φ−1(u1) − ρ2

2Φ
−1(u2)

√
1 − ρ2

2

)
.

h−1(u1, u2, ρ1, ρ2, θ)は解析的に表現できないため、数値計算で求める。

（8）BB1コピュラ

C(u1, u2 | θ, δ) = {1 + [(u−θ1 − 1)δ + (u−θ2 − 1)δ]1/δ}−1/θ,

U1 = (u−θ1 − 1)δ,U2 = (u−θ2 − 1)δ とすると、

h(u1, u2 | θ, δ) = [
1 + (U1 + U2)1/δ]−1/θ−1(U1 + U2)1/δ−1U1−1/δ

2 u−θ−1
2 .

62 金融研究/2016.4



ヴァイン・コピュラを用いた統合リスク管理

h−1 (u1, u2, κ, γ)は解析的に表現できないため、数値計算で求める。

（9）SJCコピュラ

CJC(u1, u2|κ, γ) = 1 − (
1 − {[1 − (1 − u1)κ]−γ + [1 − (1 − u2)κ]−γ − 1}−1/γ)1/κ

,

CS JC(u1, u2 | κ, γ) = 0.5[CJC(u1, u2 | κ, γ) +CJC(1 − u1, 1 − u2 | γ, κ)
+ u1 + u2 − 1],

U1 = [1 − (1 − u1)κ],U2 = [1 − (1 − u2)κ]とすると、

hJC(u1, u2 | κ, γ) = [1 − (U−γ1 + U−γ2 − 1)−1/γ]1/κ−1

× (U−γ1 + U−γ2 − 1)−1/γ−1U−γ−1
2 (1 − u2)κ−1,

h(u1, u2, κ, γ) = 0.5[hJC(u1, u2|κ, γ) + hJC(1 − u1, 1 − u2|γ, κ) + 1].

h−1(u1, u2, κ, γ)は解析的に表現できないため、数値計算で求める。

反転コピュラの h関数およびその逆関数は、各コピュラの h関数から容易に算出
できるため、ここでは省略する。
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補論 4. 各観測期間におけるヴァイン・コピュラの第一階層

図表 A-7、A-8では、4節（1）で推定された日本、米国の各観測期間における第
一階層のコピュラとリスク・ファクターのヒストリカルデータのヒストグラムをプ
ロットする。またコピュラのグラフについては、周辺分布を標準正規分布とし、コ
ピュラを用いて構成される同時分布の密度関数の等高線を描いている。

図表 A-7 日本（上：金利―株価　下：CDS―株価）

図表 A-8 米国（上：金利―株価　下：CDS―株価）
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補論 5. 4 節のヴァイン・コピュラ以外のヴァイン構造に対する分
析結果

4節では、Dißmann et al. [2013]の手法を用いて、ヴァイン・コピュラの構造を推
定した。ここでは、その他のヴァイン構造についても同様に推定し、Dißmann et al.

[2013]の手法の有効性、およびヴァイン・コピュラの構造の違いによる影響を確認
する。日本と米国におけるその他のヴァイン構造を推定した結果は図表 A-9のと
おりである。
図表 A-9の構造をもとに、各ヴァイン・コピュラから推定した統合 VaRは、図

図表 A-9 4節以外のヴァイン構造に対するコピュラの推定
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図表 A-10 各ヴァイン・コピュラから算出した統合 VaR

表 A-10のとおりである。統合 VaR算出の方法は、4節（2）と同様である。
図表 A-10から、ヴァイン構造の違いにより、算出される統合 VaRに変動がある
ことが分かる。また、4節で推定した株価を中心としたヴァイン・コピュラの統合
VaRが最大となっており、Dißmann et al. [2013]の手法がある程度有効であること
が分かる。一方で、米国において CDSを中心としたペアの AICが最小となってい
るものの、統合 VaRについては、株価を中心とした場合が最大となっており、ヴァ
イン・コピュラの推定において、ペア構造の把握が非常に重要であることが認識さ
れる。
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