
CVA逆問題の確率的求解手法：
マーク付き分枝拡散過程の適用

はらみいし

孕石
まさひろ

匡弘

要　旨
本稿では、CVAを考慮したデリバティブの価格付けに関する問題のうち、逆

問題と呼ばれる問題を効率的に求解する数値計算手法を提案する。逆問題と
は、約定条件を所与とする通常の価格計算とは異なり、デリバティブ価格を所
与としたうえで、その価格を実現する約定条件パラメータを求める問題のこと
である。こうした逆問題の求解は、実務的には頻繁な要請があるものの、特に
CVAを考慮した逆問題の場合は、CVAの計算自体が計算負荷の大きい処理で
あるため、反復的なアルゴリズムを用いて解を求めるのは計算量の面から見て
現実的ではない。このため、逆問題の求解には計算量を削減する工夫が必要と
なる。
本稿は、逆問題の求解手法として、マーク付き分枝拡散過程と呼ばれる確率

過程を用いたシミュレーションと、ロビンス=モンロー・アルゴリズムと呼ば
れる確率的求解アルゴリズムを組み合わせる手法を提案する。この手法が適用
できるための十分条件が、ペイオフ関数の約定条件パラメータに対する単調性
に帰着されることを用いると、本稿の提案する手法が理論的に妥当であること
が確認できる。さらに、実際の計算にこの手法を用いると、通常のモンテカル
ロ法と同程度の計算時間で逆問題の求解が可能になることが確認できる。

キーワード： CVA、デリバティブ評価における逆問題、マーク付き分枝拡散
過程、ロビンス=モンロー・アルゴリズム
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1. はじめに

2007～08年に発生したサブプライム危機では、OTCデリバティブ取引に関連す
るカウンターパーティ・リスクが金融機関経営に深刻な影響を与える事例が頻発し
た。このため、近年、大手金融機関を中心にカウンターパーティ・リスク管理手法
の高度化が急速に進展しているほか、標準的な金利スワップ取引や CDS取引では、
金融機関間取引は清算機関を経由した取引とすることが義務化された。カウンター
パーティ・リスクを管理する手段としては、担保差入のほか、信用評価調整（Credit

Valuation Adjustment：以下、CVA）と呼ばれる価格調整を勘案した取引価格の設定
等があるが、CVAの計算は、実務面、理論面双方において技術的難易度が高い。例
えば、CVAの計算においては、対象となるデリバティブ契約の将来時点における価
値が変動すること、当該価値が自社から見て正である時にのみカウンターパーティ
のデフォルトに伴う損失が生じること、損失額はカウンターパーティごとに計算す
るため当該カウンターパーティとの全取引を合算して計算する必要があることなど
を踏まえる必要がある。これが理論面での難しさであり、これらの性質を正しく反
映させたうえで計算を行うためには膨大な計算資源が必要となる1、2。
このため、何らかの目的で CVAを含んだ計算が必要である場合、CVA計算を反
復して多数回実行する必要があるモンテカルロ法等のシミュレーション法をそのま
ま適用することは計算量の面から見て現実的ではない。例えば、ブレークイーブ
ン・スワップレートの計算は、CVAを考えないのであれば、イレギュラーなキャッ
シュフローを持つ取引であっても、スワップ計算をパラメータを変えながら反復的
に計算することで簡単に求めることができるが、1回の計算に数多くのシミュレー
ションが要求される CVA計算においては、それをそのまま実行しては時間が掛か
りすぎてしまう。このようなブレークイーブン・スワップレートの算出に代表され
る計算処理を、本稿では逆問題と呼ぶことにするが、逆問題はデリバティブ評価
実務で頻繁に必要となる計算と言える。そこで、本稿では、CVAを考慮したうえ

..................................
1 実務面については、例えば富安 [2010]を参照されたい。
2 より詳しく見ると、近年用いられている評価調整は CVAだけではない。例えば、今次金融危機では
資金市場の混乱によりファンディング・コストが増大した事象が見られたが、ファンディング・コス
トを勘案する評価調整は一般に FVA（Funding Valuation Adjustment）と呼ばれる。ファンディング・
コストを勘案した評価モデルについては Piterbarg [2010]、Crépey [2012a, 2012b] などを参照された
い。また、担保差し入れ契約付きのデリバティブ取引において、非対称な担保形態や担保通貨選択権
を考慮して時価調整を行う評価モデルも提案されている（例えば、Fujii and Takahashi [2010, 2011]な
ど）。これらに留まらず、さまざまな時価調整概念が提案されているが、計算コストにかかる上述の
状況はいずれの評価調整に対しても当てはまる。本稿では CVAという用語を用いているが、広い意
味では CVA以外の評価調整概念も対象としており、本稿が提案する手法はそれらも念頭に入れてい
る。
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でも逆問題を効率的に求解できる手法を提案する。本稿が提案する手法は、3つの
既存手法を組み合わせたものである。まず、考察対象となる CVAの算出を高速化
する。ここでは、Henry-Labordère [2012]が提案した本来はより複雑な計算手順が
必要となる CVAの計算を前進的なシミュレーションのみで近似する手法を適用す
る。次に、CVAを勘案した逆問題を効率的に計算する。ここでは、ロビンス=モン
ロー・アルゴリズム（Robbins–Monro Algorithm）と呼ばれる手法を適用する。この
方法を用いることで、モンテカルロ法演算を含む CVAの算出を複数回反復させる
ことなく、逆問題を解くことができる。最後に、制御変量法と呼ばれる分散減少法
を適用しアルゴリズムのチューンナップを図ることで、実務的な使いやすさを向上
させる。
本稿の構成は以下のとおりである。2節では、まずデリバティブ評価における逆
問題について紹介したうえで、これが実務では頻繁に直面する問題であることを確
認する。また、CVAを考慮して逆問題を扱おうとする場合、どのような難しさが生
じるのかということについても触れ、本稿で逆問題を取り上げることの背景を紹介
する。3節では、逆問題を効率的に解くロビンス=モンロー・アルゴリズムついて
解説する。4節では、Henry-Labordèreの CVA評価手法を用いた場合について、ロ
ビンス=モンロー・アルゴリズムを用いた求解手続きを具体的に構築し、この手法
が適用可能となるための十分条件についても確認する。5節では具体例を用いた数
値計算により、提案する手法が実際に機能することを確かめる。そのうえで、分散
減少法の適用で計算精度が向上することも確認する。6節はまとめである。また、
補論 1では、後退確率微分方程式について概説し、本文で用いる命題を示す。補論
2では、本文で扱っていない清算時 CVAなし3 の場合を簡単に議論する。補論 3で
は、本文に掲載していない数値計算結果の詳細を示す。

2. CVAと逆問題

（1） デリバティブ評価における逆問題

金融機関におけるデリバティブ評価実務は多岐にわたるが、そのほとんどは以下
の 2つの問題に大別できる。本稿ではこれらを順問題・逆問題4と呼ぶことにする。
順問題とは、キャッシュフロー（約定条件）を所与としたうえでデリバティブ評
価（価格）を求めるもので、通常のプライシングに相当する。一方、逆問題とは、
..................................
3 清算時 CVAの有無については 2節 (2)を参照。
4 必ずしも、実務的にコンセンサスの取れた呼び方ではないことに留意が必要である。
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価格を所与とした後に、これを実現する約定条件を求めるものである。例えばブ
レークイーブン・スワップレートの計算がこれに該当する。なお、ブレークイーブ
ン・スワップレートとは、固定レート f の金利スワップの現在価値を PVIRS( f )と
表したときに、方程式 PVIRS( f ) = 0を f について解くことで得られる f のことで
ある。
同様に、近年オプションの取引価格の表示法として普及しつつあるフォワード・
プレミアム計算も、現在価値をゼロとした逆問題の一種と言える。なぜなら、先ほ
どと同様にフォワード・プレミアム p のオプションの現在価値を PVOP(p)と表す
と、PVOP(p) = 0を pについて解くことがフォワード・プレミアムの計算に当たる
からである。
より実務的な視点に立つと、デリバティブ販売時に目標収益に見合う約定条件を
決定することは頻繁に発生する作業である。これは、想定しているデリバティブ価
格の、ある約定条件 θのもとでの現在価格を PV(θ)と表したとき、目標収益 αのも
とで PV(θ) = αを θについて解くことであるから、逆問題といえる。
このように、実務では、さまざまな場面で逆問題を解く必要がある。本稿は、

CVAを考慮した場合でも逆問題を効率的に解くことができる手法を提案する。
筆者の知る限り、逆問題をテーマとする先行研究はほとんど存在しない。これ
は、これまでのデリバティブ評価のように各種の時価調整が存在しない枠組みで
は、ほとんどの逆問題が、 1©技術的に難しくない、 2©精度が低い計算でも許容でき
る、のどちらかに該当するためであると考えられる。
すなわち、 1©について見ると、CVAなどの時価調整が不要な場合、金利スワップ
など基本的デリバティブ契約のほとんどは、その価格を非常に短時間で計算できる
解析的または数値計算アルゴリズムを持つため、その逆問題の求解は、単純に反復
法を適用すれば可能であった。また、 2©について見ると、一部のエキゾチックな商
品は、モンテカルロ法など比較的時間の掛かる手法によってでしか計算することが
できないため、逆問題を解くことは困難であったが、そのような複雑な商品はセー
ルス・マージンが十分に厚いため、逆問題を高精度で解かなくても実務上の問題は
生じなかった。
しかし、CVA を考慮する逆問題は、 1©に分類されるほど簡単なことではない。
そもそも、CVA は順問題の計算が複雑である。すなわち、CVA は約定条件を
変えると全取引期間に亘ってエクスポージャが変化するという経路依存性を持
つ 5。以下で見ていくように、CVA を考慮したデリバティブ価格は偏微分方程
式（Partial Differential Equation：以下、PDE）や後退確率微分方程式（Backward

..................................
5 経路依存性とは、原資産の初期時点の価格と満期時点の価格が同じでも、満期に至るパスが異なる
と価格が異なるような性質を持つこと。ここでは、CVAがエクスポージャの経時変化の状況に依存
することを指す。
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Stochastic Differential Equation：以下、BSDE）の解として定式化されるが、これら
は容易に解くことができない。また、 2©にも該当しない。すなわち、CVAを考慮す
るとビッド・アスク・スプレッドは比較的大きくなる傾向にあるものの対顧客取引
の多くでも CVAが勘案されるようになりつつある現在の取引環境では、ビッディ
ング 6 やノベーション 7 など、高精度の価格評価が要求される場面が急速に増えて
きている。また、担保契約の差異を十分に勘案しないことから生じる評価誤差を誘
う担保アービトラージ取引も無視できない頻度で発生している。このため、ミスプ
ライスに伴う損失を回避するためには、精度の高い価格評価が不可欠である。

（2） CVAの定式化

(Ω,F ,Q)を完備確率空間とし、原資産やデリバティブの価格はこの空間上で定
義されるものとする。また、確率測度 Qはあらかじめリスク中立確率測度として 1

つ定めているものとし、デリバティブの価格付けはこの確率測度 Qのもとで行う
ものとする。
銀行がカウンターパーティに取引時点 0、満期 T のヨーロッパ型デリバティブ契
約（以下、デリバティブと呼称する）を販売することを考える。S t (0 ≤ t ≤ T )を
q (∈ N)次元確率過程とし、デリバティブの原資産を含めたマーケットの変動を表
すものとする。S t は、

dS t = μ(t, S t)dt + σ(t, S t)dWt, S 0 = s0, (1)

という確率微分方程式に従っていると仮定する8。
この取引に対し、カウンターパーティ・リスクを考慮した評価を考えることにな
るが、簡単のため、本稿では一方向 CVA9 のもとで考察する。
デリバティブ契約による約定キャッシュフローは満期 T のみに発生すると仮定
し、これを g(S T )と表す。ただし、満期 T が到来する前にカウンターパーティがデ
フォルトした場合には、満期 T での受払いは履行されず、代わりにデフォルト時点
で清算によるキャッシュフローが発生するものとする。
..................................
6 顧客が取引相手を入札によって決める取引のこと。
7 ある 2者の間で締結されている既存取引をその一方と第三者の取引として締結し直す取引。既存取
引であるため、時間経過や当初取引時点からマーケット状況が変化していることによりエクスポー
ジャが増大している場合があり、カウンターパーティ・リスクの精緻な把握が必要とされる。

8 μ(t, x)は q次元、σ(t, x)は q × q′ 次元のボレル可測関数であり、Wt は q′ 次元の標準ウィーナー過程
である。確率微分方程式の解の一意存在を保証するため、μと σに対して適切なリプシッツ条件や可
積分条件を仮定する。

9 一方向 CVAとは、カウンターパーティのクレジット・リスクのみを考慮して時価調整を行う考え方
である。これに対し、自社のクレジット・リスクも考慮して時価調整することを双方向 CVAと呼ぶ
ことがある。なお、本稿の議論は双方向 CVAの場合でも同様に適用できる。
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デフォルト前の CVA を含めたデリバティブ価格を Vt (0 ≤ t ≤ T ) と表す。デリ
バティブ価格 Vt は、確率測度 Qとフィルトレーション {Ft}のもとでの条件付き期
待値によって表される。フィルトレーション {Ft} としては、(1)式の Wt から生成
されたマーケットの情報を表現するフィルトレーション {Gt}と、カウンターパー
ティがデフォルト状態にあるか否かを表現するフィルトレーション {Ht}10 によっ
て、Ft = Gt ∨ Ht と定めるべきであるが、本稿で取扱うデリバティブ価格は、カウ
ンターパーティがデフォルトする前のデリバティブ価格に限定されるから、あらか
じめ Ft = Gt と制限したフィルトレーションを用いるとしても問題ない11。ただし、
フィルトレーションは右連続で確率ゼロの事象をすべて含むとする。
また、r ≥ 0を無リスク金利、R ∈ [0, 1]をカウンターパーティがデフォルトした
際の回収率、h ≥ 0をカウンターパーティが発行するゼロ・リカバリー割引社債の
利回りと定義し、β = (1 − R)hと表すことにする12。

Burgard and Kjaer [2011]は、デフォルト時の清算価格に関し、CVAを含めた価格
を基準として算出する場合と、CVAを含まないカウンターパーティ・リスク・フ
リーの価格を基準として算出する場合の双方において、Vt が満たす PDE を示し
た13。本稿では、前者を清算時 CVAありと呼び、後者を清算時 CVAなしと呼ぶこ
ととする14。

定理 2.1 （Burgard and Kjaer [2011]）適当な関数 vにより Vt = v(t, S t)と表されて
いるとする。この vは、清算時 CVAありの場合、

(∂t + L) v − rv − βv+ = 0, v(T, x) = g(x), (2)

という PDEの解として表され、清算時 CVAなしの場合、
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

(∂t +L) v + h(Rm+ + m− − v) − rv = 0, v(T, x) = g(x),

(∂t +L) m − rm = 0, m(T, x) = g(x),
(3)

..................................
10 カウンターパーティのデフォルト時刻 τによって表される確率過程 Ht = 1{τ≤t} が生成するフィルト
レーションのこと。

11 この点については、例えば Bielecki and Rutkowski [2002]の Lemma 5.1.2や Proposition 8.2.1を参照。
12 この βは、いわゆるクレジット・スプレッドに相当する。
13 Burgard and Kjaer [2011]では、双方向のカウンターパーティ・リスクに加え、ファンディング・コス
トも考慮して PDEを導出しているが、ここでは本稿の設定に合わせて一方向 CVAとし、ファンディ
ング・コストを加味しない場合に導出される PDEを示している。

14 デフォルト時の清算価格の基準の違いが与える影響を分析した研究としてはBrigo and Morini [2011]
などがある。
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という PDEの解として表される15、16。ただし、Lは S t の生成作用素である17。

以下では、清算時 CVAありの場合の定式化である (2)式について議論する18。ま
た、ここでは、金利や回収率は定数であるとするが、本稿の内容はこれらが確率的
に変動する場合にも拡張可能である。この点については 4節 (5)で議論する。
ファインマン=カッツの定理から、(2)式の PDEを解くことと次の BSDEを Vt に
ついて解くことは同値である。

dVt = rVtdt + βV+t dt + ZtdWt, VT = g(S T ). (4)

このように、CVAを考慮したデリバティブの価格は、(2)式の PDEあるいは (4)

式の BSDEの解として定式化される。しかし、CVAの計算は一般に考慮すべきファ
クター数が多く、(2)式の PDEは高次元の方程式となる場合が多い。高次元の方程
式を、有限差分法に代表される PDEの数値解法を用いて解くことは事実上不可能
であるため、この求解は容易ではない。また、BSDEの数値解法もいくつか知られ
ているものの（Ma, Protter and Yong [1994]など）、次元数が 3を超えてくると PDE

の場合と同様の困難さが伴う。
したがって、実務で CVA計算を実行する場合には、モンテカルロ法に代表され
るシミュレーション・ベースの計算手法を採用することが多い。このとき、(4)式の
BSDEを積分方程式の表現に直した

Vt = EQ
t

[
exp

{
−
∫ T

t
(r + β1{Vu≥0})ds

}
g(S T )

]
, (5)

を基に反復的にサンプル・パスを生成して期待値を計算することになる。しかし、
上式における現時点の価格は将来時点の価格を参照する形で表現されているため、
この式のとおりに価格を計算しようとすると、各試行で条件付き期待値計算が必要
となり、入れ子構造のシミュレーション計算となってしまう。これは計算量の観点
から現実的ではなく、CVAの計算をシミュレーション・ベースの方法で行うために
は、この入れ子構造を解消するような何らかの工夫が必要となる。
これを解決することを目的として、Cesari et al. [2010]では、CVAをアメリカン・
モンテカルロ法によって計算することが提案されている。アメリカン・モンテカル
ロ法は、将来時点のデリバティブ価格を何らかの方法で近似することによってシ

..................................
15 本稿では、x+ = max{x, 0}, x− = min{x, 0}と定義する。
16 Mt = m(t, S t)は CVAを含まない価格に等しい。
17 すなわち Lは、L :=

∑q
i=1 μi

∂
∂xi
+ 1

2
∑q

i, j=1 αi j
∂2

∂xi∂x j
, αi j :=

∑q′

k=1 σikσ jk で定められる 2階の微分作用素
である。

18 本稿の手法を清算時 CVAなしの場合の定式化である (3)式に適用する場合は、適用可能範囲が限定
される（補論 2参照）。
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図 1 逆問題における二重の反復計算

ミュレーション計算の入れ子構造を解消する手法であり、CVAの実務においても
よく利用される手法となっている。しかし、アメリカン・モンテカルロ法は近似方
法に依存して計算の精度が変わる場合が多く、計算精度は手法ごとにまちまちで
ある。例えば、アメリカン・モンテカルロ法の一手法であり、実務上の応用も多い
Longstaff and Schwartz [2001]の最小二乗モンテカルロ法は、任意に選択した基底関
数の線形和で条件付き期待値を回帰する。このとき、近似の精度は基底関数の選択
に依存するが、精度の高い近似が得られる基底関数の選択方法は現在でも議論の対
象であり、いまだ決定的な方法は提案されていない。
近年、Henry-Labordère [2012]や Fujii and Takahashi [2012]によって、(2)式や (4)

式の形をした PDEあるいは BSDEを前進的なシミュレーションのみで近似計算す
る手法が提案され、CVAの計算時間を大幅に削減できるブレークスルーとなった。
当該手法の長所としては、アメリカン・モンテカルロ法のような回帰計算を必要と
せず、単純なモンテカルロ法として捉えることができるという点のほか、基底関数
のような任意性もなく、CVAの近似誤差を、方程式の近似による誤差として直接
評価できる点がある。
このように、CVAの計算は入れ子構造を持つシミュレーション計算となるが、近
年の研究により、前進的なシミュレーション・ベースの手法を用いて効率的に価格
を求めることが可能となりつつある。
一方、シミュレーション・ベースの手法により計算される価格に対して逆問題を
考えると、約定条件の決定にかかる反復計算も発生する。すなわち、逆問題の求解
において、解を直接計算することができない場合は、約定条件パラメータを少しず
つ変えながら順問題を繰り返し解くことになる。そのイメージを図 1に表した。
したがって、CVAを考慮した逆問題を効率的に解くためには、全体の期待値をモ
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ンテカルロ法で求める際の反復計算、サンプル・パス上の条件付き期待値をシミュ
レーションで求める際の反復計算、約定条件の決定にかかる反復計算の三重の入れ
子構造を持つ反復計算を効率的に行う必要がある。

CVAに関する順問題を解くのであれば、CVA由来の反復計算を解消する前述し
たアメリカン・モンテカルロ法、Henry-Labordère [2012]の方法、あるいは、Fujii

and Takahashi [2012]の方法などを利用すれば十分であるが、逆問題を解く場合には
逆問題由来の反復計算も残っており、これでもまだ実務上耐えうる時間で計算する
ことができない。なぜなら、上述のいずれの方法も全体の期待値を求める際にモン
テカルロ法を用いており、逆問題の求解のためにそれらを繰り返し実行すると膨大
な時間を要してしまうからである。そこで、本稿では、単純な反復計算を回避する
ことで逆問題由来の反復計算も解消させる手法を提案する。この方法を利用する
と、近似ではあるものの 1回のシミュレーション計算だけで逆問題の解を求めるこ
とができる。すなわち、順問題・逆問題の両方を同等の計算時間で終了させること
が可能になる。その手法のベースとなっているテクニックがロビンス=モンロー・
アルゴリズムであり、3節においてその枠組みを概説する。

3. ロビンス=モンロー・アルゴリズム

（1） 概要

ロビンス=モンロー・アルゴリズムは、θ ∈ Rd でパラメータ付けられた Rd 値確
率変数 Xθ の期待値に関する方程式

E[Xθ] = α, (6)

を求解するアルゴリズムで、適当な初期値から始まる逐次更新を通じて真の解 θ�

を推定する。このアルゴリズムが特徴的なのは、期待値計算そのものを行うことな
く、期待値に関する方程式を求解する点である。期待値計算を行う必要が無いた
め、期待値が容易に得られない場合にも適用可能な応用範囲の広いアルゴリズムと
なっている。
具体的なアルゴリズムは以下のとおりである。確率変数 Xθ は、任意にパラメー
タ θが与えられたときに実現値 xθ を観測可能であるとする。真の解 θ� の推定値の
列 θn (n = 1, 2, . . .)を、適当な初期値 θ0 ∈ Rd と次の式を用いて帰納的に与える。

θn = θn−1 − γn(xθn−1
n − α).
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図 2 ロビンス=モンロー・アルゴリズムのイメージ

ここで、xθn−1
n は θn−1 をパラメータとしたときの Xθ の実現値で、γn は更新の程

度を定める正の実数列である（γn は確定的でも確率的でもよい）。図 2はこのアル
ゴリズムによる θ の更新イメージを表しており、逐次的に更新した θ を用いて Xθ

をシミュレートし、シミュレートされた実現値を用いて次の θを計算していく。な
お、ここでは与えられた各 θに対して Xθ の実現値がシミュレートされるのはそれ
ぞれ 1度ずつであり、期待値計算は行っていない。
この更新式によって与えられた θnは、後述する十分条件が満足される場合に、解
θ� に概収束する。

（2） 適用のための条件

以下、Xθはボレル集合族付きの距離空間 (Ξ,X)に値を取る確率変数 Zと、Ξ×Rd

から Rd へのボレル可測関数 Hによって、

Xθ = H(Z, θ),

と表されているとする。また、(6)式は、一般性を失うことなく α = 0とすること
ができる。このとき、ロビンス=モンローの更新式は、Zの独立観測 zn (n = 1, 2, . . .)

を用いて、

θn = θn−1 − γnH(zn, θn−1), (n = 1, 2, . . .), (7)

と書ける。なお、γn を確率的に定める場合には Gn := σ(Zi; i ≤ n)として定めたフィ
ルトレーション {Gn}に適合させることとする。
上記の更新式は Robbins and Monro [1951]において初めて提案された。しかしな
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がら、当初の論文での証明は、Xθ の分布の台 19 が一様にコンパクトであることを
仮定したうえでの L2 収束であり、より一般的な条件での成立は予想に留まってい
た。Duflo [1997]ではより一般的な設定のもとで概収束することが示されており、
次の定理はそれに従っている。

定理 3.1 各パラメータ θ について、H(Z, θ) は二乗可積分で、期待値 h(θ) :=

E[H(Z, θ)] は θ について連続かつ h(θ�) = 0 という解 θ� を有しているとする。
このとき、次の条件 (A)～(C)を満たせば、(7)式の θn は θ� へ概収束する20。

(A) 任意の θ � θ� に対して、〈θ − θ�, h(θ)〉 > 0

(B) {γn}は一様有界で、確率 1で γn → 0、∑∞n=1 γn = ∞、かつ、
∑∞

n=1 γ
2
n < ∞

(C) C > 0が存在し、すべての θ ∈ Rd に対して、E[‖H(Z, θ)‖2] ≤ C(1 + ‖θ‖2)

注意 3.2 条件 (A)は、関数 hの各成分において、θが θ� よりもプラス方向にあれ
ば h(θ)もプラス、マイナス側にあればマイナスとなることを意味している21。

注意 3.3 条件 (B)は、Hの構造に依存しておらず、γnに対する制約は厳しくない。
このため、条件 (B)を満たすためには、例えば γn = γ/nε (1/2 < ε ≤ 1)などとすれ
ば十分である。特に、γn = γ/n とすると簡明で計算量も少ないため、よく利用さ
れる。

注意 3.4 条件 (C)は重要である。これが満たされない場合には、パラメータ θ が
更新の過程で発散してしまうことがある。Chen and Zhu [1986]は、条件 (C)が満た
されない場合でも適用可能なアルゴリズムとして、発散を抑制する更新ステップに
基づく確率的打ち切りアルゴリズム（Randomly Truncated Algorithm）を提案した。
Lelong [2008]は、このアルゴリズムにおいて概収束が成立するには、条件 (C)の代
わりに、E[‖H(Z, θ)‖2]がパラメータ θに関する任意のコンパクト集合上で有界とな
るという極めて緩い条件を満たすだけで十分であることを示した。

h(θ) = 0を満たす解は存在するものの、その一意性を証明することが難しい場合
もある。そのような場合でも適用できるよう、ロビンス=モンロー・アルゴリズム
の拡張が、Lemaire and Pagès [2010]により与えられている。

定理 3.5 （Lemaire and Pagès [2010]） h(θ) = 0の解について、T � := {θ; h(θ) = 0}が

..................................
19 確率変数 X の分布 PX の台とは、P(X � C) = 0となるような閉集合 C のうち、最小の集合のことで
ある。

20 〈x, y〉はベクトル x, yの内積を表している。また、‖x‖2 = 〈x, x〉と定義している。
21 d次元関数 h(θ)のいくつかの成分においてこの向きが逆になっているような場合は、その成分のみ更
新式の符号を反転させればよい。本文のとおりに向きが揃っていることを順方向であると呼ぶこと
にする。
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空でないことだけを仮定する 22。このとき、次の条件 (A′) および定理 3.1 の条件
(B)、(C)を満たすならば、T � に値をとる確率変数 Θ� が存在し、(7)式の θn は Θ�

に概収束する。

(A′) 任意の θ ∈ Rd \ T � および θ� ∈ T � に対して、〈θ − θ�, h(θ)〉 > 0

ロビンス=モンロー・アルゴリズムや確率的打ち切りアルゴリズムをデリバティ
ブ評価に応用した既存研究としては、Arouna [2004]や Lemaire and Pagès [2010]な
どがある。これらの研究は、期待値として表現されるデリバティブ価格をモンテカ
ルロ法を用いて計算する際の高速化手法に関するもので、高速化手法の 1つである
重点サンプリング法における高速化効果が最も高くなるパラメータの決定に当該ア
ルゴリズムを活用している。ただし、本稿のように、ファイナンスに関する逆問題
にロビンス=モンロー・アルゴリズムを適用した既存研究については、筆者の知る
範囲において存在しない。

（3） 簡単な適用例

ロビンス=モンロー・アルゴリズムの逆問題への応用として、フォワード・プレ
ミアムの計算を例に説明する。
満期 T に g(S T )のキャッシュフローが生じる契約を考える。なお、ここでは CVA

は考慮しないこととする。このとき、フォワード・プレミアム pは、次の等式を満
たしている。

EQ[e−rT {g(S T ) − p}] = 0. (8)

ロビンス=モンロー・アルゴリズムを適用して (8)式のフォワード・プレミアム p

を求める擬似コード23 は以下のようになる。

ロビンス=モンロー・アルゴリズム
p <- Any initial

Loop n in 1:N

Simulate S_T

p <- p - exp(-r * T) * {p - g(S_T)} / n

Return p

..................................
22 つまり、解は一意でなくてもよい。
23 (7)式の γn として 1/nを用いている。
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図 3 解析解からの誤差率

ブラック=ショールズ・モデルのもとで、ヨーロピアン・コール・オプション 24

のフォワード・プレミアムをロビンス=モンロー・アルゴリズムで計算した結果を
図 3に示す。ロビンス=モンロー・アルゴリズムでは任意の初期値を用いることが
できるため、図 3では複数の初期値についての計算結果を示している25。
図 3から、ロビンス=モンロー・アルゴリズムによって求められた値が解析解へ収
束していることが確認できる26。また、ロビンス=モンロー・アルゴリズムにおける
初期値の影響は早い段階で小さくなっていることがわかる。実際、214（= 16, 384）
回程度計算が経過した時点で初期値の影響はほぼ消えている。
ここで、ロビンス=モンロー・アルゴリズムを、同様に原資産の状態を反復的に
シミュレートすることで期待値を計算するモンテカルロ法と比較すると、ロビンス
=モンロー・アルゴリズムには 2つのメリットがあることがわかる。まず 1点は、
モンテカルロ法がその適用の前提として、求めたい値自体が期待値として表されて
いることを要請する一方で、ロビンス=モンロー・アルゴリズムでは、求めたいパ
ラメータが含まれた期待値に関する方程式さえ得られれば十分であるという点であ
る。方程式が求めたいパラメータについて解けている必要はなく、適用可能範囲が
広いと言える。もう 1点は、上述の例では適用していないものの、ロビンス=モン
ロー・アルゴリズムではシミュレーションのループごとにその設定を変更すること
が許容される構造となっている点である。単純なモンテカルロ法ではすべてのサン
プルが均等に扱われるため、計算の設定を固定する必要があるが、ロビンス=モン
ロー・アルゴリズムでは各サンプルを逐次更新時の上書きのためだけに利用するた
め、計算の設定を都度変更することが可能である。
..................................
24 各パラメータの設定を、S 0 = K = 100、T = 10、r = 0.01、σ = 0.2とした。
25 比較のため各手法とも同じ乱数系列を用いている。
26 真値へ概収束するという性質がモンテカルロ法と同じであるだけでなく、この例のパラメータ設定
であれば、収束速度もモンテカルロ法と同じO(N−1/2)であることを理論的に示すことができる。例
えば、Duflo [1997]の Theorem 2.2.12を参照。
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4. 逆問題の求解法

（1） 解法のアウトライン

本稿における逆問題は、取引時点 0におけるデリバティブ価格 V0 をある値 αで
条件付けた後に、約定条件（ここではパラメータ θで表されると仮定する）を求め
る問題である。なお、容易に α = 0の場合に帰着できるため、以下では α = 0とし
て議論する。また、約定条件パラメータ θは 1次元の実数と仮定する。
θを所与としたときの、CVAを考慮した当該デリバティブの価格過程を Vθt で表
す。ペイオフ関数についても、θでパラメータ付けて g(S T , θ)と表しておく。

(5)式から、取引時点におけるデリバティブ価格 Vθ0 は、確率測度 Qのもとでの期
待値として表されるので、ロビンス=モンロー・アルゴリズムを用いて Vθ0 = α = 0

を満たす θを求められると期待できる。
具体的には、以下のステップ 2～4を十分な回数だけ反復すればよい。

ステップ 1 初期値として約定条件パラメータ θを 1つ決める。
ステップ 2 θでパラメータ付けられた次の BSDEに従うサンプル・パスを 1本作成

する。

dVθt = rVθt dt + β(Vθt )+dt + Zθt dWt, VθT = g(S T , θ).

ステップ 3 生成された 1本のサンプル・パスに対して、次の値を計算する。

exp

{
−
∫ T

0

(
r + β1{Vθu≥0}

)
du

}
g(S T , θ).

ステップ 4 取引価格のターゲット（ゼロ）とステップ 3で算出された値の大小を
比較し、ロビンス=モンローの更新式をパラメータ θへ適用する。パラ
メータを更新したら、ステップ 2へ戻る。

これが実現可能であれば、CVAを考慮した逆問題の求解は、モンテカルロ法と
同程度の計算時間で終了する。しかし、この手法が適用可能であるためには、次の
2つの問題が解決されている必要がある。

問題 1 ステップ 2のサンプル・パス生成が難しいこと27。

..................................
27 BSDEは終端時点で条件付けられているため、通常の確率微分方程式と異なり、初期状態からオイ
ラー=丸山近似などの離散近似を通じてサンプル・パスを生成することはできない。
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問題 2 ロビンス=モンロー・アルゴリズムが機能するための十分条件、すなわち定
理 3.1の条件 (A)～(C)を満たすことを証明する必要があること。

結論から言えば、2つの問題とも、いくらかの近似誤差を許容することにはなる
ものの、肯定的に解決することができる。問題 1は、近年、Henry-Labordère [2012]

や Fujii and Takahashi [2012]で提案されている、BSDEの前進的シミュレーション
による解法を利用することで、ある程度の近似誤差が含まれるものの解決できる。
問題 2は、特に定理 3.1における条件 (A)の成立が重要であるが、BSDEの比較定
理と呼ばれる命題を用いて示すことができる。
以下では、それぞれについて詳しく見ていく。

（2） マーク付き分枝拡散過程

Henry-Labordère [2012]は、CVA計算の効率化を念頭に、次の PDE

(∂t +L) u + β
{
u+ − u

}
= 0, u(T, x) = φ(x), (9)

をマーク付き分枝拡散過程（Marked Branching Diffusion）と呼ばれる確率過程のパ
スを用いた前進的なシミュレーションによって近似的に計算する手法を提案した。
そこでは、まず、u+ を適当な次数 M の多項式 F(u) =

∑M
k=0 akuk によって近似

した、

(∂t +L) u + β {F(u) − u} = 0, u(T, x) = φ(x), (10)

を考える。(10)式のように修正した PDEであれば、多項式近似に伴う誤差が生じ
るものの、マーク付き分枝拡散過程を導入することで前進的なシミュレーションに
よる求解が可能となる。
このマーク付き分枝拡散過程は、マーケットの生成作用素 L、クレジット・スプ
レッド β、M次多項式 F の係数 {ak}k=0,...,M、および、外生的に与えられる pk ≥ 0と∑M

k=0 pk = 1を満たした定数列 {pk}k=0,...,M で構成される四つ組 (L, β, {pk}, {ak})によっ
て特徴付けられる。
以下では、マーク付き分枝拡散過程を zt で表すことにするが、この確率過程のパ
スはランダムに複数の枝に分岐する。そのため、それぞれの枝を区別できるようイ
ンデックスを付けて zi

t と表すことにする。
マーク付き分枝拡散過程は、1つの点 z1

t からスタートする。あらかじめ定めた初
期時刻と初期値を出発した z1

t は、マーケットと同じ Lを生成作用素として変動す
ることとなるが、自身の状態とは独立に、強度 βの指数分布に従ってランダムに到
来する時刻の都度、分岐のイベントが発生する。分岐の際には、最大で多項式 Fの
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表 1 四つ組 (L, β, {pk}, {ak})の役割

L zi
t のダイナミクスの規定

β 分岐が引き起こされる強度
{pk}k=0,...,M 分岐時における分岐数の分布（分岐数が kとなる確率が pk）
{ak}k=0,...,M 分岐数が kである度に ak/pk をマーク

図 4 マーク付き分枝拡散過程のパス

次数である M 個の枝に分岐する。分岐数は {pk}に従い独立に決まり、k本に分岐
する確率が pk となる28。

k本に分岐すれば、{zi
t}i=1,...,k と表されることになるが、それぞれの枝 zi

t は互いに
独立に Lに従って変動し、再び分岐の到来を待つことになる。これを満期 T まで
繰り返していく。
さらに、分岐数 kの分岐イベントが起こる度に、マーク付き分枝拡散過程は ak/pk

というマーク（重み）を発する29。
表 1 に四つ組 (L, β, {pk}, {ak}) のそれぞれの要素の役割をまとめている。また、
図 4でマーク付き分枝拡散過程が持つ分岐するサンプル・パスのイメージを示して
いる。
満期 T まで到達した枝の数を NT と表し、初期時刻から満期 T の間に分岐数

k の分岐が起きた回数を ωk で表すと、これら 2 つの確率変数の間には、NT =

1 +
∑M

k=0(k − 1)ωk という関係式が成立している。

..................................
28 k = 0の場合はその枝の消滅を意味する。
29 マーク付き分枝拡散過程は、(i) 拡散過程のダイナミクス、(ii) ゴルトン=ワトソン分枝過程（Gal-

ton=Watson Branching Process）の分岐、(iii)マーク付き点過程（Marked Point Process）のマーキング
のそれぞれの特徴を組み合わせた確率過程となっている。
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このマーク付き分枝拡散過程を用いると、(10)式の PDEの解が次のように与え
られる。

定理 4.1 （Henry-Labordère [2012]） (10)式の PDEは、終端条件について |φ(x)| ≤ 1

を満たすとし、一意解を持つとする30。このとき、この解は、

u(t, x) = Et,x

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
NT∏
i=1

φ(zi
T )

M∏
k=0

(
ak

pk

)ωk
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,　

と表現することができる。ここで、zi
t は時刻 tに xを出発するマーク付き分枝拡散

過程である。また、NT = 0の場合は∏NT
i=1 = 1と定義する。

以下しばらくは、この定理の前提条件に沿うように、強い仮定ではあるものの、
ペイオフ関数 g(x, θ)について、すべての x ∈ Rq および θ ∈ Rに対して |g| ≤ 1が成
立することを仮定する。
この終端条件に対する規格化の要請は、Henry-Labordère [2012]のように、順問
題を解くことを目的とするのであれば特に制約となることは無いが、本稿において
設定してきた一般的な枠組みで CVAの逆問題を解く際には場合により制約となる
ことがある。この点については、後の 4節 (4)で論じる。

Vθt を変形し、

Ṽθt := −e−r(T−t)Vθt , (11)

と置くと、ṽ(t, S t; θ) = Ṽθt によって定められる ṽが従う PDEは、

(∂t + L) ṽ + β{ṽ+ − ṽ} = 0, ṽ(T, x; θ) = −g(x, θ), (12)

となり、(9)式と同じ形になる。したがって、ṽ+ を多項式近似すれば、マーク付き
分枝拡散過程を用いて前進的なシミュレーションでステップ 2で必要となるサンプ
ル・パスを得ることができる。
これで、問題 1を解決する手段が得られた。

（3） 後退確率微分方程式の比較定理による正当化

次に、問題 2を解決する方法を示す。

..................................
30 Henry-Labordère [2012]では、この解を弱解の一種である粘性解の範囲で捉えている。ここでは厳密
ではないものの、単に解とだけ記すことにする。
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解くべき方程式は、(12)式の PDEを多項式近似したものである。表記が煩雑に
なるのを避けるため、(11)式で行った割引や符号の反転はすでに施されているもの
とする。すなわち、PDEの形で表せば、

(∂t +L) v + β{F(v) − v} = 0, v(T, x; θ) = g(x, θ),

となり、BSDEの形で表せば、

dVθt = β{Vθt − F(Vθt )}dt + Zθt dWt, VθT = g(S T , θ), (13)

となる。
ロビンス=モンロー・アルゴリズムを適用するためには、定理 3.1の前提条件で
ある、Vθ0 の θに関する連続性と、

Xθ :=
NT∏
i=1

g(zi
T , θ)

M∏
k=0

(
ak

pk

)ωk

,

の二乗可積分性を示す必要がある。Vθ0 の連続性については後の注意 4.3で述べてい
る。Xθ の二乗可積分性については次の命題が成立する。

命題 4.2 Xθ が θ に依らず二乗可積分であるための十分条件は、q2(x) :=∑M
k=0 a2

k p−1
k xk が次の 2条件のうちのどちらかを満たすことである。

• q2(1) ≤ 1

• 1 < b < ∞が存在し、

∫ b

1

dx
q2(x) − x

= βT,

が成立する。

証明 |g| ≤ 1と仮定しているから、

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
NT∏
i=1

g(zi
T , θ)

M∏
k=0

(
ak

pk

)ωk
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

2

≤
M∏

k=0

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ a2
k

p2
k

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
ωk

,

であるが、命題の 2条件が右辺の可積分にとって十分であることはHenry-Labordère

[2012]の Proposition 1とその前後の議論によって直ちに導かれる。

この命題の十分条件を満たせば、ロビンス=モンロー・アルゴリズムの条件 (C)

は自動的に満足される。
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また、ロビンス=モンロー・アルゴリズムの条件 (B)についても、前述したよう
にそれほど強い制約ではないので、残された課題は条件 (A)が満たされるための条
件を示すことである。
この点は、BSDEの比較定理を用いることで解決できる。BSDEの比較定理とは、
パラメータ付けられた BSDEに対し、そのドライバー 31 と終端条件がパラメータ
に関して適当な大小関係を保つのであれば、解自体もその大小関係を保存すること
を保証する定理である。定理の正確な記述については補論 1の定理 A-1.3を参照さ
れたい。この定理に従うと、もし次の終端条件に関する条件32

θ1 ≤ θ2 ならば、すべての x ∈ Rq に対して、g(x, θ1) ≤ g(x, θ2), (14)

を満たせば、(13)式の BSDEの解 Vθt について、

θ1 ≤ θ2 ならば、Vθ1t ≤ Vθ2t ,

が成立することになる。これは、ロビンス=モンロー・アルゴリズムの条件 (A)を
満足するのに十分である。

注意 4.3 ペイオフ関数に単調性があり、命題 4.2の条件が満たされるとする。こ
のとき、ペイオフ関数が θについて連続ならば、ルベーグの収束定理により Vθ0 は
θについて連続となる。

以上の議論を定理としてまとめる。

定理 4.4 ペイオフ関数 g(x, θ)は θ について連続で、|g(x, θ)| ≤ 1 を満たすとする。
このとき、T � := {θ ∈ R; Vθ0 = 0}が空でないならば、次の更新式

θn = θn−1 − γnH(zn, θn−1), H(z, θ) :=
NT∏
i=1

g(zi
T , θ)

M∏
k=0

(
ak

pk

)ωk

,

表 2 決定可能な約定条件の例

約定条件 ペイオフ関数 g(x, θ) 備考
スプレッド cx + θ c > 0

キャップ max{cx, θ} c > 0, θ > 0

ストライク (θ − cx)+ c > 0, θ > 0

ギアリング (θx − c)+ c > 0, θ > 0

..................................
31 BSDEの dt項をドライバーと呼ぶ。本稿で用いる BSDEの用語については補論 1を参照されたい。
32 ドライバーは共通なので、必要なのは終端条件に関する条件だけである。
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で定めた θn は、次の条件 (a)～(c)を満たす場合に、T � に値をとる確率変数に概収
束する。zn は時刻 0に s0 を出発するマーク付き分枝拡散過程である。

(a) ペイオフ関数 g(x, θ)は単調性 (14)を満たす
(b) {γn}は一様有界で、確率 1で γn → 0、∑∞n=1 γn = ∞、かつ、

∑∞
n=1 γ

2
n < ∞

(c) 多項式 F と分岐確率 {pk}は命題 4.2の十分条件を満足する

ここまで、|g(x, θ)| ≤ 1という強い制約を課しているものの、その点を除けば、ペ
イオフ関数に対して要請される単調性の条件 (14)は、表 2で具体的に示すような
商品では満たされている33。

（4） ペイオフ関数が有界でない場合についての議論

次に、|g(x, θ)| ≤ 1が必ずしも成立していない場合を考える。1で抑えられていな
くても有界ならば全体を定数倍すればよいだけなので、問題となるのは非有界なペ
イオフ関数の扱いである。Henry-Labordère [2012]では、非有界なペイオフ関数で
あっても、絶対値が 1で抑えられるペイオフ関数に規格化する方法が示されている
が、本稿の設定ではその方法をそのまま適用することはできない。簡単のため S t

は 1次元であるとし、正の値を取ると仮定するが、より一般的な設定への拡張は可
能である。
一旦、仮想的な設定ではあるが、BSDEの前進的シミュレーションによる近似解
法が多項式近似を経由しないものとして考える。まず、このとき、これまでの議論
をそのまま成立するための 1つの十分条件は、滑らかな関数 ρ : (0,∞) → (0,∞)お
よび関数 f : R→ (0,∞)が存在して、

|g(x, θ)| ≤ ρ(x) f (θ), (15)

となることであることを示す。

v̂(t, x; θ) :=
v(t, x; θ)
ρ(x) f (θ)

, ĝ(x, θ) :=
g(x, θ)
ρ(x) f (θ)

,

と置き、v̂を微分すると、(2)式の PDEが修正され、

(∂t + L̂)v̂ − r̂v̂ − βv̂+ = 0, v̂(T, x; θ) = ĝ(x, θ), (16)

という終端条件が 1で抑えられた PDEが得られる。なお、

L̂ := (μ + σ2ρ−1ρ′)∂s +
1
2
σ2∂2

s , r̂ := r − μρ−1ρ′ −
1
2
ρ−1ρ′′σ2, (17)

..................................
33 順方向（注意 3.2の脚注参照）であるようなペイオフ関数だけを挙げている。
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である。ここで、(17)式は、ともに θに依存していないことに注意されたい34。逆
に、この PDEを解いて得られた v̂に対し関数 ρと f を掛ければ vが得られる。多
項式近似を経由することなく BSDEの前進的計算が可能であると仮定しているた
め、この v̂がロビンス=モンローの条件 (A)を満たすことを示すことができれば、
これまでの議論がそのまま適用できることになる。

(16)式の PDEを BSDEの形に戻すと、

dV̂θt = r̂V̂θt dt + β(V̂θt )+dt + Ẑθt dWt, V̂θT = ĝ(S T , θ),

であるが、全体に f (θ)を掛ければ、

d( f (θ)V̂θt ) = r̂( f (θ)V̂θt )dt + β( f (θ)V̂θt )+dt + f (θ)Ẑθt dWt, f (θ)V̂θT = f (θ)ĝ(S T , θ),

となる。g(·, θ)の単調性から f (θ)ĝ(·, θ)も単調である。したがって、上式において
f (θ)V̂θt を 1つの確率過程として捉えると、BSDEの比較定理により f (θ)V̂θ0 の単調
性も言える。V̂θ0 自体は一般的に単調性があるとは限らないが、 f (θ) > 0であるか
ら、θ� を境に V̂θ0 の正負が分離されることが言える。したがって、ロビンス=モン
ローの条件 (A)を満たしていることが確認できる。ペイオフ関数 gの xと θに関す
る増大度に応じて適当な関数 ρと f を取れば、条件 (15)は現実的な多くのペイオ
フ関数で満たされるため、以上の議論により、ペイオフ関数が非有界であってもペ
イオフ関数に対する主な要請は θに対する単調性のみであることがわかる。
ここまでは、多項式近似を用いることなく前進的シミュレーションが使えるとい
う仮定を置いていることに注意されたい。この仮定が成立していれば、議論は非常
に単純で、ペイオフ関数に対する追加的な制約はほとんどない。しかし、本稿の方
法では多項式近似を用いることで前進的シミュレーションを適用可能としているた
め、以下の考察が必要となる。

(15)式を満たす関数 ρと f を用いて定義される v̂に関する PDEは、上述の (16)

式の導出と同様にして、

(∂t + L̂)v̂ + β{F(v̂) − v̂} = 0, v̂(T, x; θ) = ĝ(x, θ),

という終端条件が 1で抑えられる PDEに帰着できるとする。BSDEで表せば、

dV̂θt = β{V̂θt − F(V̂θt )}dt + Ẑθt dWt, V̂θT = ĝ(S T , θ),

である。先程の議論に沿えば、 f (θ)V̂θ0 が、θに対して単調であることを示すことが
できれば、ここでも、ロビンス=モンローの条件 (A)の成立を示すことができる。
..................................
34 これは Henry-Labordère [2012]で提案されている変形と同様の方法であり、その論文の設定では、こ
の変形を施すことで一般性を失うことなくペイオフ関数が 1で抑えられるケースに帰着させること
ができる。
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表 3 関数 ρ, f の定め方の例

約定条件 ペイオフ関数 gb(x, θ) ρ(x) f (θ) 備考
スプレッド cπb(x) + θ b c + |θ|/b c > 0

キャップ max{cπb(x), θ} b max{c, θ/b} c > 0, θ > 0

ストライク (θ − cπb(x))+ b c + θ/b c > 0, θ > 0

ギアリング (θπb(x) − c)+ b c + θ/b c > 0, θ > 0

しかし、上記 BSDEに f (θ)を掛けると、
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

d( f (θ)V̂θt ) = β{ f (θ)V̂θt − f (θ)F(V̂θt )}dt + f (θ)Ẑθt dWt,

f (θ)V̂θT = f (θ)ĝ(S T , θ),

となる。ここで、 f (θ)V̂θt を 1つの確率過程と見たときのドライバーは x+ を近似し
た多項式部分が θ に依存するうえ、θ に対する単調性を持っていない。そのため、
BSDEの比較定理を用いることができず、先程の議論を適用できない。
以上より、一般の非有界なペイオフ関数を持つデリバティブの場合、ペイオフ関
数が約定パラメータに θに対して単調性であるという条件を課すだけでは不十分で
あることがわかる。
そこで、(15)式に代わるより直接的な条件として、関数 ρと f を、

|ĝ(x, θ)| ≤ 1、かつ、θ1 ≤ θ2 ならば ĝ(x, θ1) ≤ ĝ(x, θ2), (18)

を満たすように選ぶことができるという条件を考える。この条件を満たせば、
BSDEの比較定理によってロビンス=モンローの条件 (A)が成立することは明らか
である。
しかし、前掲の表 2で例示したような基本的なペイオフ関数であってもこれらの
関数 ρ, f を見つけ出すことは容易ではない。このため、xを有界な範囲で打ち切る
次のようなペイオフ関数 gb(x, θ)を考える。

gb(x, θ) := g(πb(x), θ), πb(x) := max{x, b}.

gb(x, θ)のようなペイオフ関数であれば、現実的な多くのペイオフ関数に対して
は、発見的な方法で関数 ρ, f を探し出すことはそれほど難しいことではなく、既述
の議論のもとでロビンス=モンロー・アルゴリズムを適用することができる。表 3

は、表 2のペイオフ関数に対する関数 ρおよび f の例を示したものである。
直感的には、b > 0を十分大きくとれば、ペイオフ関数 gb(x, θ)に対する逆問題の
解は、もとのペイオフ関数 g(x, θ)に対する逆問題の解に非常に近い値を取ることが
期待できる。実際、gb(x, θ)をペイオフ関数とするデリバティブの価格を Bθ0 とし、
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この Bθ0 を基準とした逆問題の解 θが求まったとすると、補論 1の命題 A-1.4によ
り、もとのペイオフ関数での価格 Vθ0 との差が、

|Vθ0 − Bθ0| ≤ eL(1+L)T
√

EQ[δ2
b(S T , θ)],

L = r + β, δb(x, θ) := g(x, θ) − gb(x, θ),

と評価できる 35。満期時点での原資産価格の分布が正規分布に従うような場合は、
bを増大させていけば原資産価格が bを超える確率は指数的に減少するから、十分
大きな bを取っておけば、EQ[δ2

b(S T , θ)]は実務上不都合が生じない程度に小さいこ
とが期待できる。

注意 4.5 Henry-Labordère [2012]においては特に制約とならなかった |φ(x)| ≤ 1 と
いう規格化が、本稿の手法においては制約となる。一方、一般的な前進後退確率微
分方程式（Forward Backward Stochastic Differential Equation：以下、FBSDE）を前進
的なシミュレーションを用いて近似計算する手法として、Fujii and Takahashi [2012]

は、インタラクティング・パーティクル法（Interacting Particle Method）と呼ばれる
方法を考案している。そこでは、多項式近似ではなく漸近展開を用いた近似が用
いられているほか、終端条件を規格化することも求めていない。この手法とロビ
ンス=モンロー・アルゴリズムを用いた逆問題の求解問題については、別途、孕石
[2014]で論じているので参照されたい。

（5） 金利が確率変動する場合

Burgard and Kjaer [2011]では、金利が確率変動する場合にも、(2)式と同様の PDE

が成立することを示した。したがって、本稿の手法は rおよび βが確率的に変動す
る設定に対しても、直ちに拡張可能である。ただし、次の仮定は満たされていると
する。

仮定 4.6 確率変動する金利を rt、βt で表すことにすると、これらは適当な有界ボ
レル可測関数 rおよび βによって、

rt = r(t, S t), βt = β(t, S t),

と表され、それぞれ {Ft}-発展的可測である。

..................................
35 Lは BSDEにおける一様リプシッツ条件が与える係数であり、ここでは r + βと置くことができる
（一様リプシッツ条件については補論 1参照）。

69



これは、金利やクレジットによるコストの時価に占める割合が (1)式の前進的な
確率微分方程式によってのみ規定され、デリバティブの価格自身には影響されない
ということを意味する。例えば、独立担保が存在するような場合は、デリバティブ
価格自身の影響が担保コストの比率を変化させる。独立担保が取引に占める負担
が、デリバティブ価格の水準によって相対的に変化するからである。そのようなモ
デルは本稿の計算手法の枠組みを超えることになり適用することはできない。

5. 数値計算

（1） デジタル・オプション

ここでは、Henry-Labordère [2012]の数値検証で利用されたデジタル・オプション
について、同論文で用いられたものと同じパラメータのもとで逆問題を解く数値計
算を行う。
原資産は S 0 = 1から出発する 1次元の確率過程とし、満期 T のペイオフは、ペ
イオフ関数

g(x) :=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1 (x < 1)

−1 (x ≥ 1),

を用いて、g(S T )で与えられる。ここでは、CVAを考慮した逆問題としてフォワー
ド・プレミアム θの計算を取り上げる。この場合、(8)式のとおり、g(x, θ) := g(x)− θ
とすればよい。なお、|g(x, θ)| ≤ 1が一般には成立しないので、(18)式を満たすよう
適切に式変形を行う必要がある。そのためには、4節 (4)での議論を踏まえ、ρ(x) ≡ 1

および f (θ) = 1 + |θ| を用いて変形すればよい。このとき、ĝ(x, θ) = g(x, θ)/(1 + |θ|)
は図 5のような形状をしており、g(x)の値によらず θについて単調であることがわ
かる。
また、原資産はブラック=ショールズ・モデル

dS t = rS tdt + σS tdWt,

に従うとし、パラメータの値は r = 0.0, σ = 0.2とする。さらに、(11)式の変形を行
い、符号と割引きについて整理すると、

(∂t +L)v + β(v+ − v) = 0, v(T, x; θ) = −
g(x, θ)
1 + |θ|

, (19)
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図 5 修正されたペイオフ関数

という PDEが得られる。これをさらに多項式 F で近似するので、最終的に、

(∂t +L)v + β(F(v) − v) = 0, v(T, x; θ) = −g(x, θ)
1 + |θ|

, (20)

という PDEを解けばよいことがわかる。クレジット・スプレッド βとしては、0.01

および 0.03の場合を考え、満期 T については、T = 2, 4, 6, 8, 10の場合を考える。
多項式 F は Henry-Labordère [2012]と同様に、

F(x) = 0.0589 + 0.5x + 0.8164x2 − 0.4043x4, (21)

を用いる 36。分岐の際の分岐数を規定する確率 {pk} については、Henry-Labordère

[2012]において分散を最小化する {pk}の定め方が与えられている。具体的には、θ

表 4 反復的 PDE計算による解 (β = 0.01)

T 多項式近似なし 多項式近似あり 近似誤差
2 0.10751 0.10746 −0.05％
4 0.14872 0.14863 −0.06％
6 0.17895 0.17884 −0.06％
8 0.20348 0.20338 −0.05％

10 0.22437 0.22428 −0.04％

..................................
36 Henry-Labordère [2012] では、この多項式の選定方法についての言及がないものの、後の 5節 (3)で
触れているように、区間 [−1, 1]上で x+ との二乗誤差最小化によって 4次多項式の係数を定めれば、
この多項式と概ね一致したものが得られる。

71



表 5 反復的 PDE計算による解 (β = 0.03)

T 多項式近似なし 多項式近似あり 近似誤差
2 0.09760 0.09745 −0.15％
4 0.12905 0.12874 −0.24％
6 0.14964 0.14921 −0.29％
8 0.16464 0.16409 −0.33％

10 0.17609 0.17540 −0.39％

に応じて、次にように定めればよい。

pk =
|ak| ‖ĝ‖k∞∑M
i=0 |ai| ‖ĝ‖i∞

, ‖ĝ‖∞ = sup
x>0
|ĝ(x, θ)|.

この例は次元数が小さく、(20)式の PDEや多項式近似する前の (19)式の PDEの
双方を数値的に解くことが可能である。また、θを変えながら反復計算することで、
発見的ではあるが逆問題を解くことも可能であるため、こうして得られた計算結果
を、本稿の数値計算の精度を検証する際のベンチマークとして利用する。反復的な
数値計算により得られたフォワード・プレミアムの値は表 4および表 5のとおりで
ある。
図 6～9は、T = 2および T = 10について、本稿で提案する手法による計算結果
をベンチマークに対する誤差で示したものである。シミュレーションに伴う誤差を
含む手法であるため、一連の手続きを 100回行い、それぞれに対しベンチマークか
らの誤差率37 を求めている。各点の縦線は、100回の計算における誤差率の中央値
および上下 25％点をプロットしたものである（数値の詳細や他の満期については
補論 3参照）。
なお、ロビンス=モンロー・アルゴリズムでは、θの初期値および更新の程度を規
定する系列 {γn}に任意性があるが、本稿の数値計算では θの初期値ゼロ、γn = 1/n

を用いた。
シミュレーション回数を増やすほどベンチマークへ接近しており、本稿の手法の
妥当性を数値的に確認できる。一方で、満期 T が大きくなるほど、あるいはクレ
ジット・スプレッド βが大きくなるほど PDEの多項式近似に起因した真値との乖
離が無視できなくなる。

..................................
37 ここでは、（シミュレーション値 −ベンチマーク）÷ベンチマークの絶対値を誤差率と定めている。
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図 6 T = 2、β = 0.01 図 7 T = 2、β = 0.03

図 8 T = 10、β = 0.01 図 9 T = 10、β = 0.03

（2） 分散減少法の適用

通常のモンテカルロ法と同様に、ロビンス=モンロー・アルゴリズムでも、適当
な分散減少法38 を適用することで計算精度が向上することが期待される。ここでは
制御変量法と呼ばれる分散減少法の適用を試みる。表記を単純にするため、ペイオ
フ関数 g(x, θ)はあらかじめ |g(x, θ)| ≤ 1を満たしているものとし、CVAを考慮した
デリバティブ価格 v(t, S t; θ)に対応する PDEは

(∂t +L)v − rv − βv+ = 0, v(T, x; θ) = g(x, θ),

であるとする。
制御変量法では、元の確率変数と高い相関を持ち、期待値が容易に計算できるも
のを制御変量として用意する。適当に固定した θ0 を約定条件パラメータとしたと
きの、CVAを考慮しないデリバティブ価格を ṽ(t, S t; θ0)と表すと、これは、PDE

(∂t +L)ṽ − rṽ = 0, ṽ(T, x; θ0) = g(x, θ0), (22)
..................................
38 分散減少法の各手法については Glasserman [2004] Chapter 4などを参照。
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の解となっている。ここで、CVAを考慮しなければ、この値は容易に算出可能であ
ると仮定し、ṽ(0, s0; θ0) = αとなるような定数 αが求められているとする。さらに、
(22)式を変形すると、

(∂t +L)ṽ + β{γ̃ṽ − ṽ} = 0, ṽ(T, x; θ) = g(x, θ), γ̃ := (β − r)/β,

となるが、γ̃ṽ の部分を、ãk = γ̃ (k = 1), = 0 (k � 1) という係数を持つ多項式
F̃(x) =

∑M
k=0 ãkxk を用いた項とみなせば、これはマーク付き分枝拡散過程を利用し

て計算することが可能である。分岐確率 {pk}として CVA込みの価格を計算する際
に用いるものと同一のものを利用することにすれば、共通のサンプル・パスによっ
て 2変量が計算ができて、

Vθ0 =E0,z0

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
NT∏
i=1

g(zi
T , θ)

M∏
k=0

(
ak

pk

)ωk
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=E0,z0

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
NT∏
i=1

g(zi
T , θ)

M∏
k=0

(
ak

pk

)ωk

−
NT∏
i=1

g(zi
T , θ

0)
M∏

k=0

(
ãk

pk

)ωk

+ α

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

という表現を得る。この式を利用してロビンス=モンロー・アルゴリズムで θを求
めればよい。
図 10～13では制御変量法の有無による収束の速さを比較している。5節 (1)と同
様に、100回の計算結果について、その誤差率の中央値および上下 25％点をプロッ
トした。なお、ここでは多項式近似に伴う誤差を含まない解からの誤差率を表示し
ている。モデルやパラメータは 5節 (1)と同様に設定し、θの初期値はゼロとした。
また、θ0 には任意性があるが、本稿では α = 0となるような θ0 を逆算して求めた。
結果を見ると、満期 T が小さいほど、またクレジット・スプレッド βが小さいほ
ど、分散減少効果は大きい。分散減少法の有無による収束の違いを見ると、図 10

（T = 2、β = 0.01）では、同程度の収束を達成するまでの時間が 10～20倍程度高速
化している一方、図 13（T = 10、β = 0.03）ではほとんど高速化できていないこと
がわかる。これは、CVAが相対的に小さいほど、カウンターパーティ・リスク・フ
リーな価格との連動が強く、導入した変量が制御変量として有効であるためと考え
られる。また、分散減少効果が存在する場合でも、多項式近似に伴う誤差以上の収
束はできないため、分散減少法の効果は頭打ちとなる。そこで、5節 (3)では、多
項式近似に伴う誤差を減少させる方法について考える。
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図 10 T = 2、β = 0.01、
制御変量法あり

図 11 T = 2、β = 0.03、
制御変量法あり

図 12 T = 10、β = 0.01、
制御変量法あり

図 13 T = 10、β = 0.03、
制御変量法あり

（3） 高次多項式の利用

多項式近似に伴う誤差を減少させるために、より高次の多項式を利用することを
試みる。
区間 [−1, 1]の上で、二乗誤差

∫
{F(x)− x+}2dxを最小にする F(x) =

∑M
k=0 ak xk を考

え、M = 6とした 6次多項式 F6(x)および M = 8とした 8次多項式 F8(x)を次のと
おり求めた。

F6(x) = 0.0427+ 0.5x + 1.1536x2 − 1.4099x4 + 0.7332x6,

F8(x) = 0.0336+ 0.5x + 1.4804x2 − 3.2076x4 + 3.8491x6 − 1.6692x8.

Henry-Labordère [2012]の Proposition 1によれば、マーク付き分枝拡散過程によ
る期待値表現が約定条件パラメータ θ によらずに可積分となるための十分条件は、
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図 14 T = 2、β = 0.01、
6次多項式近似

図 15 T = 2、β = 0.03、
6次多項式近似

図 16 T = 10、β = 0.01、
6次多項式近似

図 17 T = 10、β = 0.03、
6次多項式近似

q(x) :=
∑M

k=0 |ak|xk に対して、q(1) ≤ 1が成立するか、もしくは、

∫ b

1

dx
q(x) − x

= βT,

となるような 1 < b < ∞が存在することである。
M = 4, 6, 8 に対応する q(x) をそれぞれ q4(x), q6(x), q8(x) と表す 39。いずれも

qM(1) > 1を満たしている。また、数値計算から、
∫ ∞

1

dx
q4(x) − x

= 0.5083,
∫ ∞

1

dx
q6(x) − x

= 0.0993,
∫ ∞

1

dx
q8(x) − x

= 0.0213,

となる。したがって、β = 0.01の場合、4次多項式であれば T < 50.83であることが
..................................
39 q4(x) に対応させる多項式は (21)式とした。Henry-Labordère [2012] ではこの多項式の導出方法につ
いて言及していないものの、二乗誤差最小化によって求めた 4次多項式に概ね一致していることが
確認できる。
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可積分であるための十分条件となっているものの、M = 6, 8と多項式の次数を上げ
ると、十分条件はそれぞれ T < 9.93および T < 2.13となり、実務上はかなりの制
約となる。β = 0.03とすると、さらに制約は厳しくなり、可積分であるための十分
条件は M = 4, 6, 8に対してそれぞれ、T < 16.94、T < 3.31、T < 0.71となる。
ここでは、可積分あるいは二乗可積分条件を必ずしも満たしているわけではない
が、6次多項式に対して形式的にロビンス=モンロー・アルゴリズムを適用し、収
束の様子を確認したものを図 14～17に示した。5節 (2)で示した制御変量法を適用
したうえで、100回の計算結果の中央値および上下 25％点を記している。
図から、T を大きくすると可積分条件が満たされず、計算精度が悪くなったり、
発散してしまう様子が確認できる。また、可積分条件を満たす T = 2であっても誤
差率が大きいほか、計算精度の向上を目的として 6次多項式を導入したものの、そ
の効果を確認できるほど精度よく解が求まっていない。近似多項式の決定において
は単純な二乗誤差最小化という基準を採用しているものの、6次以上の高次多項式
を使うメリットはほとんどないと考える。

6. まとめ

本稿では、CVAを考慮した逆問題を効率的に求解する手法を提案した。
ここでは、Henry-Labordère [2012]によるマーク付き分枝拡散過程の方法とロビ
ンス=モンロー・アルゴリズムを組み合わせ、いくらかのバイアスが生じてしまう
ものの、1回のシミュレーション計算によって逆問題を数値的に求解する手法を構
築した。さらに、本稿が提案する手法が現実的なペイオフ関数を持つデリバティブ
の約定条件を決定する際に適用可能であるだけでなく、その適用範囲が十分に広い
ことも示した。
数値実験では、簡単なモデルながら、実際の問題について真値への収束を確認し
手法の実用性が十分高いことを示したうえで、分散減少法による高速化も提案し
た。なお、計算結果をやや詳細に見ると、PDEを多項式近似している部分を原因
として、真値からわずかにずれた値への収束となることが確認できている。もっと
も、これはビッド・アスク・スプレッドが比較的大きな CVAでは実務上十分許容可
能な計算誤差であると考えてよい40。
最後に、Henry-Labordère [2012]と前後して Fujii and Takahashi [2012]も FBSDE

..................................
40 この数値計算ではリスク中立確率 Qが一意に定まるよう、各種パラメータを明示的に設定したが、
実際には、不確実性を完全には排除することができないデフォルトに関するリスク・ファクターなど
により、非完備となる場合が多い。通常はこうした非完備性に起因する価格の曖昧さもビッド・アス
ク・スプレッドに含まれているという点には注意する必要がある。
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を前進的なシミュレーションにより解く方法を提案していることを付け加えたい。
当該手法を、本稿の手法における Henry-Labordère [2012]の手法に置き換える可能
性を確認することは、興味深い課題である。これについては、別途、孕石 [2014]に
おいて論じているので参照されたい。
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補論 1. 後退確率微分方程式（BSDE）

BSDEについて概説する。BSDEの解説書としては、Ma and Yong [2000]が FBSDE

も含めて詳しく、本補論の表記や定理の主張についても基本的にそれに従ってい
る。ファイナンスと関連付けて解説したものとしては、El Karouni, Peng and Quenez

[1997]がある。日本語による BSDE・FBSDEの詳しい解説はあまりないが、吉田
[2004]にはファイナンスへの具体的な応用が記載されており参考になる。

(Ω,F , {Ft}, P)を通常の条件を満たしたフィルター付き確率空間とし、フィルト
レーション {Ft}は d 次元標準ウィーナー過程 Wt によって生成されているとする。
また、次の記号を定義しておく。

• L2
FT

(R)：FT -可測で、二乗可積分な R-値確率変数の全体

• L2
[0,T ](R), L2

[0,T ](R
d)：{Ft}-発展的可測な R-値もしくは Rd-値確率過程 Xt で、∫ T

0
E[‖Xt‖2]dt < ∞を満たすもの全体

• L2,c
[0,T ](R)：{Ft}-発展的可測な R-値連続確率過程 Xt で、E[sup0≤t≤T X2

t ] < ∞を
満たすもの全体
• L2,Lip

[0,T ] (R,R
d; R)：[0, T ] × R × Rd ×Ωから Rへの関数 f で、次の 1©～ 3©を満た

すもの全体
1© すべての y ∈ R, z ∈ Rd に対して (t, ω) �→ f (t, y, z;ω)は {Ft}-発展的可測
2© f (t, 0, 0;ω) ∈ L2

[0,T ](R)

3© L > 0 が存在し、すべての y1, y2 ∈ R, z1, z2 ∈ Rd とほとんどすべての
t ∈ [0, T ]に対して、確率 1で、| f (t, y1, z1;ω)− f (t, y2, z2;ω)| ≤ L{|y1 − y2| +
‖z1 − z2‖}が成立する（一様リプシッツ条件）

• N[0, T ] := L2,c
[0,T ](R) × L2

[0,T ](R
d)

ξ ∈ L2
FT

(R) および h ∈ L2,Lip
[0,T ] (R,R

d; R) に対し、次のように形式的に方程式を定
める。

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
dYt = h(t, Yt, Zt)dt + ZtdWt, t ∈ [0, T ],

YT = ξ.
(A-1)

これを終端条件 ξ、ドライバー hの BSDEと呼ぶ。BSDEは対 (Yt, Zt)に関する方
程式となっており、1つの方程式から解となる 2つの確率過程を導くことになる。
この方程式の解を求めるということの正確な定義は次のとおりである。

定義 A-1.1 （BSDE の解） (Yt, Zt) ∈ N[0, T ]が (A-1)式の BSDE の解であるとは、
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すべての t ∈ [0, T ]に対して、確率 1で、

Yt = ξ −
∫ T

t
h(s, Ys, Zs)ds −

∫ T

t
ZsdWs,

を満たすことをいう。

BSDEの解の存在と一意性は、Pardoux and Peng [1990]によって示された。

定理 A-1.2 （BSDEの解の一意存在定理） ξ ∈ L2
FT

(R)かつ h ∈ L2,Lip
[0,T ] (R,Rd; R)で

あるならば、(A-1)式の BSDEの解 (Yt, Zt) ∈ N[0, T ]の存在と一意性が言える。

証明は Pardoux and Peng [1990] の Theorem 3.1 もしくは Ma and Yong [2000] の
Chapter 1 Theorem 4.2を参照されたい。次の定理が、本稿で提案する手法の正当化
に必要な、BSDEの比較定理である。

定理 A-1.3 （BSDEの比較定理） i = 1, 2に対して、

dYi
t = −hi(t, Yi

t , Z
i
t)dt + Zi

t dWt, Yi
T = ξ

i,

という BSDEを考える41。このとき、ξ1 ≤ ξ2 と、任意の (t, y, z) ∈ [0, T ] × R × Rd に
対する h1(t, y, z) ≤ h2(t, y, z)という 2つの大小関係が確率 1で成立しているならば、
任意の t ∈ [0, T ]に対し、解に対する大小関係 Y1

t ≤ Y2
t も確率 1で成立する。

証明はMa and Yong [2000]の Chapter 1 Theorem 6.1を参照されたい。次の命題も
本稿で利用している。

命題 A-1.4 i = 1, 2に対し、ξi ∈ L2
FT

(R)を任意に取る。また、(Yi, Zi) ∈ N[0, T ]を
次の BSDE

dYi
t = h(t, Yi

t , Z
i
t)dt + Zi

tdWt, Yi
T = ξ

i,

の解とする。このとき、任意の t ∈ [0, T ]に対し、次の不等式

E
[
(Y1

t − Y2
t )2
]
≤ CE[(ξ1 − ξ2)2], C = e2L(1+L)(T−t) ,

が成立する。ここで、Lは hの一様リプシッツ条件が与える係数である。

証明 Ma and Yong [2000] には、ドライバーが異なる場合の評価を与えた定理
（Chapter 1 Theorem 4.2）がある。以下の議論はその定理の証明に倣っている。

..................................
41 ドライバーにマイナスの符号が付いていることに注意する。
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まず、次のように記号を定める。

Ŷt := Y1
t − Y2

t , Ẑt := Z1
t − Z2

t , ξ̂ := ξ1 − ξ2.

次に、Ŷ2
t に対して伊藤の公式を適用すると、

Ŷ2
t +

∫ T

t
‖Ẑs‖2ds = ξ̂2 − 2

∫ T

t
Ŷs{h(s, Y1

s , Z
1
s ) − h(s, Y2

s , Z
2
s )}ds − 2

∫ T

t
ŶsẐsdWs

≤ ξ̂2 + 2L
∫ T

t
|Ŷs|{|Ŷs| + ‖Ẑs‖}ds − 2

∫ T

t
ŶsẐsdWs

≤ ξ̂2 +
∫ T

t
{(2L + 2L2)Ŷ2

s +
1
2
‖Ẑs‖2}ds − 2

∫ T

t
ŶsẐsdWs,

となるから、辺々期待値を取って、

E[Ŷ2
t ] +

1
2

∫ T

t
E[‖Ẑs‖2]ds ≤ E[ξ̂2] + (2L + 2L2)

∫ T

t
E[Ŷ2

s ]ds,

となる。特に、

E[Ŷ2
t ] ≤ E[ξ̂2] + (2L + 2L2)

∫ T

t
E[Ŷ2

s ]ds,

であるから、グロンウォールの不等式42 を適用することで主張を得る。

以上が本稿の内容に関連した BSDEの基本的事項である。BSDEのより詳細な話
題については参考文献を参照されたい。

..................................
42 グロンウォールの不等式は、実数に値を取る [0, T ]上の連続関数 f (t)、非増加関数 a(t)、非負連続関
数 b(t)が、[0, T ]上で f (t) ≤ a(t) +

∫ T
t

b(s) f (s)dsを満たすならば、 f (t) ≤ a(t) exp(
∫ T

t
b(s)ds)が成立す

ることを保証する。
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補論 2. 清算時 CVAなしの場合

デフォルト時の清算の際に CVAを考慮しない場合について考える。
約定条件パラメータ θを明示して表せば、この場合の PDEは、

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(∂t +L) v + h(Rm+ + m− − v) − rv = 0, v(T, x; θ) = g(x, θ),

(∂t +L) m − rm = 0, m(T, x; θ) = g(x, θ),

となる。Vθt = v(t, S t; θ)がこの場合の CVAを考慮した価格である。
Henry-Labordère [2012]は、清算時 CVAなしの場合の価格 vに対応する PDEを、

(∂t +L) v +
β

1 − R
{(1 − R)m+ + Rm − v} = 0, v(T, x; θ) = g(x, θ),

の形に帰着させ、(1 − R)x+ + Rxを多項式 F(x)で近似した。すなわち、

(∂t + L) v +
β

1 − R
{F(m) − v} = 0, v(T, x; θ) = g(x, θ), (A-2)

に、マーク付き分枝拡散過程による表現を与え、前進的シミュレーションの適用を
可能とした。このため、単調性、すなわち、

θ1 ≤ θ2 ならば、すべての x ∈ Rq に対して、g(x, θ1) ≤ g(x, θ2),

という性質を満たすペイオフ関数のもとで、

θ1 ≤ θ2 ならば、Vθ1t ≤ Vθ2t ,

が成立することを示せば、本稿の手法が清算時 CVAなしの場合でも正当化できる。
しかし、これは常に成立するとは限らない。
まず、CVAを考慮しないデリバティブ価格を Mθt と表す。明らかに、

θ1 ≤ θ2 ならば、Mθ1t ≤ Mθ2t ,

である。次に、(A-2)式の PDEに対応する BSDEを導出すると、

dVθt =
β

1 − R
Vθt dt −

β

1 − R
F(Mθt )dt + Zθt dWt, VθT = g(S T , θ),

である。したがって、BSDEの比較定理を用いるためには、ドライバーに関する不
等式

β

1 − R
v − β

1 − R
F(Mθ1t ) ≥ β

1 − R
v − β

1 − R
F(Mθ2t ),
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を示せばよい。しかし、F(Mθt )を多項式近似適用前の (1 − R)(Mθt )+ + RMθt という形
に置き換えれば、Mθt の単調性から上記の不等式は成立するが、F(Mθt )を含んだ上
記不等式では必ずしも成立するとは限らない。
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補論 3. 数値計算結果

本稿の数値計算の結果を、表 A-1から表 A- 10にまとめた。表の値は、誤差率に
ついて、100回のシミュレーションでの中央値、および上下 25％点を求めたもので
ある。ここでいう誤差率は、多項式近似を含まない (12)式の PDEを反復的に解い
て計算した解との乖離率を示したものである。
図 A- 1から図 A-6は T = 4, 6, 8についてプロットしたものである。

表 A-1 T = 2、β = 0.01での誤差率（％）の分位点

反復回数 4次多項式
4次多項式 6次多項式

(log2 N)
制御変量法あり 制御変量法あり

25％ 中央 75％ 25％ 中央 75％ 25％ 中央 75％
12 6.03 11.49 16.03 1.36 2.51 4.34 2.56 6.65 10.38

14 2.51 4.90 8.60 0.53 1.25 2.00 1.45 2.69 4.61

16 1.35 2.79 4.26 0.26 0.44 0.95 0.67 1.28 2.38

18 0.63 1.29 2.14 0.15 0.30 0.48 0.31 0.63 1.11

20 0.29 0.59 0.97 0.06 0.16 0.24 0.14 0.35 0.57

22 0.19 0.34 0.54 0.04 0.08 0.14 0.09 0.15 0.29

24 0.07 0.15 0.29 0.02 0.04 0.07 0.06 0.10 0.16

26 0.04 0.08 0.14 0.03 0.04 0.06 0.03 0.06 0.10

表 A-2 T = 4、β = 0.01での誤差率（％）の分位点

反復回数 4次多項式 4次多項式 6次多項式

(log2 N)
制御変量法あり 制御変量法あり

25％ 中央 75％ 25％ 中央 75％ 25％ 中央 75％
12 2.86 6.97 12.13 1.23 2.71 4.30 2.67 5.42 9.51

14 1.61 3.38 6.64 0.28 0.87 2.03 1.02 3.07 4.68

16 0.81 1.72 2.89 0.29 0.61 1.07 0.67 1.72 2.85

18 0.33 0.84 1.75 0.13 0.31 0.51 0.43 0.83 1.41

20 0.24 0.44 0.66 0.06 0.13 0.21 0.21 0.49 0.75

22 0.12 0.25 0.41 0.04 0.07 0.12 0.06 0.17 0.32

24 0.08 0.14 0.22 0.02 0.05 0.09 0.05 0.12 0.21

26 0.03 0.08 0.12 0.04 0.05 0.08 0.05 0.08 0.13
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表 A-3 T = 6、β = 0.01での誤差率（％）の分位点

反復回数 4次多項式
4次多項式 6次多項式

(log2 N)
制御変量法あり 制御変量法あり

25％ 中央 75％ 25％ 中央 75％ 25％ 中央 75％
12 3.25 6.93 11.07 0.95 2.41 4.17 2.66 7.37 17.96

14 1.85 3.62 5.33 0.46 0.99 1.74 1.99 3.73 7.43

16 0.92 1.90 2.93 0.28 0.58 0.93 1.24 2.19 3.77

18 0.35 0.82 1.43 0.15 0.31 0.54 0.42 1.14 2.06

20 0.21 0.40 0.73 0.07 0.16 0.28 0.21 0.52 0.91

22 0.14 0.23 0.36 0.05 0.08 0.14 0.13 0.32 0.51

24 0.05 0.13 0.21 0.04 0.07 0.11 0.10 0.23 0.37

26 0.04 0.08 0.13 0.04 0.06 0.08 0.06 0.13 0.21

表 A-4 T = 8、β = 0.01での誤差率（％）の分位点

反復回数 4次多項式
4次多項式 6次多項式

(log2 N)
制御変量法あり 制御変量法あり

25％ 中央 75％ 25％ 中央 75％ 25％ 中央 75％
12 4.07 7.43 12.98 1.09 2.38 4.76 5.17 9.23 16.41

14 1.41 3.18 5.36 0.63 1.28 2.35 2.52 5.38 11.69

16 0.85 1.54 2.71 0.42 0.77 1.11 2.00 3.01 6.04

18 0.30 0.67 1.36 0.14 0.35 0.58 0.63 1.74 3.25

20 0.14 0.30 0.64 0.11 0.20 0.33 0.46 0.92 1.84

22 0.11 0.21 0.33 0.05 0.09 0.16 0.22 0.54 0.96

24 0.06 0.11 0.16 0.03 0.06 0.10 0.18 0.28 0.51

26 0.03 0.07 0.10 0.03 0.05 0.08 0.09 0.22 0.38

表 A-5 T = 10、β = 0.01での誤差率（％）の分位点

反復回数 4次多項式
4次多項式 6次多項式

(log2 N)
制御変量法あり 制御変量法あり

25％ 中央 75％ 25％ 中央 75％ 25％ 中央 75％
12 2.11 6.21 10.13 1.45 2.90 4.46 5.70 10.06 23.14

14 1.75 3.27 5.32 0.72 1.18 2.30 2.26 5.74 10.25

16 0.79 1.47 2.56 0.30 0.69 1.22 1.93 4.05 8.38

18 0.32 0.76 1.09 0.17 0.38 0.59 1.43 3.30 6.03

20 0.14 0.35 0.60 0.08 0.18 0.32 0.95 1.72 3.87

22 0.10 0.17 0.27 0.04 0.08 0.15 0.46 1.01 2.47

24 0.04 0.08 0.14 0.02 0.05 0.08 0.29 0.63 1.38

26 0.02 0.06 0.09 0.02 0.04 0.06 0.29 0.55 0.97
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表 A-6 T = 2、β = 0.03での誤差率（％）の分位点

反復回数 4次多項式
4次多項式 6次多項式

(log2 N)
制御変量法あり 制御変量法あり

25％ 中央 75％ 25％ 中央 75％ 25％ 中央 75％
12 4.51 11.12 18.42 2.50 5.59 8.94 9.02 17.03 30.63

14 2.79 6.62 9.23 1.38 2.71 4.50 4.20 9.31 17.79

16 1.23 2.84 4.95 0.47 1.06 1.94 3.30 6.24 10.52

18 0.62 1.39 2.22 0.39 0.66 1.06 1.24 2.53 5.36

20 0.41 0.74 1.39 0.18 0.31 0.50 0.93 1.67 2.72

22 0.19 0.37 0.55 0.09 0.19 0.34 0.44 0.88 1.67

24 0.08 0.16 0.34 0.10 0.16 0.23 0.21 0.46 1.11

26 0.08 0.18 0.25 0.11 0.14 0.19 0.15 0.29 0.59

表 A-7 T = 4、β = 0.03での誤差率（％）の分位点

反復回数 4次多項式
4次多項式 6次多項式

(log2 N)
制御変量法あり 制御変量法あり

25％ 中央 75％ 25％ 中央 75％ 25％ 中央 75％
12 3.97 9.85 19.39 2.45 5.51 8.61 19.89 50.71 118.68

14 3.66 5.80 9.24 1.47 3.11 4.63 17.68 32.99 123.81

16 1.04 2.45 3.91 0.72 1.40 2.24 14.14 34.56 142.11

18 0.63 1.25 2.21 0.33 0.65 1.34 11.33 27.19 74.34

20 0.40 0.60 1.14 0.18 0.45 0.70 8.12 18.76 38.83

22 0.19 0.32 0.56 0.10 0.28 0.44 7.08 13.98 36.54

24 0.12 0.22 0.39 0.15 0.25 0.33 4.19 11.48 19.96

26 0.16 0.23 0.30 0.21 0.25 0.28 4.13 10.38 18.09

表 A-8 T = 6、β = 0.03での誤差率（％）の分位点

反復回数 4次多項式
4次多項式 6次多項式

(log2 N)
制御変量法あり 制御変量法あり

25％ 中央 75％ 25％ 中央 75％ 25％ 中央 75％
12 4.75 10.15 18.90 2.97 7.49 13.73 79.33 195.75 828.93

14 2.26 4.74 8.05 1.64 3.48 6.20 77.54 214.44 1.04×103

16 1.02 2.72 4.39 0.68 1.61 2.89 81.41 189.05 952.10

18 0.51 1.26 2.05 0.38 0.92 1.32 108.52 339.18 1.77×103

20 0.30 0.58 0.94 0.19 0.47 0.86 72.13 402.26 1.80×103

22 0.24 0.45 0.64 0.18 0.29 0.49 116.93 464.49 1.88×103

24 0.21 0.34 0.49 0.22 0.32 0.41 150.75 410.05 2.18×103

26 0.23 0.31 0.39 0.23 0.29 0.34 158.74 481.29 2.37×103
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表 A-9 T = 8、β = 0.03での誤差率（％）の分位点

反復回数 4次多項式 4次多項式 6次多項式

(log2 N)
制御変量法あり 制御変量法あり

25％ 中央 75％ 25％ 中央 75％ 25％ 中央 75％
12 4.54 8.93 16.59 4.34 8.54 14.62 265.21 587.59 2.71×103

14 1.91 4.55 7.93 1.89 4.12 6.65 259.99 669.17 3.38×103

16 1.35 2.46 4.44 1.25 2.35 3.45 238.15 1.05×103 1.43×104

18 0.62 1.34 2.25 0.38 0.93 1.70 394.63 1.30×103 2.65×105

20 0.25 0.60 1.03 0.25 0.57 0.92 635.81 2.34×103 1.90×106

22 0.18 0.37 0.67 0.16 0.31 0.56 633.24 4.37×103 1.01×107

24 0.19 0.35 0.50 0.20 0.33 0.47 719.34 7.29×106 5.76×107

26 0.26 0.34 0.43 0.29 0.35 0.40 916.06 3.89×107 2.53×108

表 A-10 T = 10、β = 0.03での誤差率（％）の分位点

反復回数 4次多項式
4次多項式 6次多項式

(log2 N)
制御変量法あり 制御変量法あり

25％ 中央 75％ 25％ 中央 75％ 25％ 中央 75％
12 5.03 11.34 22.71 5.05 12.10 21.51 490.09 2.81×104 9.93×105

14 2.26 5.76 12.02 2.87 6.59 11.34 1.14×103 6.54×105 4.21×106

16 1.79 3.47 5.35 0.96 3.22 5.51 1.76×104 3.64×106 4.93×107

18 0.63 1.52 2.44 0.66 1.31 2.91 8.92×106 8.52×107 5.83×108

20 0.29 0.70 1.42 0.44 0.87 1.44 1.10×108 7.85×108 6.77×109

22 0.23 0.46 0.76 0.24 0.53 0.96 1.49×109 8.96×109 1.04×1011

24 0.22 0.41 0.63 0.23 0.40 0.65 7.52×109 5.06×1010 5.91×1011

26 0.32 0.42 0.48 0.31 0.40 0.49 1.63×1011 6.43×1011 4.93×1012

図 A-1 T = 4、β = 0.01 図 A-2 T = 4、β = 0.03
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図 A-3 T = 6、β = 0.01 図 A-4 T = 6、β = 0.03

図 A-5 T = 8、β = 0.01 図 A-6 T = 8、β = 0.03
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