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要　旨
本稿では、追加融資が行われうる場合の信用リスクを考察する。具体的に

は、マートン型構造モデルにおいて、期待損失（expected loss: EL）を最小化
するような追加融資行動を想定し、貸出量の変動がデフォルト確率、デフォ
ルト時損失、金利収入の変化を通じて、ELや非期待損失（unexpected loss: UL）
に及ぼす影響を解析的に把握する。さらに、融資初期時点におけるELとULが、
2次元正規分布を用いて解析的に評価でき、数値解が容易に計算可能なことを
示す。また、この結果を用いて、ELの最小化（金利収入とデフォルト時損失
から構成される期待収益の最大化）がULの拡大を招くことを定量的に評価す
る。

キーワード：デフォルト確率、デフォルト時損失率、デフォルト時エクスポージャー、
期待損失、非期待損失、ストレス時期待損失
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2006年度末よりバーゼルⅡ（Basel Committee on Banking Supervision＜BCBS＞

［2005a］）の段階的適用が始まった。先進的内部格付手法を採用した金融機関は、

デフォルト確率（probability of default: PD）に加えて、7年以上の過去データを用い

てデフォルト時損失率（loss given default: LGD）とデフォルト時エクスポージャー

（exposure at default: EaD）の推計を行い、所要自己資本を算出することが2007年度

末より求められる。

信用リスクの計量分析は、まず、PDのモデル化から始まり、バーゼルⅡの導入

を契機にLGDのモデル化も進展している（Frye［2000］、Phytkin［2003］、Peura

and Jokivuolle［2005］等）。一方、バーゼルⅡの先進的内部格付手法ではPD、LGD、

EaDの推計が求められるにもかかわらず、EaDのモデル化はあまり進んでいない。

実際、EaDについては、当初の融資額を所与として固定し、確率的な要素としては

扱わない場合が多い。その理由としては以下の点が考えられる。①EaDは銀行があ

る程度コントロール可能な変数であること、②そのコントロールは将来時点の資

産価値などを参照して行われ、以後のPD、LGDに影響を及ぼし得ること、③企業

の借入需要や他の金融機関との競争もEaDの変動に関係すること、④貸出量だけで

なく貸出金利によってもリスク・リターンの調整が行われる可能性が高いことな

どである。このように、EaDをモデル化しようとすると、さまざまな制約のもとで

の動学的最適化問題を取り扱うことになり、その扱いが容易ではない。

ごく最近、EaDのモデル化が試みられるようになってきた（Moral［2006］、

Jiménez and Mencía［2007］、Kupiec［2007］）。しかしながら、これらは、EaDの過

去データを用いた簡単な回帰分析であったり、共通ファクターとの関係を考慮しなが

らEaDを確率分布として捉える手法にとどまっており、EaDを銀行がコントロール

できる内生的な変数として捉えるアプローチではない1。

本稿では、信用リスク・モデルの動学化の第一歩として、銀行が所与のタイミ

ングで追加融資を1回行う場合を想定し、EaDの変化とPDやLGDの変化との構造的

な相互関係を考慮したモデル化を行う。そのうえで、期待損失（expected loss: EL）

や非期待損失（unexpected loss: UL）を導出する。

具体的には、融資の満期時点でデフォルトの有無を判定するマートン型の構造

モデルを用いて、期中での追加融資によってEaDに変化が生じた際、PDやLGDの

変化を通じて、ELやULがどのように変化するかを考察する。その際、期中での追

加融資は、その時点でELを最小化するように行われるものとする。これをイメー

ジ図で表すと図 1のようになる。
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１．はじめに

1 銀行が企業にコミットメント・ラインを提供しているときには、EaDは銀行がコントロールできる変数と
はならない。本稿の問題意識とは異なるが、業績や資金繰りが悪化した企業がコミットメント・ラインを
行使することによる信用リスクの増大は、EaDの確率モデルを促す重要な問題として検討され始めている
（例えば、Schuermann［2004］、Gruber and Parchert［2006］を参照）。



本稿では、こうしたモデル化により、追加融資を考慮した場合のELやULが2次

元正規分布の分布関数を用いて解析的に表現でき、数値解が容易に計算可能なこと

を示す2。また、このモデルでは、追加融資の判断や追加融資に伴うEL・ULの変化

を明確に特徴付けることができる。

まず、追加融資の判断時点で、企業の資産価値に応じて、銀行の対応が3つに分

かれることを示す。資産価値が一定値よりも下落した場合は、追加融資によりPD

を低下させELを抑制できるため、銀行は追加融資を行う。一方、資産価値が一定

値よりも上昇した場合も、貸出金利と調達金利の差による金利収入の増加を通じて

ELを抑制（期待収益を増大）できるため、銀行は追加融資を行う。両者の中間で

は、追加融資しないことが最適な判断となる。

ところが、EL最小化行動に伴う追加融資は、ULの拡大につながりやすい。本稿

では、上記のモデルにより数値例を用いてELの低下とULの上昇を定量的に評価し
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2 企業の債券や株式価値の解析的な評価という観点からは、Geske［1977］や池田・小林・高橋［2005］が
関連した分析を行っている。Geske［1977］では、企業が短期債と長期債の2種類の債券を発行している際
に、短期債の満期での償還は増資によって行われると仮定することで、株式価値、債券価値を2次元正規
分布の分布関数を用いて評価している。一方、池田・小林・高橋［2005］では、短期債の満期で新たな短
期債を発行することで資金調達を行ったり、短期債の償還を猶予するモデルへの拡張を行っている。
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ている。EL最小化に伴う追加融資がULの拡大をもたらす現象は、銀行が融資の信

用リスクを動的に管理しようとした場合、期待収益（損失）とその分散あるいは

VaR（Value-at-Risk）のトレードオフに対して、どのような選好を持つかという問

題に直面することを示唆している。

本稿の構成は以下のとおりである。まず、2節では、追加融資を考慮したモデル

を構築し、追加融資の条件や融資後のPD等を考察したうえで、ELを解析的に評価

する。3節では、一定の条件下でUL（の寄与）を求めることとストレス時期待損失

（stressed expected loss: SEL）を求めることが同値になることを示したうえで、SEL

を解析的に評価する。4節では、本稿をまとめる。

（1）マートン・モデルと銀行の損失関数

ある企業の資産価値Atは次の幾何ブラウン運動に従うとする。

この資産価値Atは、企業の持つ資産を流動化したときの価値を表すものとする。

マートン・モデル（Merton［1974］）と同様に、この企業に対してある1つの銀行

が時点Tを満期とする額面Dの貸出を行うとする。銀行は、割引率rL0（貸出金利）

で割引債の形で貸出を行うものとする。したがって、時点0での貸出量はDe−r0Tと

なる。満期Tで資産価値が負債額面Dを下回っているときには、企業はデフォルト

し、その資産価値で負債の返済が行われるものとする3。

（1）式より、時点0での資産価値をA0とすると、満期Tで資産価値ATは、

となる。このとき、当該企業のPDは、
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3 既存研究では、担保付の融資を考え、LGDは担保の償却によってカバーできない部分としてモデル化され
ることが多い（Frye［2000］、Phytkin［2003］、Peura and Jokivuolle［2005］等）。本稿では、より単純に、
融資全体のうち残余資産でカバーできない部分をLGDとして捉える。デフォルトのモデルでは、ある閾値
に到達した時点でデフォルトが生じるとした初到達時間モデル（Black and Cox［1976］等）が採用される
ことが多いが、閾値を融資額に設定するとLGDが0になってしまうため、本稿では採用しなかった。また、
Leland［1994］やLeland and Toft［1996］で考慮されている法人税やデフォルト・コストについては、簡単
化のため捨象した。

２．追加融資を考慮したEL

dAt =m Atdt+sAtdWt . （1）

ln AT ∼ N (ln A0 + (m − s2 /2) T, s2T ) , （2）

PD = Pr (AT < D) = Pr (ln AT < ln D) = Φ(d0) , （3）



で与えられる。ここで、Φ(.)は標準正規分布の分布関数である。
銀行は、企業に貸し出す資金を市場で割引債の形で調達するものとする。その際

の調達金利はrM0とする。つまり、銀行は、額面De (rM0−rL0)T、金額では De−r0Tの調

達を行い、全額を企業に貸し出す。満期Tで、銀行はDe (rM0− rL0)Tを市場に返済する

一方で、当該企業からDの返済を受ける。ただし、当該企業がデフォルトした場合

(At < D)には、そのときの資産価値ATを流動化して、市場への返済に充てることに

なる。つまり、満期時の銀行の損失LTは、

で表され4、時点0でのELは、

と表すことができる5。ここで、（6）式右辺第1項のD (e (rM0−rL0)T− 1)は銀行の金利コ
スト額を示している。通常、rM0 < rL0であるため金利収入（負の金利コスト）と解

釈できる。第2項以下は、ブラック＝ショールズ・モデルで行使価格をDとしたと

きのプット・オプション価格に対応している。

以上の議論は、追加融資されない条件下でのELの評価であった。次に、時点 tに

おいて追加融資が行われた場合のELの評価を行う。

（2）時点 tでのEL

期中時点 t (0 < t < T )で、銀行は貸出先企業の資産価値Atを観察できるものとす

る。また、当該企業の資産価値Atが貸出額面Dを下回っていても、当該企業はデ

フォルトしない。

銀行は時点 tで追加融資できるものとする6。追加融資の期間はt = T − tとし、時

点Tで期初の貸出とあわせて回収を行う。時点tで銀行が企業に融資する貸出金利
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4 (X) +はXの正の部分を表す。すなわち、(X)+= max (X, 0)である。
5（6）式から期待LGD(E0[(D − AT)+ ] /D)は、Φ(d0) − (A0 /D)emTΦ(d0 − s√ T )で与えられる（Altman, Resti, and

Sironi［2001］を参照）。本稿では、貸出債権のプライシングを行うわけではないため、リスク中立測度で
はなく現実の観測測度で議論を行っている。
6 時点 tでの早期（部分）回収は考えない。

LT = D (e(rM0−rL0)T − 1) + (D − AT)+ , （5）
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は rL、市場からの調達金利はrMとする
7。

時点 tで、額面∆ ≥ 0の追加融資（割引貸出）を行ったとすると、当該企業には

∆e−rLtのキャッシュが入り、企業の資産価値はそれだけ上昇する。すなわち、企業

の資産価値は時点 tよりAt+∆e−rLtを初期値と設定し直して幾何ブラウン運動に従う

ことになる。

貸出量変化後の当該企業のデフォルト確率 PDt (∆)は、

となる。貸出量変化後の満期における銀行の損失は、

と表現されることから、時点 tでのELは、次式で与えられる。

（3）時点 tでのELを最小化する追加融資量

次に、時点tでの追加融資により、ELが低下する場合があること、ELを最小化す

る最適な追加融資量が算出できることを示す。

（10）式で表される銀行の期待損失Et [LT (∆)]の追加融資量∆に関する微分は、

となる。（11）式を一般化して

と置くと、最適追加融資量が有限な正の値という条件のもとでは、rL > rMならば
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7 本稿では、追加融資のタイミング t、追加融資に適用される貸出金利 rLを固定して、追加融資量を最適化す
る問題を考えるが、追加融資量を固定して貸出金利を最適化する問題や、追加融資のタイミングtを最適化
する問題への拡張も可能である。

LT (∆) = De(rM0 −rL0)T+∆e(rM−rL)t−D −∆ +(D +∆−AT)+, （9）

Et [LT (∆)] = D (e(rM0−rL0)T−1)+∆(e(rM−rL)t−1)+ (D +∆)Φ(dt(∆))

− (At+∆e−rLt )emtΦ(dt (∆) − s √ t ) . （10）
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f (d1
∗ ) =0となるd =d1

∗が存在（ケース1）し、m > rM ならば f (d2
∗ ) =0 となるd =d2

∗

が存在（ケース2）することがわかる（ただし、d1
∗ <d2

∗）。この d1
∗ , d2

∗ は、数値計

算で簡単に求めることができる（詳細は補論1を参照）。そこで、t , T, rM , rL , m, sを

所与とし、ELが行われる2つのケースについて、最適な追加融資量や最小化された

ELを求める。

まず、ケース1は、rL > rMのもとで、At > Dξ1
∗の場合に追加融資が行われること

を示している。ここでξ1
∗は、

で定義される。最適な追加融資量∆1
∗は、

となる。最適な追加融資量∆1
∗のもとでデフォルト確率は、

となり、銀行のELは（10）、（15）式より次式で表せる。

次に、ケース2は、m > rM のもとで、At < Dξ 2
∗の場合に追加融資が行われること

を示している。このとき、最適な追加融資量∆2
∗ は、

デフォルト確率は、

となり、銀行のELは、

となる。ただし、
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である（詳細は補論1を参照）。

以下では、企業の期待資産成長率mや貸出金利rLが銀行の調達金利rMよりも大き

いという状況を考える8。このとき、以下の3つの状態が存在する9。

状態 I ： At > Dξ1
∗で追加融資が行われる（金利差による期待利益の上昇）。

状態Ⅱ：Dξ 2
∗ ≤ At ≤ Dξ1

∗で追加融資が行われない。

状態Ⅲ：At < Dξ 2
∗で追加融資が行われる（PDの低下によるEL最小化）。

具体的な例として、満期時点T =2（年）、追加融資判定時点t =1（年）、追加融資
判定時点の貸出金利rL =1%、追加融資判定時点の調達金利 rM =0.5%、企業の期待
資産成長率m =5%、資産価値のボラティリティs =10%と設定する。この条件下で、
初期時点の貸出額面Dを100として、追加融資の有無の分岐点となる資産価値At の

水準（すなわち、Dξ1
∗、Dξ 2

∗）を考察する。
m > rMかつ rL > rM であり、（12）式の f (d ) =0となるdは2つ存在し、

となる。これらを（13）、（20）式に代入することで、追加融資が行われる状況は、

At > Dξ1
∗ ≅115.67あるいはAt < Dξ 2

∗ ≅89.74が成立する場合であることがわかる。追加
融資後のPDは（15）、（18）式にd1

∗、d2
∗の値を代入することで得られる。追加融資直

前の企業の資産価値Atに対して、最適な追加融資量∆∗をプロットすると、図 2のよ

うになる。

追加融資直前の資産価値Atについて、いくつかの数値を与え、最適追加融資量

∆∗ と追加融資のあり・なしの場合のEL、PDを表1に示す。まず、Atが90もしくは

115の場合、追加融資なし（∆∗ =0）が最適となっている。At =80, 85と資産価値が

低い状態では、追加融資を行うことでELが低下することが、追加融資なしのELt (0)
と追加融資ありのELt (∆∗ )の変化から確認できる。追加融資によりPDが低下してい

る点も確認される（PDt (∆∗ ) < PDt (0)）。なお、At =80と資産価値が低いほど、その

EL改善（低下）効果は大きく現れている。一方、At =120, 125と資産価値が高い状

態では、PDは上昇する（PDt (∆∗ ) > PDt(0)）ものの、EaD増加に伴う金利収入の上

昇により、EL（表1では、負値すなわち期待収益）は改善している。
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8 m ≥ rL> rMとrL> m > rMの2つの場合があり得るが、前者の場合、資産価格 Atの水準によらず追加融資
∆ > 0によって企業の資本価値（株主価値）を上げることができる。これは、追加融資後の資本価値は
(At+ ∆e−rLt)emt−De(rM0−rL0)T−∆e(rM−rL)t+Et [LT (∆)]となり、m ≥ rLでは資本価値の追加融資量に関する1階微分
が必ず正になるためである。
9 厳密には、追加融資量が有限である場合に3つの状態に分かれる。追加融資量が有限になる条件等も補論1
を参照。

d1
∗ ≅ − 1.905, d2

∗ ≅ 0.632 , （21）



（4）初期時点のEL

ここまでは時点 tにおいて資産価値Atが判明したという前提でELの最小化問題を

考察した。以下では、時点 tにおいて生起したAtの状態に応じて上記のように銀行

が行動する場合、初期時点でELがどのように評価されるのかを考察する（図 3を参

照）。こうしたアプローチは、将来の行動を確率的に考慮したうえで、初期時点で

のリスクを把握するという意味で、「確率動学的なリスク評価法」の1つといえる。

具体的には、まず、時点 tでの資産価値Atに応じて状態Ⅰ、状態Ⅱ、状態Ⅲに分け、

それぞれの生起確率と時点 tでのELを求める。各状態のELを足し上げて、最終的

に初期時点のELを導出する。
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追加融資量が多い�

金利差を稼ぐため、�
資産が良いほど�
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図2 追加融資直前の企業の資産価値 Atと最適な追加融資量∆∗

 80 105.19 13.54 15.06 73.64% 96.26%�

 85 51.21 9.85 10.26 73.64% 88.00%�

 90 0.00 6.16 6.16 72.69% 72.69%�

 115 0.00 −0.87 −0.87 3.23% 3.23%�

 120 26.01 −0.99 −0.96 2.84% 1.15%�

 125 56.02 −1.11 −0.98 2.84% 0.37%

At ∆∗ ELt(   ) ∆∗ PDt(   )∆∗ ELt(  )0 PDt(  )0 

表1 時点 tでの企業の資産価値と最適追加融資量、EL、PDの変化



（1）式より、時点 tで企業の資産価値Atの分布は

となり、各状態の生起確率とELは以下のように与えられる（各状態のELに関する

数式展開の詳細は補論2を参照）。

状態Ⅰの生起確率とEL

rL > rMが成立しているという条件下では、時点tで企業の資産価値が高い状態

（At > Dξ1
∗）にあれば、追加融資が行われる。その確率PⅠ≡ Pr [At > Dξ1

∗ ]は（23）式
で与えられる。

ここで、d1
∗は、（4）式のd0を用いて、

と定義した。状態ⅠのELをELⅠとすると、ELⅠは（25）式で与えられる。
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現在�
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図3 資産価値Atに応じた初期時点のELの評価

ln At ∼ N (ln A0 + (m− s2 /2) t, s2 t ) , （22）

（23）�

2/lnPr 2

d=










=

−> DDPⅠ�≡ tA ][ ∗
1 = Pr [ ln >tA ∗

1 (d ts )− m − s t ]

1− Φ
ln −D ln 0A 2/2− ∗

1 (d ts )− m − s

s
Φ ( )∗

1− .

ξ

t

T

（24）�d ∗
1 0d= T /t − ∗

1d t /t ,



状態Ⅱの生起確率とEL

Dξ 2
∗ ≤ At ≤ Dξ1

∗ならば追加融資は行われない。この確率PⅡは、（23）式と同様の手

順で（26）式で与えられる。

ここで、

と定義した。状態ⅡのELをELⅡとすると、ELⅡは（28）式で与えられる。

ここで、r は（29）式で与えた。

状態Ⅲの生起確率とEL

m > rMが成立しているという条件下では、時点 tで企業の資産価値が低い状態

(At < Dξ 2
∗ ) にあれば、追加融資が行われる。その確率PⅢは、

で与えられる。また、状態ⅢのELをELⅢとすると、ELⅢは（31）式で与えられる。
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PⅢ≡ Pr [At < Dξ 2
∗ ] = Φ(d2

∗ ) , （30）

PⅡ≡ Pr [Dξ 2
∗ ≤ At ≤ Dξ1

∗ ] = Φ(d1
∗ ) − Φ(d2

∗ ) . （26）

（25）�

−

≡

e
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eD + 1− )(Φ 0A m ∗
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1 { − s , 0dt s− T r; ) (Φ2 d ∗

2− − s , 0dt s− T r; )}
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)( 00 Trr LM −

.

Ⅱ�≡ 0E [ L T )( 1 ≤Dξ ∗
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0 Dξ∗
1
]At ≤

r = t /T （29）�.

10EEL
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全体のEL

追加融資を考慮して初期時点で評価したELは（25）、（28）、（31）式より、以下の

ように2次元標準正規分布の分布関数を用いて表現される10。

ただし、d0、d1
∗ 、d2

∗、r はそれぞれ（4）、（24）、（27）、（29）式で定義される（d 1
∗、

d2
∗の求め方は補論1を参照）。

本節（3）と同じ設定で11、当初資産価値A0の数値に対して、追加融資を考慮した

EL( E0 [LT (∆∗ )]、（32）式）と追加融資を考慮しないEL ( E0 [LT (0)]、（6）式）を表 2で
比較する。表 1ではAtの値によって追加融資が行われない場合が存在したが、表 2

では、時点tまでの資産価値変動が確率的に与えられるため、どのようなA0の水準

に対しても追加融資の可能性がある。表2からは、どの当初資産価値 A0に対しても、

追加融資を考慮することによって、ELが小さくなること、特に、A0が小さい場合

にはmがある程度大きくても、時点 tでの資産価値Atが小さいままである可能性が

高く、PDの低下を見込んで追加融資が行われやすくなり、その結果、ELの改善

（低下）効果も大きくなることがわかる。
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10  2次元標準正規分布の分布関数（累積密度関数）の計算は、例えば、ハル［2005］の付録12Cを参照。
11 （3）では、時点 tでの貸出金利rL = 1%、調達金利rM = 0.5%と設定したが、初期時点の貸出金利、調達金利も
それぞれrL0 = 1%、rM0 = 0.5%と同じ金利を想定する。なお、両時点での適用金利が異なっても同様に議論
できる。また、時点 tで貸出量（EaD）ではなく追加融資の貸出金利rLを調整してEL最小化を行うモデル
も考えられる。

（32）�

0E ELⅢ�TL ][ = LE + LE +

= D e 1− )(

+ D ∗
1 )(dΦ { )(Φ d ∗

1− + ∗
2 )(dΦ )(Φ d ∗

2 + ,( (Φ2 d ∗
1 0d r; ) ,Φ2 d ∗

2 0d r; )− }

− e0A µ T ∗
1(dΦ { − ts ) )(Φ d ∗

1− + t ∗
2(dΦ − ts ) )(Φ d ∗

2 − ts

+ (Φ2 d ∗
1 − s , 0dt s− T r; ) (Φ2 d ∗

2− − s , 0dt s− T r; )}

)( 00 Trr LM −

s

.

Ⅱ�Ⅰ�

+

 80 10.78 12.00 −1.21 0.1% 24.2% 75.8%�

 85 7.45 8.03 −0.58 0.4% 45.9% 53.7%�

 90 4.66 4.90 −0.24 2.0% 66.4% 31.6%�

 95 2.54 2.63 −0.09 6.4% 78.1% 15.4%�

 100 1.06 1.10 −0.04 15.7% 78.0% 6.3%�

 105 0.11 0.15 −0.04 30.2% 67.6% 2.2%�

 110 −0.47 −0.40 −0.07 47.9% 51.4% 0.6%�

 120 −1.06 −0.86 −0.21 79.3% 20.6% 0.0%

A0 E0
[LT (    )]∆∗ E0

[LT (0)] PⅠ� PⅡ� PⅢ�（1）� （1）−（2）�（2）�

表2 追加融資を考慮したELと考慮しないEL



2節ではEL最小化を前提として最適な追加融資量や初期時点でのELの評価、数値

例によるEL改善幅を考察した。ただし、期中時点でEL最小化を目的とした追加融

資を行うことを想定したとき、ULが引き下げられるとは限らず、その場合、信用

リスクが削減されるとはいえない。そして、ULが上昇したときには、その分に応

じて自己資本を積み増す必要がある。そこで、本節では、追加融資を考慮した場合

のULを導出し、追加融資を考慮しない場合との比較を行う。

（1）ULとストレス時期待損失

銀行の与信ポートフォリオのULをVaRとELとの差で定義する。VaRの算出に当

たっては、ファクター型のマートン・モデルを用いる。すなわち、ポートフォリオ

を構成する各与信 iの損失Liは、共通ファクター（システマティック・リスクファ

クター）Xと、それとは独立な個別ファクターYiによって生じるとする。このとき、

共通ファクターXを所与とすると、各債務者のデフォルトは互いに独立となる。ポー

トフォリオが十分に分散化され、どの債務者のエクスポージャーも、ポートフォリ

オ全体に比べると無視し得るほど小さいという状況では、与信ポートフォリオの

損失L = SiLiの分布は、Xを所与とするときの条件付期待損失E[L X ]で与えられる
（Vasicek［2002］、Gordy［2003］、安藤［2005］）。さらに、①共通ファクターXは

単変量、②全ての与信iについて、共通ファクターXの条件付期待損失E[Li  X ]は、
Xについて連続微分可能で単調減少関数、という2つの条件が成立するとき、ポー

トフォリオの損失分布のa分位点qa(L)、すなわち、信頼水準aのVaRは、Xの1−a分

位点 x1−aを用いて、（33）式で表現される。

ここで、（33）式の条件付期待値について、

が成立し、ポートフォリオのVaRであるqa(L)に対する各与信 iの寄与分は、

で表すことができる。（35）式を与信iのストレス時期待損失（SEL）と呼ぶ。信頼

水準aでの与信ポートフォリオのULのうち、与信iの寄与分は、

と表されるため、与信 iのSELを求めることで、ポートフォリオのULに対する与信i

の寄与を算出することができる。表記の簡便化のため、以下では添字iを省略する。
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３．追加融資を考慮したUL

qa
(L)= E [L X = x1−a

] . （33）

E[L X = x1−a
] = SE[Li X = x1−a

] , （34）
i

SELi = E [Li X = x1−a
] , （35）

ULi = SELi −E [Li] , （36）



（2）ストレス時期待損失の算出

ストレス時期待損失（SEL）を求めるため、まず「ストレス」を定義する。（1）

式で表される企業の資産価値変動を導出する標準ブラウン運動Wtは、共通ファク

ターXtと√ Rという相関を持ち、共通ファクターXt、個別ファクターYtは互いに独立

な標準ブラウン運動で表現されるとする12。このようなWtは、

で与えられる。

X0 = 0とすると、「ストレス」は、XT = √ T Φ−1(1−a ) = − √ T Φ−1 (a)という値をとっ

ている状況を指す。したがって、SELは、追加融資を考慮しなければ、

と表現できる。（38）式の条件付期待値を評価すると、追加融資を考慮しない場合

のSELは、

で与えられる（詳細は補論3）。ここで、dsは次式のように定義した。

（3）時点 tでのストレス時期待損失

時点 tでの追加融資後の当該企業のストレス時期待損失（SEL）は、

と表現される。ここでは、追加融資がなされる場合と追加融資がなされない場合に

分けて、（41）式右辺の期待値がどのように表現されるかを考察する。
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ttt YRXRW −+= 1 （37）�,

12  本稿では、バーゼルⅡの内部格付アプローチの考え方（BCBS［2005b］を参照）に即して、資産価値と
共通ファクターの相関を正の値√ Rとしているが、資産価値に対して共通ファクターと負の相関を持つ場
合も本稿の枠組みで考えられる。
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追加融資がなされる場合

Xt , XT −t ≡ XT −Xtを用いてストレスの条件を表すと、

となる。∆∗が時点 tでのELを最小化する最適な追加融資量であることを考慮すると、

ATは、YT −t ≡ YT −Ytも用いて、

と表現される。このとき、（41）式は次式に帰着する。

追加融資がなされない場合

追加融資がなされない場合、∆∗ = 0より、（41）式は次式に帰着する。

（4）初期時点でのストレス時期待損失

追加融資を考慮した初期時点でのストレス時期待損失E0[SELt(∆∗ )]は、追加融資
を考慮したELと同様に、時点tでの資産価値Atの状態に応じて3つの状態に分けて

評価できる。すなわち、
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E0 [SELt (∆∗ )] = SELⅠ+ SELⅡ+ SELⅢ . （46）



ただし、

となる。これは、追加融資を考慮したELと同様、2次元正規分布の分布関数を用い

て解析的に表現できる。その導出の概略を以下に示す。

状態ⅠのSEL

（44）式を用いて、（47）式を評価すると次式を得る（詳細は補論4を参照）。

ただし、h、h1
∗、h∗

2、r∗は（51）～（53）式のように与える。

状態ⅡのSEL

（45）式を用いて、（48）式を評価すると次式を得る（詳細は補論4）。

ただし、dsは（40）式、r
s、s

sは（55）式、（56）式のように与える。
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SELⅠ≡ E0[SELt (∆1
∗ )1At >Dξ1∗ ] , （47）

SELⅡ≡ E0[SELt (0)1Dξ2
∗ ≤ At ≤ Dξ1

∗ ] , （48）

SELⅢ≡ E0[SELt (∆2
∗ )1At <Dξ2

∗ ] , （49）

SEL = eD 1− )(Φ)(   d ∗
1Ⅰ�
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1 { 
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（50）�
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RTdi
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h

t )(a
（52）�

, ,i



状態ⅢのSEL

状態ⅠのSELと同様に、（49）式を評価すると次式を得る（詳細は補論4）。

全体のSEL

（46）、（50）、（54）、（57）式より、追加融資を考慮したSELは、次式のように2次

元正規分布の分布関数を用いた解析解で表せる。
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rs ≡ R− )1( t T/ （55）�,

ss ≡ s R− )1( T （56）�.
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（5）追加融資を考慮したELとULの数値例

2節（4）と同じ設定のもとで追加融資を考慮したELとULの数値例を示す。ULの

算出では、信頼水準a = 99.9%として、追加融資を考慮したEL、SEL、ULの寄与

を求め、追加融資を考慮しないEL、SEL、ULの寄与と比較する。相関については、

R =0.12をベースにR =0.24の場合も検証する13。結果は表 3のとおりである。
表3では、ELを最小化するような追加融資が行われる場合、ELは小さくなるもの

の、SELが大きくなっている。このことから、追加融資が、ULを拡大させている

ことがわかる。これは、ELを抑制するための追加融資がEaDを拡大させたため、満

期時点がストレス状態にあった場合、損失がより拡大してしまうことを意味してい

る。また、ULの増加幅は相関Rが高いほど大きくなることがわかる。

このように、銀行がELの最小化（期待収益の最大化）行動を行うと、ULで測っ

たときに非常に大きな信用リスクを抱えてしまう危険性があることがわかる。この

問題に対しては、平均・分散分析のように、ELを一定値より低い水準に抑えたう

えで、ULを最小化するという行動原理や、自己資本をある一定水準に保つため、

ULの上限をその範囲に抑えつつ、ELを最小化（期待収益を最大化）する行動原理

を規定し対処することが考えられる。あるいは、ELとULが取り得る組合せの中か

ら、両者のトレードオフを勘案して銀行にとって望ましい組合せを選択するという

考え方もある。いずれにせよ、銀行が融資の信用リスクを動的に管理しようとする

場合、ELやULに対してどのような選好を持ち、その選好に従ってどのように行動

するかの判断基準を明確に持つことが求められる。
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13  バーゼルⅡの内部格付アプローチでは、事業法人向けの与信について、PDに応じて指定関数に従い0.12～
0.24のRを設定することが求められている（ただし、売上高が5千万ユーロ未満の場合は売上高でも調整さ
れる）。ここでは、バーゼルⅡで求められる相関Rのうち、最も小さいもの（0.12）と最も大きいもの
（0.24）を設定した。

 80 10.78 12.00 30.16 23.18 19.37 11.18 27.40 15.81�

 85 7.45 8.03 22.26 18.62 14.81 10.60 21.30 15.37�

 90 4.66 4.90 15.97 14.32 11.31 9.42 16.82 14.16�

 95 2.54 2.63 11.18 10.43 8.64 7.80 13.56 12.28�

 100 1.06 1.10 7.69 7.12 6.63 6.02 11.17 9.97�

 105 0.11 0.15 5.32 4.48 5.21 4.32 9.59 7.58�

 110 −0.47 −0.40 3.91 2.50 4.38 2.90 8.85 5.39�

 120 −1.06 −0.86 3.16 0.23 4.22 1.09 9.63 2.25

備考：簡単化のため以下のような表記法を用いている。�

A0 EL (0)EL (    )∆∗ R = 0.24 
SEL (    ) UL (    )SEL(0) (0)UL UL (    ) (0)UL

（参考）�R = 0.12
∆∗ ∆∗ ∆∗ 

表3 追加融資を考慮したUL（UL (∆∗ )）と考慮しないUL（UL (0)）

EL (∆∗ ) ≡E0 [LT (∆∗ )]、SEL (∆∗ ) ≡ E0 [SELt (∆
∗ )] 、UL (∆∗ ) ≡E0 [SELt (∆∗ )]−E0 [LT (∆∗ )]、EL(0) ≡

E0 [LT (0)]、SEL (0) ≡ E0 [SELt (0)]、UL (0) ≡ E0 [SELt (0)]−E0 [LT(0)]。



本稿では、信用リスク・モデルの構成要素の中で取組みが遅れていたEaDの変化

について、追加融資を考慮したモデル化を試み、信用リスク量（EL、UL）を解析

的に導出し、その検証を行った。EaDを銀行がコントロールできる変数として内生

的にモデル化し、EaD、PD、LGDの構造的な関係に注目して、動的な信用リスク

を解析的に評価したことが本稿の特徴である。具体的には、企業の資産価値を幾何

ブラウン運動で与え、銀行が期中の資産価値に応じて期待損失を最小化するように

追加融資を行うモデルを考えた。このもとで、初期時点でのELとUL（の寄与）が

2次元正規分布の分布関数を用いて表現できることを示した。

本稿では、ELとULの解析的な評価が得られることに重点を置いたため、捨象し

た点や現実的ではない設定がいくつかある。主なものとしては、以下の点が挙げら

れる。

①追加融資量は銀行が定めることができる（常に資金需要がある）と考えている点。

②将来時点 tにおける貸出金利rLを外生的に与え（初期時点で観測可能）、その時点

tの資産価値に依存しないと考えている点。

③ELの最小化を銀行の行動原理と考えている点。

④資産価値のパラメータmやsは満期まで一定と考えている点。

⑤追加融資は期中で1回だけと考えている点。

①と②については、本来、企業の資金需要と銀行の資金供給の双方により、追加

融資量や貸出金利が決まるはずであるが、本稿では簡単化のため、このような仮定

を置いている。ただし、資産の期待成長率mが貸出金利 rLよりも大きい状況では、

追加融資は資本価値を上げることになるため、企業は追加融資の提供を受けると考

えても不自然ではない。なお、銀行間の貸出競争を考慮すると、モデルがさらに複

雑になるため、対象企業につき1行の独占供給を考えている。

③については、3節（5）で考察したように他の行動原理を想定することもできる

が、効用関数や自己資本の設定が不要で、最も取り扱いやすいEL最小化（期待収

益最大化）から着手した。

④については、銀行は資産価値のパラメータmやsについては融資期間中不変で

あることを確信できる範囲内で融資期間Tを設定しているとも考えることができ

る。この仮定のもとでは、時点tで資産価値が低くなったとしても、たまたま下振

れした資産価値のパスの1つが実現したにすぎず、その後は平均的には期待成長率

mで資産価値が回復していくと考える。パラメータmが確率変動するようなモデル

化や時点tで観察された資産価値At に応じてmを再設定するようなモデル化も可能

ではあるが、解析的に扱いにくくなるため本稿では考えなかった。

⑤については、追加融資を複数回可能とすると、解析的に扱いにくくなるため、

1回としている。なお、複数回にしてもシミュレーションによる分析は可能である
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４．おわりに



が、問題の本質を理解するうえでは1回の追加融資に絞った方が追加融資の効果を

解釈しやすいと判断した。

このように、本稿では簡単化のために捨象した点も多いが、EL最小化という銀

行の行動原理のもとで、追加融資が生じる現象を示し、その理由をPDの抑制や金

利差に伴う期待収益の向上で説明することができた。また、追加融資に伴うEaDの

変化が、PDやLGDに及ぼす影響を構造的に捉え、EL、ULの解析解が導出可能なこ

とを示した。バーゼルⅡの先進的内部格付手法ではPDやLGDのみならずEaDの評

価も求められている。本稿のモデルは、EaDの内生性やPD、LGD、EaDの相互関係

を考慮してELやULを算出する際の1つのアプローチとして位置付けられる。
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補論1．期中での追加融資の判定

（1）追加融資が行われる資産価格の水準

本文（12）式の f (d )の1階微分は、

となるため、（A-2）式が成立する。

ただし、d
−
は（A-3）式で表される値である。

dの極限や d
−
に関する f (d )の値は、以下のとおりになる。

追加融資量が有限であるという条件のもとでは f (d
−

) > 0となることから、（A-4）～

（A-6）式より、rL > rMならばd1
∗ < d

−
の領域で f (d1

∗ ) = 0となるd1
∗が存在し、m > rMな

らば d
−

< d2
∗ の領域で f (d2

∗ ) = 0となるd2
∗が存在する。

これらd1
∗、 d2

∗ は、f (d )の1階微分が（A-1）式のように与えられることから、例

えば、ニュートン法14によって求めることができる。ただし、（A-1）式で与えられ

る f ′(d )はdの絶対値が大きいところでは急速に0に近づき、ニュートン法が不安定

になる場合もある。この場合は、2分法15など他の手法によって d1
∗、d2

∗を求めるこ

とができる。
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14  適当なdの初期値d (0)を与え、d (n+1 )= d (n )− [ f (d (n )) / f ′(d (n ))]で値を更新し、収束した値を解とする方法。
15  d 1

∗ < d
−
のd 1

∗を求めるのであれば、まず、初期値としてdがとり得る下限の値をd L、上限の値をd H= d
−
とす

る。dM= (dL+ dH)/2に対して、f (dM) > 0であればdH= dMとして更新し、f (dM) < 0であればdL= dMとして
更新し、f (dM)が十分に0に近づくかdH− dLが十分に小さくなったときのdMを解とする方法。
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次に、t、T、rM、rL、m、sを所与とし、追加融資が行われるAtの水準を検討する。

ここで、追加融資が行われる直前のdtの水準、すなわち、dt (0)をAtの関数と考え直

して、関数d
∼

(At)を以下のように定義する。

そのうえで、関数h (At)を

と置くと、h (At) < 0となる資産価格の水準Atであれば追加融資が行われることがわ

かる。実際、（A-4）～（A-6）式より、d
∼

(At) < d1
∗か d

∼
(At) >d2

∗の場合にh (At)< 0となる
ことが確認される。そこで、おのおののケースについて、Atの閾値を求めてみる。

まず、rL > rMの状況で、d
∼

(At) < d1
∗ならば、

より、

となる。同様に、m > rMの状況で d
∼

(At) >d2
∗ ならば、

となり、Dξ 1
∗およびDξ 2

∗が追加融資の有無を分ける資産水準Atの閾値になることが

わかる。

次に、おのおののケースで最適な追加融資量∆1
∗、∆2

∗を求める。rL > rMの状況で、

（A-10）が成立して追加融資∆ > 0を行うとき、At > De− −
ds √ t − (m− s2/2)t =De−rLtを満た

すことから、

となっており、最適な追加融資量∆1
∗では、

を満たす。同様に、m > rMで（A-11）式の状況で追加融資を行うときは、At< De−rLt

となっており、
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を満たし、最適な追加融資量∆2
∗は、

を満たす。（A-13）、（A-15）式より、最適な追加融資量∆1
∗、∆2

∗は（A-16）式で与えら

れる。

（2）パラメータの大小関係と追加融資の有無

（A-4）～（A-6）式より、企業の期待資産成長率m、貸出金利rL、銀行の調達金利rM

の大小関係と追加融資の有無を整理できる。企業の資金借入需要については、脚注8

のとおりm ≥ rLでは追加融資により期待資本価値が向上するため必ず需要があると

考えることができる。また、本節（4）で示すようにrL ≤ rMまたはm ≤ rMでは追加融

資量は有限となる。以上の関係をまとめると、表A- 1のとおりとなる。
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m ≥ rL > rM

m>rL ≥ rM

m ≥ rM ≥ rL

m≥rL >rM

m≥ rL>rM

m≥ rL ≥rM

At >
At

D 1ξ ∗ At < D 2ξ ∗、�

At At、�

At

At

Atの水準によらず追加融資�

で追加融資�

�で追加融資�

�

> D 1ξ ∗

> D 1ξ ∗

< D 2ξ ∗

< D 2ξ ∗

の水準によらず追加融資�

�

表A- 1 時点 tでのパラメータの大小関係と追加融資



（3）追加融資量が有限であるための必要十分条件

∂Et [LT (∆) ] / ∂∆|∆ = 0が負という状況であっても、∂Et [LT (∆) ] / ∂∆|∆ → ∞が負の場合、

追加融資量は有限にはならない。Et [LT (∆)]の追加融資量∆に関する2階微分を求め
てみると、

となり、常に正であるが、∆→∞の極限では、

となり、直線に漸近することがわかる。漸近する直線の傾きは、

で表現でき、追加融資量が有限であるには（A-19）式が正であることが必要十分条

件となる。この条件は、lim∆→∞ dt (∆) = d
−
より、

と同値である。

（4）追加融資量が有限であるためのパラメータの条件

（A-19）式右辺のΦ(d
−

) −e(m −rL)tΦ ( d
− − s /√ t )は必ず正になる。したがって、rL ≤ rM

では追加融資量は有限となる。また、rM < rLであってもm ≤ rMであれば追加融資量

は有限となる。以下、このことを示すために、次の命題A-1を証明する。

命題A-1 実数aと正の実数sに対して、Φ (− a + s / 2) − eas Φ (− a − s / 2) > 0

（証明）対数正規分布（A-21）式に従う確率変数Xを考える。

このとき、
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ln X ∼ N (as − s 2 /2, s 2 ) . （A-21）
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と置くと、Y ∼ N (0, 1)であり、

となる。定義により、(1−X)+ ≥ 0であり、（A-23）式より、(1−X)+ > 0となる確率は
正であるから、（A-22）式を用いて

となり、命題A-1が示された。 ■

a = (m− rL ) √ t /s , s = s √ tと置いて命題A-1を適用すると、（A-19）式右辺の

Φ (d
−

) − e(m −rL)t Φ (d
− − s √ t )は正になることがわかる。すなわち、rL ≤ rMであれば

（A-19）式右辺は正となることから、追加融資量は有限になることがわかる。

rL > rMであっても、m ≤ rMならば、

となるから、a = (rL− m)√ t /s , s = s √ tと置いて命題A-1を適用すると、（A-25）式の

右辺は正になり、追加融資量は有限になることがわかる。

したがって、rL ≤ rMあるいはm ≤ rMであれば追加融資量は有限となり、追加融資

量が無限になるのはrL > rMかつm > rMに限られることがわかる。
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補論2．時点 tでの状態別のEL

状態ⅠのEL

rL > rMでAt > Dξ1
∗ならば、時点tで追加融資が行われる。その状態ⅠのELをELⅠと

すると、（16）式から、

となる。ここで、（A-26）式中の期待値E0 [At 1At > Dξ1
∗ ]は次式のように展開できる。

よって、ELⅠは（25）式で与えられる。

状態ⅡのEL

Dξ∗
2≤ At ≤ Dξ∗

1ならば、追加融資は行われない。状態ⅡのELをELⅡとすると、（10）

式で∆= 0としたうえでAtの確率分布に応じて期待値を評価し、

で与えられる。ただし、d
∼

(At)は（A-7）式で定義した。ここで、ln Atを標準正規分布

に従う確率変数vを用いて、

と表現すると、

となり、

と展開できる。ここで、相関rの2次元標準正規分布の密度関数をf
2(x, y; r)、分布

関数をΦ2(x, y; r)と表すと、
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と表現できるため、rを（29）式で与えると、

となる。さらに、

となる。（A-28）式に（26）式、（A-29）式、（A-30）式を代入して（28）式を得る。

状態ⅢのEL

m > rMでAt< Dξ 2
∗ならば、時点tで追加融資が行われる。その状態ⅢのELをELⅢと

すると、（19）式から次式を得る。

ここで、（A-27）式の導出と同様にして、

が得られることから、（A-31）式に（30）式、（A-32）式を代入して（31）式を得る。
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E0 [At 1At < Dξ2
∗ ] = A0e
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補論3．追加融資がない場合の初期時点でのストレス時期待損失

まず、ストレス状況の条件XT = − √ T Φ −1(a)を具体的に考察する。満期での資産
価値の対数値ln ATを、標準正規分布に従う確率変数wを用いて表現すると、（2）式

より次式で与えられる。

さらに（A-33）式のwを互いに独立な標準正規分布に従う確率変数x, yを用いて

と表現し、（37）式と比較すると、XT = − √ T Φ −1(a)という条件はx = − Φ−1(a)と同
値になっていることがわかる。

したがって、追加融資がない場合の初期時点でのストレス時期待損失（38）式は

（A-35）式で書き直すことができる。

ここで、dsを（40）式のように定義すると、

と変形できる。（A-35）式に（A-36）式を代入すると、（39）式が導出される。
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ln AT = ln A0 + (m − s 2/2) T +s √ T w . （A-33）
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補論4．追加融資を考慮した各状態でのストレス時期待損失

状態ⅠのSEL

（44）式を用いて、（47）式を評価すると

となる。

（A-37）式において、

が成立する。また、
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であり、ここで、2次元正規分布関数に関する

の関係を用いて、（51）～（53）式のように、h、h1
∗、r∗を置くと、

となる。（A-37）式に（23）、（A-38）、（A-39）式を代入すれば、（50）式を導出できる。

状態ⅡのSEL

（45）式を用いて、（48）式を評価すると、

となる。ここで、（55）式のようにr
sを置くと、

132 金融研究/2007.11

))1((({

))1(

)()}
1

()
1

({)(

)()()()(

[(

*
2

*
1

1
({

0

00

*
1

*
2

S

tyTd y

R

yR
wyt

dytRy

R

dyy
R

yR

R

yRtyTd
D

dxdwdyywxeAD

ADE

S

−−Φ×

−

−−Φ−−−Φ
−

Φ=

−

−

∞

∞−

− −

−−
+

∫

∫

2 )2/( Te −sm )
1 )}()({ YYRT tTte ++Φ− −

−s a ]1+

s t=
∞

∞− ∞−∫ ∫ t R

d

d e T)2/( 2−sm 1 )}1)( RRT −+Φ− − a φ φ φ

t

t

φ

)2/( 2− T−
0eA sm s )(1Φ−RT aR − ( S tyTd −

Φ
t

∞

∞−∫ − s

d d

)}
1

()
1 *

2
*
1

R

yR

R

yR −−Φ−−−d d
φ s

*
1

*
2 ξξ DAD t ≤≤

1 R−

1 R−












+−+−
Φ=+Φ






−
+

Φ∫
∞

∞− RtR

tR

RtR

b
adxx

xRtb

R

xRa
f

t

)1(
;

)1(
,)(

/

1
2

−R1







t t

t
,

)1(

);/,

2/))1((

2/)1()2/(

*
1

2

2 −

+

−+

−−− Re

Rth

RRt

dTRt

]1)1)([( 1)(
0 *

1

1*
1

ξ−− >
+−−Φ−−− −

−
eeeeDeAE DA

YRXRRTdr
t t

tTtLt s t s a s s

( *
10

+Φ= teA t sd hm
2 − * s r

−
0eA sm 2s *

1 s t )(1Φ− −RTs a Φ2 );/, *
1−h( *

1 + tsd h− * s r)1( −R t

(

);,(

*
12

**
1

*
12

−−Φ

Φ−

R

h

s sd

d

); *h r, *
1ht

−rLtDe r

,

− + −De rLt e −d*
1 s t )(1Φ− −RTs a +s t

− （A-39）�

]1)[(

]Pr[)1(

*
1

*
2

12

00

)}(1)({)2/(
00

*
1

*
2

)(

ξξ

ξξ

DAD
YYRRTT

t
Trr

t

tTt

LM

eeADE

DADeDSEL

≤≤
++−+Φ−−

−

−
−

−+

≤≤−=Ⅱ�

sm s a （A-40）�,



となり、（56）式のようにs
sを置くと、（26）式を用いて（54）式を導出できる。

状態ⅢのSEL

状態ⅠのSELの導出と同様に、（A-38）式に対応して

を得る。また、（A-39）式に対応して
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を得る。ここで、

の関係式を用いて、（51）～（53）式のように、h、h2
∗、r∗を置くと、

を得ることから、（30）、（A-42）、（A-43）式から（57）式を導出できる。
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