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要　旨
与信ポートフォリオの信用リスクの計量は、計算負荷の高いモンテカル

ロ・シミュレーションに頼ることが一般的であるが、近年、その近似的な解
析表現を得る方法が幾つか提案されている。特に、極限損失分布およびグラ
ニュラリティ調整を用いる方法は、幅広い水準のパラメータで精度の高い近
似を与える有力な方法である。本稿では、多くの信用リスク計量モデルを含
む一般的なモデルの枠組みで、同手法を用いた信用リスクの解析的な計算手
法を解説する。また、実務での利用を前提に、1ファクターのマートン型モデ
ルの枠組みでの信用リスクの具体的な近似解析表現を導出し、近似精度を数
値検証する。さらに、マルチ・ファクター・モデルの枠組みでの信用リスク
の評価、証券化商品の経済的資本の解析表現も解説する。

キーワード：信用リスク、与信ポートフォリオ、極限損失分布、グラニュラリティ調整、
マートン型モデル、証券化商品
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与信ポートフォリオの信用リスク（あるいは、それをカバーするための経済的

資本）は、バリュー・アット・リスク（VaR）の枠組みにより、損失分布の分位点

として求められることが一般的である1。損失分布の決定にはさまざまなモデルが

用いられるが、実務では、単純かつ拡張が容易であるマートン型モデル2が利用さ

れることが多い。マートン型モデルでは、損失分布の分位点の推定には、従来、

モンテカルロ・シミュレーションを用いることが一般的であった。しかし、近年、

分位点の近似的な解析表現を与える手法が幾つか提案されている3。提案された手

法の中でも、極限損失分布およびグラニュラリティ調整を用いる手法は、簡便で、

幅広い水準のパラメータで精度の高い近似解を与えるとして、数多くの関連研究

がなされている。

極限損失分布は、Vasicek［1991］が、1ファクターのマートン型モデルの枠組み

で、均一ポートフォリオの損失分布の近似として導出したものである。極限損失

分布の考え方は、債務者数が多く、ポートフォリオが十分に分散化されている場

合には、各債務者に個別の要因は打ち消し合い、全債務者に共通なファクターの

みで、損失分布が表現されることに基づいている。Gordy［2003］は、これを拡張

し、多くの信用リスク計量モデルを含む一般的なモデルの枠組みで、極限損失分

布を適用するために各債務者のエクスポージャーが満たすべき条件を特定し、モ

デルの適用範囲を不均一ポートフォリオに広げた。また、Vasicek［2002］は、1ファ

クターのマートン型モデルの枠組みでの各債務者のエクスポージャーが満たすべ

き条件を示し、極限損失分布の具体的な表現を導いた。さらに、Pykhtin and Dev

［2002a］、Pykhtin［2003］、Tasche［2004］は、デフォルト率とデフォルト時の損失

率（LGD）が相関を持つモデルで極限損失分布の具体的な表現を導出している。

極限損失分布による近似では、債務者数が少ない場合や、特定の債務者に与信

が集中している場合には、真の損失分布から大きく乖離する可能性がある。この

両者の差異を評価するために、Gordy［2003］はグラニュラリティ調整の手法を提

案し4、Wilde［2001］、Martin and Wilde［2002］がその数学的定式化を行った。マー

トン型モデルの枠組みでの具体的なグラニュラリティ調整の表現は、1ファクター・
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１．はじめに

1 損失分布の分位点（99.9%点等）から期待損失を控除した、非期待損失部分を信用リスクと呼び、これを
経済的資本でカバーすると考えるのが一般的であるが、本稿では簡単化のため、信用リスクおよび（必要
な）経済的資本を、期待損失控除前の損失分布の分位点で定義する。
2 各債務者の資産を表象する変数がある閾値を下回ったときに、債務者がデフォルトすると考えるモデルで、
全債務者に共通なファクターを通じて債務者間の依存性を表現する。共通なファクターの数が単一（複数）
のとき1（マルチ）ファクター・モデルと呼ぶ。
3 本稿で説明する極限損失分布およびグラニュラリティ調整を利用する手法以外の近似手法としては、按点
法による近似（Martin, Thompson and Browne［2001］）や、大偏差原理を利用した近似（Dembo, Deuschel

and Duffie［2004］）等がある。
4 Gordy［2003］については、その前身となるワーキング・ペーパーは2001年に発表された。



モデルで、Wilde［2001］、Pykhtin and Dev［2002a］、Emmer and Tasche［2003］が

示した。また、Pykhtin［2004］は、マルチ・ファクター・モデルで、極限損失分

布およびグラニュラリティ調整を適用する方法を提案した。

極限損失分布とグラニュラリティ調整の手法は、このほかにも、さまざまなケー

スで利用されている。例えば、Canabarro, Picoult and Wilde［2003］は、カウンター

パーティー・リスクの評価にグラニュラリティ調整の手法を応用している。また、

Pykhtin and Dev［2002b］、Pykhtin and Dev［2003］、Gordy and Jones［2002］は、極

限損失分布を利用して、証券化商品の経済的資本の解析表現を導いた。このほか、

Gordy［2003, 2004a］は、リスク指標の1つである期待ショートフォールの近似解析

表現を、1ファクター・モデルの枠組みで導出した。また、Pykhtin［2004］は、同

近似解析表現をマルチ・ファクター・モデルの枠組みで導出した。

極限損失分布およびグラニュラリティ調整の手法は、与信ポートフォリオの信用

リスクの計量で比較的精度の高い近似解析表現を与えるという点でリスク管理実務

上の有用性は高い。また、新バーゼル合意最終案（Basel Committee on Banking

Supervision［2004］、以下バーゼルⅡ）では、内部格付手法のリスク・ウエイト関

数が、Gordy［2003a］の極限損失分布の考え方を援用しているほか、証券化商品の

取扱いにおける内部格付手法の指定関数方式（supervisory formula）は、Gordy and

Jones［2002］による証券化商品の経済的資本の解析表現を利用している。こうし

た観点からも、極限損失分布およびグラニュラリティ調整の手法への理解を深める

ことは有益である。しかし、これらの手法については、複数の関連論文を集めた論

文集（Gordy［2003b］）はあるが、理論的なバックグランド等を網羅的・統一的に

整理した文献は見当たらない。そこで、本稿では、極限損失分布およびグラニュラリ

ティ調整の基本的な考え方の解説から始め、実務での利用を前提に、数値例を交え

て各種モデルによる信用リスクの解析表現の解説を行う。

本稿の構成は以下のとおりである。まず、2、3節は基礎編である。2節では、極

限損失分布およびグラニュラリティ調整の基本的な考え方を解説し、一般的なモデ

ルの枠組みでの信用リスクの解析表現の導出を行う。3節では、1ファクターのマー

トン型モデルの枠組みで、デフォルト率とLGDが独立である場合と、相関を持つ

場合に分けて、極限損失およびグラニュラリティ調整の具体的な表現を導出し、複

数のポートフォリオ例を用いた近似精度の検証を行う。以上が基礎編であるが、続

く4、5節は応用編である。4節では、マルチ・ファクターのマートン型モデルの枠

組みでの信用リスクの解析表現、5節では、証券化商品の経済的資本の解析表現を

説明する。最後に6節で、本稿のまとめを述べる。なお、必要な数式展開の詳細を

補論にまとめた。

41

与信ポートフォリオの信用リスクの解析的な評価方法



極限損失分布およびグラニュラリティ調整は、与信ポートフォリオに対する信用

リスクの近似解析表現を与える非常に便利な手法である。本節では、極限損失分布

およびグラニュラリティ調整の考え方を解説し、一般的な信用リスク計量モデルの

枠組みで解析表現を導出する。

（1）モデルの設定

最初に、極限損失分布およびグラニュラリティ調整を導出する前提となる、与信

ポートフォリオの設定および損失分布のモデル化を行う。

まず、与信ポートフォリオに含まれる債務者数をMとし、各債務者に元本Ai（定

数）5の貸出を行っているものとする。与信ポートフォリオの損失は、一定期間内

（例えば1年）に債務者がデフォルトした場合にのみ発生すると考え（デフォルト・

モード方式）、信用度の変動による時価の変動は考えない6。

ここで、全債務者のデフォルトに影響を与える共通の確率変数Xを考える。Xは

システマティック・リスク・ファクターと呼ばれる変数で、景気変動や業態別の動

向を表す何らかの経済指標であってもよいし、主成分分析等により決定される変数

であっても構わない。また、Xは単変量である必要はなく、多変量であってもよい。

このとき、債務者間のデフォルト事象の相関（デフォルト相関）は、全てXへの依

存性から生じ、Xを所与とするとき、各債務者のデフォルトは互いに独立であると

仮定する。

次に、ポートフォリオ全体の損失率Lを考える。なお、本稿では、議論の見通し

をよくするため、損失額ではなく損失率を用いて解説を進める。まずは、債務者i

の損失率を表す確率変数Li  (∈[ 0, 1])を、その債務者のデフォルト時の損失率LGD

（loss given default）を用いて、次式で定義する。

LGDはXに依存しても構わないが、Xを所与とするときLiは互いに独立であると仮

定する。デフォルト事象およびLGDは、それぞれ別の変数としてモデル化される

ことが多いが、ここでは、Liにデフォルトの有無およびLGDの情報の双方が含まれ

る。ポートフォリオ全体の損失率Lは、次式で与えられる。
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5 債務者の信用状態を所与とするとき、Aiをモデルに含まれるほかの変数とは独立な確率変数としても、分
散が有限であれば以下の議論は同様に成立する。このときAiにはデフォルト時の期待エクスポージャーを
用いる。
6 信用度の変動による時価変動を勘案することも可能であるが、本稿では省略する。興味のある読者は

Gordy［2003］を参照。

２．基礎編：極限損失分布とグラニュラリティ調整

 債権者 iの LGD（デフォルト時）,
（1）Li = 

 0 （上記以外）.



以上で、損失分布のモデル化が完了した7。

（2）極限損失分布

極限損失分布の考え方は、債務者数が多く、各債務者へのエクスポージャーが十

分に分散化されている場合には、各債務者の個別の要因が打ち消し合うため、損失

分布は、全債務者に共通の要因であるシステマティック・リスク・ファクターのみ

によって表現されるという事実に基づいている。Gordy［2003］は、本節（1）のモ

デルの枠組みで、極限損失分布を適用するために各債務者のエクスポージャーが満

たすべき条件、さらに極限損失分布の分位点を解析的に得るためにモデルが満たす

べき条件を与え、十分に分散化されているポートフォリオの信用リスクを導出した。

以下、Gordy［2003］に基づいて、極限損失分布を用いた、十分に分散化されてい

るポートフォリオの信用リスクの導出方法を解説する8。

まず、債務者数が無限大となる極限（M→∞）を考える。ただし、各債務者への
エクスポージャーが、以下の仮定1を満たしているとする。

仮定1（エクスポージャーに関する仮定）

（a）

（b）

仮定1は、ポートフォリオが十分に分散化されており、どの債務者のエクスポー

ジャーも、ポートフォリオ全体に比べると無視し得るほど小さいということを意味

している。例えば、各債務者に対するエクスポージャーが均一である場合には、仮

定1が満たされる。仮定1を満たすポートフォリオを、「無限に細分化された

（infinitely fine-grained）ポートフォリオ」と呼ぶことにする。このとき、以下の定

理1が成立する。
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7 ここで導入したモデルの枠組みは非常に一般的なものであり、信用リスク計量モデルであるリスク・メト
リクス・グループ社のCreditMetrics（Gupton, Finger and Bhatia［1997］）やクレディスイス・ファイナンシャ
ル・プロダクト社のCreditRisk+（Credit Suisse Financial Products［1997］）等のモデルも、このモデルの枠組
みに含まれる。
8 家田・丸茂［2002］は、Gordy［2003］のドラフト版（2001年のワーキング・ペーパー）の解説を行って
いる。
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定理1（極限損失分布）

無限に細分化されたポートフォリオの損失率分布は、極限損失分布

（limiting loss distribution）と呼ばれ、Xを所与とするときの条件付期待損失率

E [L X]で与えられる。すなわち、X = xのとき、以下が成立する。

定理1は、無限に細分化されたポートフォリオでは、債務者固有の要因は完全に

消滅し、全債務者共通の要因であるXの値のみによって損失が決定されることを示

している。

例として、各債務者のエクスポージャーが均一である場合は、Li ∈[ 0, 1]よりLi

の分散は有限であるので、大数の強法則から、X = xのとき、次式が得られる9。

現実のポートフォリオに含まれる債務者数は有限であり、仮定1や定理1は厳密に

は成立しない。しかし、債務者数が多く、エクスポージャーが十分に分散化されて

いるポートフォリオでは、損失率Lの分布をE [L X]で近似することが可能であろ
う。本稿では、定理1が近似的に成立するとみなせるポートフォリオを「十分に細

分化されたポートフォリオ」と呼ぶことにする。

次に、与信ポートフォリオの信用リスクを計算するために、損失率分布の分位点

を求める。損失率Lのa分位点qa (L)（すなわち、VaR）は、

で定義される。このとき、定理1から、無限に（もしくは十分に）細分化されたポー

トフォリオでは、次式が成立する10。

つまり、損失分布Lのa分位点は、極限損失分布E [L X]のa分位点により求める

ことができる。一般的に、Lのa分位点の計算よりも、E [L X]のa分位点の計算の

44 金融研究/2005.7

9  仮定1を満たすポートフォリオについての定理1の証明は、補論1を参照。
10  厳密には、極限損失分布 E [ L  X ]がqa (E [ L  X ] )で不連続となる場合には成立しない。詳細は、Gordy

［2003］を参照。
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(E [L X])→ 0 . （6）



方が容易である。さらに、以下の仮定2および仮定3が成立する場合には、E [L X]
のa分位点をより簡単に求めることができる。

仮定2（1ファクター・モデルの仮定）

システマティック・リスク・ファクターXは単変量である。

仮定3（条件付期待損失の単調性の仮定）

全ての債務者iについて、システマティック・リスク・ファクターXの条件付

期待損失率 E [Li X]は、Xの単調減少関数である。ただし、E [Li X]は連続か
つ微分可能であるとする11。

仮定2、3の下で、次の定理2が成立する。

定理2（極限損失分布の分位点）

極限損失分布 E [L X]のa分位点qa (E [L X])は、Xの1−a分位点 x1−aを所与

とするときの条件付期待損失率により、次式で計算される12。

仮定2は、x1−aが一点に定まることを保証し、仮定3は、E [ L  X ]のa分位点を、

x1−aと対応付けるための仮定である。（7）式から、債務者iの単位エクスポージャー

当たりの信用リスクをE [Li x1−a]とすれば、これに債務者iがポートフォリオ全体

に占める割合Ai / S
M
i =1Aiを乗じて足し合わせることにより、ポートフォリオ全体の

信用リスク E [L x1−a ]が得られることがわかる。このとき、債務者iの単位エクス

ポージャー当たりの信用リスクE [Li x1−a ]は、債務者iの性質のみに依存し、ポー

トフォリオの構成には依存しない。この性質は、信用リスクのポートフォリオ不変

性（portfolio-invariance）と呼ばれ、バーゼルⅡの内部格付手法において、各資産の

リスク・ウエイトが、ポートフォリオの構成によらず、資産の性質のみにより決定

されることの根拠となっている。もっとも、ポートフォリオ不変性は、①ポートフォ

リオが十分に細分化されていること（仮定1）、②損失分布が単一のリスク・ファク
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11  仮定3では、わかりやすさを優先したためGordy［2003］より強い仮定である。なお、Gordy［2003］は、
分位点近傍で E [L X]の単調非減少性を仮定しているが、分位点を定めるためにはE [L X]のXに対する単
調性が重要であり、単調減少関数であるか単調増加関数であるかは問題ではない。

12  仮定3で単調増加性を仮定すると、極限損失分布 E [L X ]のa分位点は、Xのa分位点 xaを所与とするとき
の条件付期待損失率で与えられる。
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ターに依存すること（仮定2）、の2つの仮定に強く依存していることに留意しなけ

ればならない。ポートフォリオが十分に細分化されていない場合には、債務者個別

の要因による影響を受け、各債務者の信用リスクは、ポートフォリオの構成に依存

する。

（3）グラニュラリティ調整

本節（2）では、債務者数が多く、ポートフォリオが十分に細分化されている場合

には、極限損失分布E [ L  X]により損失率 Lの分布が近似されることを説明した。

しかし、ポートフォリオに含まれる債務者数が少ない場合や、特定の債務者に与信

が集中している場合には、債務者個別の要因によるリスクが無視し得ず、真の損失

分布と極限損失分布の乖離が大きくなる可能性がある。そこで、損失分布の分位点

を求める際に、債務者固有の要因を勘案し、両者の差異を調整するために用いられ

るのが、グラニュラリティ調整である。グラニュラリティ調整は、Gordy［2003］

が提案したものであり、Wilde［2001］で数学的な定式化が行われた。また、

Martin and Wilde［2002］は、Gouriéroux, Laurent and Scaillet［2000］によるVaRの

微分を利用し、より簡単にグラニュラリティ調整が得られることを示した。グラニュ

ラリティ調整は、qa (E [L X])まわりでのqa (L)のテーラー展開の2次項で与えられ
る。ここでは、Martin and Wilde［2002］、Canabarro, Picoult and Wilde［2003］に基

づいてグラニュラリティ調整の導出を解説する。

モデルの設定は本節（1）と同じとし、さらに仮定2、3が成立しているとする。

ポートフォリオの損失率Lを、L = E [L X] + Uと分解すると、E [L X]はLのシステ

マティックな要素で、Uは債務者個別のリスクによるアンシステマティックな要素

を表していると考えることができる。ここで、新たな確率変数Le = E [L X] +eU

を導入する。qa (Le)をqa (E [L X])まわりの eのべき乗展開により表現すると、

となる。ここで、LはLeでe = 1の場合に対応することから、3次以上の項を無視す

ると13、

という近似式が得られる。このとき、グラニュラリティ調整項は、真の損失分布の

分位点 qa (L)と極限損失分布の分位点qa (E [L X])の差として、

46 金融研究/2005.7

13  後述の脚注15にあるように、現実的なポートフォリオを想定すれば、高次の微分項は小さくなるため、2
次項までの近似が可能である。なお、関数空間における微分演算については、例えばLuenberger［1969］
を参照。
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で与えられる。ここで、VaRの1次微分は、補論2の（A-7）式より、

となる。なお、（11）式2行目への式変形では、定理2を利用した。また、VaRの2次

微分は、補論2の（A-8）式より、

で与えられる。ここで、f L (l )は E [L X] の密度関数で、var [U E [L X] = l ]は
E [L X] = lのときのUの条件付分散である。l (x) ≡ E [L X = x ]とおき、Xの密度

関数をf Xとする。このとき、l (x)はxの減少関数であるから、l = l (x)に対して、
f L ( l ) dl = − f X (x) dxが成立する。また、L  = E [ L  X ]+ Uであるから、va r

(U E [L X] = l ) = var (L E [L X] = l )が成立し、（12）式は、

と書き換えられる。ただし、l ′(x)は l (x)の1次微分である。（11）、（13）式の結果を、
（10）式に代入すると、以下の定理3が得られる。

定理3（グラニュラリティ調整）

真の損失分布のa分位点と極限損失分布のa分位点との差∆qa (L)(= qa (L) −
qa(E [L X]) )は、グラニュラリティ調整項と呼ばれ、

で与えられる14。

極限損失分布の分位点 qa(E [L X])に、グラニュラリティ調整項∆ qa (L)を加え
ることで、債務者個別の要因によるリスクを勘案することができ、分位点のよりよ

い推定値が解析的に得られる。ただし、グラニュラリティ調整は、qa(E [L X])ま
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14  （14）式から明らかなように、条件付期待値 l (x) =E [L X =x] は2次微分可能、条件付分散var [L X =x]は1
次微分可能でなければならない。
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わりでのqa (L)の2次までのテーラー展開に過ぎず15、債務者の数が極端に少ない場
合や、特定の債務者に極端にエクスポージャーが集中している場合には、やはり真

の分布との乖離が大きくなり、よい推定値が得られない可能性があることになる。

マートン型の信用リスク計量モデルは、実務で広く利用されている。本節では、

1ファクターのマートン型モデルの枠組みで、①デフォルト率とLGDが独立である

場合と、②デフォルト率とLGDの相関を考慮する場合に分けて、極限損失分布お

よびグラニュラリティ調整による、損失分布の分位点の近似解析表現を導出する。

また、均一ポートフォリオ（全債務者のエクスポージャー、デフォルト率、相関、

デフォルト時の損失率が等しいポートフォリオ）を対象に、損失分布の分位点の厳

密な解析解を示す。さらに、仮想的なポートフォリオを用いて、極限損失分布およ

びグラニュラリティ調整による近似解析表現の精度を検証し、最後に数値検証の結

果を踏まえたまとめを述べる。

（1）デフォルト率とLGDが独立である場合

極限損失分布およびグラニュラリティ調整を利用した1ファクターのマートン型

モデルの枠組みでの分位点の解析表現は、Wilde［2001］、Pykhtin and Dev［2002a］

が、均一ポートフォリオを対象にデフォルト率とLGDが独立である場合に、Emmer

and Tasche［2003］が、不均一ポートフォリオを対象にLGDが1（回収率が0）の場

合に、それぞれ導出している。ここでは、不均一ポートフォリオを対象に、デフォ

ルト事象とLGDが独立である場合に、1ファクターのマートン型モデルの枠組みで、

与信ポートフォリオの損失をモデル化し、極限損失分布およびグラニュラリティ調

整を用いて、分位点の解析表現を導出する。

イ．モデルの設定

ポートフォリオに含まれる債務者数をMとし、各債務者iに元本Aiの貸出を行っ

ているとする。このとき、各債務者のポートフォリオ全体に占める割合はwi = Ai

/SM

j =1
Ajで定義される。債務者iのデフォルトは、マートン型モデルの枠組みに従い、

48 金融研究/2005.7

15 Canabarro, Picoult and Wilde［2003］によれば、テーラー展開における高次の微分項は、Xを所与とすると
きのLの高次モーメントおよびvar [L X ]のべき乗に依存しており、var [L X ]が小さく、これらが無視で
きる場合には、2次項までの展開により効率的な計算が可能であるとしている。実際、後述するように、
仮想ポートフォリオを用いた数値分析では、2次項までの近似の精度は良好であることが確かめられる。
また、Wilde［2001］は、基のポートフォリオに含まれる各与信をn等分して、n →∞の極限を考えること
で、グラニュラリティ調整項を導出し、グラニュラリティ調整項がオーダー1/nの項とみなせること、つ
まり、債務者数が増加すると高次の項は無視し得ることを示した。

３．基礎編：1ファクター・マートン型モデル



ある一定期間内（例えば1年）に、資産を表す標準正規分布に従う確率変数Yiが、

ある閾値を下回った場合に生じると考える。Yiは、債務者iの資産収益率を標準化

したものと考えられ、債務者iのデフォルト率をpiとすれば、N −1(.)を標準正規分布
の分布関数N (.)の逆関数として、閾値はN −1( pi)で与えられる。ここでは、債務者
iの資産収益率Yiは、全債務者に共通である単一のシステマティック・リスク・ファ

クターXを用いて、

と表現されるとする。ただし、Xおよびξ iは互いに独立に標準正規分布に従う確率

変数である。システマティック・リスク・ファクターXは全債務者の資産収益率に

影響を与える要因であるから、国際的に業務を展開する金融機関のポートフォリオ

では、世界経済の景気変動を反映するような変数と考えられるし、ある特定の業種

のみで構成されたポートフォリオでは、業種別の株価指数を反映するような変数に

なると予想される。一方、ξ iはXでは説明することができない債務者個別の要因を

表している。また、 √ r
i は債務者 iのXへの依存度を表す係数で、ファクター・ロー

ディングと呼ばれ、債務者iとjの資産収益率の相関（資産相関）は√ri r
j で与えら

れる。ここで、Xは景気変動を反映し、景気上昇（下降）に伴って増加（減少）す

る変数であるとする。このとき、景気上昇によりXが大きくなるに従い、債務者の

資産収益率Yiは増加し、デフォルト率が小さくなる。すなわち、Xの値によりデ

フォルト率は変動し、X = xのときの条件付デフォルト率 pi(x)は、

で与えられる。

以上で、債務者のデフォルトのモデル化が完了したので、次にLGDのモデルを

定める。ここでは、債務者iのLGDは確率変数Qi (∈[ 0, 1])により決定され、Qiはモ

デルに含まれる他の確率変数とは独立に、平均mi、標準偏差siの分布に従うとする
16。

また、債務者iがデフォルトしたときに1、それ以外では0になる変数Diを定義する。

49

与信ポートフォリオの信用リスクの解析的な評価方法

16  Qiについて特定の分布形は仮定しない。
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すなわち、Aが真のとき1、偽のとき0をとる定義関数1Aを用いれば、

となる。このとき、債務者iの損失率 Liは、

で与えられ、ポートフォリオ全体の損失率Lは、次式で表現される。

ロ．分位点（VaR）の解析表現

まず、X = xが所与のときのデフォルト事象を表す変数Di (x)を定義する。Di (x)は、
定義関数を用いて、

で定義され、期待値は E [Di (x)]= pi (x)で与えられる。
さて、定理1より、十分に細分化されたポートフォリオの損失分布は、Xを所与

とするときの条件付期待損失である極限損失分布E [L X ]により近似することがで
きる。極限損失分布L∞は、（19）式より、

で与えられる17。ここで、十分に細分化されたポートフォリオでは、損失率のa分

位点 qa (L)は、極限損失分布の a分位点 qa (L∞)で近似される。極限損失分布のa

分位点は、定理2により、X = x1−a (= N −1 (1−a) )のときの条件付期待損失で与えら
れるので、損失率の a分位点qa (L)は、

で近似される。
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17  このとき、仮定1に代わりS M
i=1wi

2 → 0を満たせば、定理1が成立してL→ L∞となる（Vasicek［2002］）。
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一方、ポートフォリオが十分に細分化されていない場合には、qa (L)とqa (L∞)の
乖離を調整するために、グラニュラリティ調整が用いられる。Xは標準正規分布に

従うので、定理3の（14）式より∆qa (L)は、

となる。ここで、n ( x )は標準正規分布の確率密度関数、l ′(x)はX = xのときの条件
付期待損失l (x) = S M

i =1wi mi pi (x)の1次微分である。n ′(x) = − xn(x)に注意し、（23）
式の微分を計算すると、v (x) ≡ var [L X = x ]と置いて、

と変形することができる。ここで、（24）式の計算には、l ′(x)、l′′(x)、v (x)、v ′(x)が
必要である。まず、l ′(x)および l ′′(x)は、それぞれ、

で与えられる。ここで、

である。また、条件付分散 v (x)およびその微分 v ′(x)は、
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で与えられる。（25）～（30）式を（24）式に代入し、x = N −1 (1−a)とすれば、グラニュ
ラリティ調整項 ∆qa (L)を得る。このとき、分位点は qa (L) ≈ qa (L∞ ) + ∆qa(L)で推
定される。

（2）デフォルト率とLGDの相関を考慮する場合

信用リスクの計量に際しては、LGDの推定が困難であること等から、LGDを定

数もしくは独立した変数として取り扱うことが多い。しかし、景気が悪化すると、

デフォルトする債務者が増加するとともに、担保価値の劣化を通じてLGDが増大

する傾向がみられる等、経験的にはデフォルト率とLGDは正の相関を持つと考え

られる。このように、景気悪化時にデフォルトの増加とLGDの増大が同時に進行

して、損失が大きく膨らむ可能性がある状況を考えると、LGDを定数もしくは独

立した変数とするモデルは、信用リスクを過小評価するおそれがある。Frye

［2000a, b］18は、デフォルトを決定付ける各債務者の資産収益率と回収率の共通の

要因をシステマティック・リスク・ファクターとして、両者の相関を考慮する1ファ

クターのマートン型モデルを提案した。さらに、Pykhtin and Dev［2002a］、Pykhtin

［2003］は、このモデルを基に、極限損失分布による分位点の解析表現を導出して

いる。以下では、Pykhtin and Dev［2002a］によるデフォルト率とLGDの相関を考

慮した簡単なモデルを用いて、グラニュラリティ調整も勘案した分位点の近似解析

表現を導出する。

イ．モデルの設定

モデルの設定は、LGDを表す確率変数Qiに関する仮定を除き、デフォルト率と

LGDが独立である場合と同様である。デフォルトの有無にかかわらず損失率を決

定する確率変数
∧
Qiを、次式で定義する

19。

ここで、ζ iはモデルに含まれる他の変数とは独立に標準正規分布に従う確率変数

で、債務者個別の要因を表す。
∧
Qiはシステマティック・リスク・ファクターXに依

存しており、これにより、デフォルトを決定付ける資産収益率Yi（（15）式）との間

に相関関係が生じる。例えば、景気が悪化してXが減少すると、資産収益率Yiが減

少しデフォルトが増加するとともに、損失率
∧
Qiも増加する。ところで、

∧
Qiは、デ
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18  家田・丸茂［2002］は、Frye［2000b］を抄訳の形で紹介している。
19  Pykhtin and Dev［2002a］によれば、この定式化により、

∧
Qi が [0, 1]の範囲に収まらないという問題が生じ

るが、制約を設けないことで解析表現の導出が容易になる上、現実的なパラメータ設定では、[0, 1]を外
れることによる影響は無視し得る。また、Pykhtin［2003］では、

∧
Qiが [0, 1]に収まるように別の定式化を

行っている。

)1(
∧

iiiiii rXrQ z−+−+= σm . （31）�



フォルトの有無と関係なく定義されるので、デフォルト時の損失率LGDとは異な

る20。しかし、
∧
Qiは、デフォルト時の損失率を決定することから、これを潜在LGD

（potential LGD）と呼ぶことにする。期待LGDは、
∧
Qiの期待値miではなく、デフォ

ルトした場合の
∧
Qiの条件付期待値として、

で与えられる。（32）式はpiの単調減少関数になっている
21。つまり、デフォルト率

piが小さいほど期待LGDが大きいという関係がある。これは、デフォルト率が低い

債務者のデフォルトは、低い資産収益率で発生するが、このときは高い潜在

LGD
∧
Qiとなる傾向があるためである。さて、ポートフォリオ全体の損失率Lは、潜

在LGD
∧
Qiを用いて、（19）式と同様に、次式で与えられる。

ロ．分位点（VaR）の解析表現

極限損失分布L∞は、以下で与えられる。

よって、損失分布のa分位点qa (L)は、次式で近似される。

グラニュラリティ調整項∆qa (L)も同様にして、
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20  デフォルト率とLGDが独立であれば、LGDと潜在LGDは一致する。
21（32）式の導出および単調減少性の証明は補論3を参照。
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で与えられる。ここで、l (x) = S M
i =1wi ( mi − si √ri x)pi (x)である。このとき、l ′(x)お

よび l ′′(x)は、それぞれ、

となる。また、条件付分散v (x)およびその微分 v ′(x)は、それぞれ次式で与えられる。

（37）～（40）式を（36）式に代入し、x = N −1 (1−a)とすれば、グラニュラリティ調
整項∆qa (L)が得られる。このとき、分位点の推定値はqa (L)≈qa (L∞)+ ∆qa (L)とな
る。

（3）均一ポートフォリオに対する厳密な解析解

均一ポートフォリオでは、任意の債務者数で、損失率分布の分位点の厳密な解析

表現が得られる。家田・丸茂・吉羽［2000］は、LGDが定数である場合、Pykhtin

and Dev［2002a］は、本節（2）のデフォルト率とLGDが相関を持つ場合に分位点の

厳密解を導出している。ここでは、これらの文献を参考に、デフォルト率とLGD

が独立である場合、およびデフォルト率とLGDの相関を考慮する場合の分位点の

厳密解を導出する。

イ．デフォルト率とLGDが独立である場合

各債務がポートフォリオ全体に占める割合をwi =1/M、債務者iの資産収益率Yiの
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ファクター・ローディングを √ rとする。すなわち、

で、債務者間の資産収益率の相関（資産相関）はrで与えられる。また、各債務者

のLGDを表す確率変数Qiは、モデルに含まれる他の変数とは独立に平均m、分散

s2(≠ 0)の標準正規分布に従うとする22。このとき、ポートフォリオ全体の損失率L

は、以下のようになる。

ポートフォリオ全体の損失率Lの分布関数 FL (l )は、Xによる条件付けにより、

と表現することができる。ここで、L (x)はX = xのときの条件付の損失率である。

均一ポートフォリオでは、Pr [L (x)< l ]は、デフォルトした債務者の数のみに依存
する。ここで、X = xを所与とするときのデフォルトした債務者の総数D (x)を、

により定義すると、Pr [L (x) < l ]は、D (x)による条件付けを用いて、

と表せる。X = xが所与のとき、各債務者のデフォルト事象は独立となるので、

である。ここで、MCmはM個からm個を選ぶ組合せの数、p(x)は条件付デフォルト
率で、p (x) = N ((N −1 ( p) − √√ rx /√1−rである。また、デフォルト総数がD (x) = m(>0)
のときの損失率L = 1/M S m

i =1Qi は、正規分布N (mm/M, ms2/M2 )に従うので、
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22  本節（1）で説明した極限損失分布およびグラニュラリティ調整を用いた分位点推定では、分布形を特定す
る必要はなく、期待値と分散の情報のみで十分であった。しかし、均一ポートフォリオの分位点の厳密
解の導出には、分布形を特定する必要があるため、潜在LGDが従う分布と同じく（脚注19を参照）、標準
正規分布を採用する。
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を得る。以上の結果を、（43）式に代入すると、

が得られる23。また、確率密度関数fL(l)は、（48）式をlで微分して、

となる。（48）、（49）式は数値積分により容易に計算可能である24。FL(la) = aを満た
すlaを数値計算により求めれば

25、損失分布のa分位点の厳密解が得られる。

なお、LGDがQ =m（定数）で与えられる場合は、損失率Lはデフォルトした債

務者数により決まるので、デフォルトした債務者数がm以下となる確率がa以上と

なるように、

を満たす最小のmを求め、mm /Mを損失分布のa分位点とすればよい。

ロ．デフォルト率とLGDの相関を考慮する場合

デフォルト率とLGDの相関を考慮する場合も、デフォルト率とLGDが独立であ

る場合と同様の手順で損失分布のa分位点の厳密解を導出することができる。ただ

し、Qiの代わりに、（31）式で与えられる
∧
Qiを均一ポートフォリオに適用し、

の形で用いる。ポートフォリオ全体の損失率Lの分布関数 FL(l)は、

で26、確率密度関数 fL(l)は、
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23  m = 0のときは、 とする。
24  Pykhtin and Dev［2002a］は、n(x)はx = 0から離れるにつれて急速に0に近づくため、積分の範囲を有限
の範囲に置き換えても問題なく、−6 ≤ x ≤ 6の範囲を0.05刻みで240等分すれば十分であるとしている。

25  本稿の数値検証では、二分法を用いたが、Pykhtin and Dev［2002a］は、二分法による繰り返し計算を数
回行った後、ニュートン法に切り替えることで収束が速くなるとしている。

26  m = 0のときは、 とする。
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で与えられる。ここで、m(x) ≡ m − s √ rxである。分位点の厳密解も同様にして、

FL(la) = aを数値計算で解くことにより求められる。

（4）数値検証

極限損失分布およびグラニュラリティ調整を用いた近似解析表現は、対象とする

ポートフォリオにより近似精度が異なる。ここでは、本節（1）で示したデフォルト

率とLGDが独立であるモデルによる近似解析表現について、均一ポートフォリオ、

不均一ポートフォリオの順に近似精度の検証を行う。均一ポートフォリオでは、本

節（3）で示した厳密な解析表現と近似解を比較することにより検証が可能である。

一方、不均一ポートフォリオでは、厳密解が得られないため、モンテカルロ・シ

ミュレーションによる結果と比較することにより検証する。また、本節（2）で示し

たデフォルト率とLGDの相関を考慮するモデルについても、それらが独立である

モデルとの簡単な比較を行う。

イ．均一ポートフォリオによる検証

ここでは、均一ポートフォリオを対象に、デフォルト率とLGDが独立であるモ

デルを用いて、近似解析表現27および厳密な解析表現28による信用リスク量を求め、

両者を比較する。また、デフォルト率や資産相関の水準が近似精度に与える影響を

調べる。

図表1に、デフォルト率p =1.0%、資産相関r =20%、LGDの期待値m =40%、同標
準偏差s =25%、信頼水準a =99.9%として、債務者数（対数目盛）を横軸として、
近似解および厳密解をプロットしたグラフを示す。また、極限損失のみのグラフも

合わせて示す。図表1からは、債務者数が増えるに従って、近似解と厳密解の差異

は小さくなり、両者とも極限損失に漸近することがわかる。

次に、デフォルト率および資産相関が、近似解と厳密解の差に与える影響を調べ

るため、図表2に、相関を一定（r =20%）としてデフォルト率をp =0.5、1.0、5.0%
とした場合（1）、およびデフォルト率を一定（ p =1.0%）として相関をr =15、20、
25%とした場合（2）の近似解と厳密解の乖離率29を、債務者数を横軸（対数目盛）

としてプロットしたグラフを示す（その他のパラメータの設定は図表1と同じ）。両

グラフからは、デフォルト率が小さいとき、相関が小さいとき、および債務者数が

少ないときに乖離率が大きい傾向が読み取れる。
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27  （22）式および（24）～（30）式を利用する。
28  （48）式を利用して、数値計算により求める。
29  （近似解－厳密解）／厳密解×100（%）で定義する。
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ロ．不均一ポートフォリオによる検証

ここでは、不均一ポートフォリオを対象に、デフォルト率とLGDが独立である

モデルによる近似解の精度を検証する。不均一ポートフォリオに対する厳密解は得

られないので、近似解の比較対象には、モンテカルロ・シミュレーション（10万通

りのシナリオを発生）による推定結果を用いる。

まず、数値検証に用いるポートフォリオは、図表3に示すように、債務者数を

a.20、b.50、c.100、d.200、e.500の5通り、エクスポージャーの分布は、①均一分布、

②1先に集中、③10%の先に集中、④指数分布、⑤3段階、⑥5段階の6通りを設定し

た30。各ポートフォリオには1aから6eの番号を付してある。なお、②と③は特に与

信が集中しているポートフォリオである。与信の集中度は、概ね、②＞③＞④＞

⑤＞⑥＞①の順となっている。

ここでは、資産相関r =20%、LGDの期待値m =40%、同標準偏差s =25%、信頼
水準a =99.9%を固定し、図表3で設定した各ポートフォリオに対して、デフォルト
率をp =0.1、0.5、1.0、5.0、10.0%とした場合の信用リスクを、近似解およびモンテ
カルロ・シミュレーションにより算出した31。図表4～9に両者の乖離率32を示す。

各図表は、エクスポージャーの分布①～⑥に対応している。
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30  ポートフォリオの設定は、家田・丸茂・吉羽［2000］を参考にした。
31  均一分布に従うポートフォリオ（1a～1e）では、モンテカルロ・シミュレーションではなく、厳密解を
用いた。

32  （近似解－モンテカルロによる算出結果）／モンテカルロによる算出結果×100（%）で定義する。なお、モ
ンテカルロ・シミュレーションによる算出結果にはシミュレーションによる誤差が含まれるため、乖離
率に近似解の誤差とともにシミュレーションによる誤差が含まれる。別途確認したところ、対象とする
ポートフォリオにより異なるが、シミュレーションによる誤差は、標準偏差にして1～3%程度であり、乖
離率が±5%程度であれば、近似解の誤差はそれほど大きくないと考えることにする。

a. 20先�

①均一分布� 1a：各5% 1b：各2% 1c：各1% 1d：各0.5% 1e：各0.2%

②1先に集中�
（他の100倍）�

2a：�
1先に84.03%、�
19先に各0.84%

2b：�
1先に67.11%、�
49先に各0.67%

2c：�
1先に50.25%�
99先に各0.50%

2d：�
1先に33.44%�
199先に各0.33%

2e：�
1先に16.69%�
499先に各0.17%

③10%の先に集中�
（他の100倍）�

3a：�
2先に各45.87%、�
18先に各0.46%

3b：�
5先に各18.35%�
45先に各0.18%

3c：�
10先に各9.17%�
90先に各0.09%

3d：�
20先に各4.59%�
180先に各0.05%

3e：�
50先に各1.83%�
450先に各0.02%

④指数分布� 4a：�
平均5%の指数�
分布に従う�

4b：�
平均2%の指数�
分布に従う�

4c：�
平均1%の指数�
分布に従う�

4d：�
平均0.5%の指数�
分布に従う�

4e：�
平均0.2%の指数�
分布に従う�

⑤3段階分布�
（2段階目で5倍、�
　3段階目で10倍）�

5a：�
10先に各1.43%�
8先に各7.14%�
2先に各14.29%

5b：�
25先に0.57%�
20先に2.86%�
5先に5.71%

5c：�
50先に0.29%�
40先に1.43%�
10先に2.86%

5d：�
100先に0.14%�
80先に0.71%�
20先に1.43%

5e：�
250先に0.06%�
200先に各0.29%�
50先に各0.57%

⑥5段階分布�
（段階ごとに�
　1.5倍）�

6a：�
1.90%、2.84%、�
4.27%、6.40%、�
9.60%を各4先�
に配分�

6b：�
0.76%、1.14%、�
1.71%、2.56%、�
3.84%を各10先�
に配分�

6c：�
0.38%、0.57%、�
0.85%、1.28%、�
1.92%を各20先�
に配分�

6d：�
0.19%、0.28%、�
0.43%、0.64%、�
0.96%を各40先�
に配分�

6e：�
0.08%、0.11%、�
0.17%、0.26%、�
0.38%を各100先�
に配分�

b. 50先� e. 500先�d. 200先�c. 100先�

図表3 検証に用いるポートフォリオ（1a～6e）
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エクスポージャーの分布別（図表別）に検証結果を以下に整理する。

①均一分布（図表4）：近似精度は非常に良好で、債務者数の増加に従って乖離

率はゼロに収束する。

② 1先に集中（図表5）：債務者数が増加しても、依然として乖離率は非常に大き

く、債務者数をさらに増やさなければ近似精度は改善しないと予想される。

なお、債務者数が少なくデフォルト率が小さい場合に過大評価し、逆の場合

には過小評価する傾向がみられる。

③ 10%の先に集中（図表6）：相対的に与信が集中したポートフォリオであるが、

②ほど与信の集中が極端ではないため、債務者数が増加するにつれて近似精

度が改善し、債務者数が200以上であれば、近似精度は比較的良好である。

④指数分布（図表7）、⑤3段階（図表8）、⑥5段階（図表9）：④、⑤、⑥の順に、

与信の集中度が小さくなるにつれて近似精度が改善する傾向がある。デフォ

ルト率が低いp =0.1%の場合や、債務者数が少ない場合を除けば、近似精度は
比較的良好である。

以上の結果から、近似解析表現は、極端に与信が集中している場合や、債務者数

が少ない場合、デフォルト率が小さい場合に近似精度が悪くなる傾向があるが、比

較的広範囲のポートフォリオで、精度のよい近似となっているといえる。

次に、より一般的な設定で検証するため、デフォルト率ごとの複数のバケットに

分けられたポートフォリオを考える。図表10に、検証に用いる1A～6A、1C～6Cの

12種類のポートフォリオを与える。各ポートフォリオは、デフォルト率（p =0.1、
0.5、1.0、5.0、10.0%）ごとに5つのバケットに分割されており、各バケットの構成

（債務者数、分布）は、1a～6a、1c～6cと同じとする。さらに、全エクスポージャー

の各バケットへの配分は、均等に20%ずつ配分する場合（1通り）と、1つのバケッ

トに50%を配分し、残りのバケットに12.5%ずつ配分する場合（5通り）の計6通り

を設定する。以上の設定により、各ポートフォリオで、近似解およびモンテカル

ロ・シミュレーションにより信用リスクを算出し、両者の乖離率を計算した結果は、

図表11から図表16のとおりである。なお、資産相関r =20%、LGDの期待値m =40%、
同標準偏差s =25%、信頼水準a =99.9%とした。
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 1A 1a 1a 1a 1a 1a 100�

 2A 2a 2a 2a 2a 2a 100�

 : : : : : : :�

 6A 6a 6a 6a 6a 6a 100�

 1C 1c 1c 1c 1c 1c 500�

 : : : : : : :�

 6C 6c 6c 6c 6c 6c 500

ポート�
フォリオ�

バケット�バケット1�
（p = 0.1%）�

バケット2�
（p = 0.5%）�

バケット3�
（p = 1.0%）�

バケット4�
（p = 5.0%）�

バケット5�
（p = 10.0%）�

債務者数�

図表10 検証に用いるポートフォリオ（1A～6A、1C～6C）
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図表11　各バケット①均一分布�

図表13　各バケット③10%の先に集中�

図表12　各バケット②1先に集中�
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図表14　各バケット④指数分布�

図表16　各バケット⑥5段階分布�

図表15　各バケット⑤3段階分布�
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各バケットが従うエクスポージャーの分布別（図表別）に検証結果を整理する。

①均一分布（図表11）：1A、1Cともによい近似精度である。

② 1先に集中（図表12）：2Aおよび2Cとも近似精度は非常に悪い。なお、債務者

数が多いと過小評価に陥る傾向は図表5と同様である。

③ 10%の先に集中（図表13）：3Aに比べて3Cの近似精度は格段に良好である。

これは、債務者数の多さによるものであると考えられる。

④指数分布（図表14）：4Aに比べて4Cの近似精度は良好である。これは、債務

者数の多さによるものであると考えられる。

⑤ 3段階（図表15）：5A、5Cともによい近似精度である。

⑥ 5段階（図表16）：6A、6Cともによい近似精度である。

以上の結果から、債務者数が少ない場合や、エクスポージャーの集中がみられる

場合以外は、近似精度は比較的良好であるといえる。

ハ．デフォルト率とLGDの相関を考慮したモデル

ここでは、均一ポートフォリオを対象に、本節（2）で示したデフォルト率とLGD

の相関を考慮するモデル（相関考慮モデル）による近似解を算出し33、デフォルト

率とLGDが独立であるモデル（独立モデル）によるそれとの差異を確認する。

図表17に、デフォルト率p =1.0%、資産相関r =20%、LGDの期待値m =40%、同
標準偏差s =25%、信頼水準a =99.9%として、相関考慮モデル（r =0.2とする）に
よる近似解および独立モデルによる近似解を、債務者数を横軸としてプロットした。

なお、両モデルに対する厳密解および極限損失のみの値も合わせてプロットした。

図表17からは、債務者数によらず、相関考慮モデルが、独立モデルよりも大きな信

用リスク量を算出することがわかる。

次に、パラメータrが信用リスク量に与える影響を調べるため、債務者数をM

=100で固定し（その他のパラメータは図表17と同じ）、rに0と1の間の複数の値を与

えたときの、相関考慮モデルによる近似解をプロットしたグラフが図表18である。

なお、横軸には潜在LGDと資産収益率の相関（= −√ rr）を用い、独立モデルによ

る近似解も合わせて示す。図表18からは、相関考慮モデルと独立モデルの信用リス

クの差が、資産収益率と潜在LGDの相関の絶対値にほぼ比例していることがわか

る34。このことは、LGDがデフォルト率と正の相関を有する場合に、独立モデルを利

用すると、信用リスクを過小評価しかねないことを改めて認識させるものである。
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33  （35）～（40）式を用いる。
34  これは、①相関考慮モデルと独立モデルの極限損失の差が√ rに比例すること、②グラニュラリティ調整
項は√ r に比例しないが、極限損失に比べて小さいため、両モデルの信用リスクの差に大きな影響を与え
ないことが原因である。
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（5）小括と若干の考察

数値検証の結果からは、近似解析表現が、幅広い水準のパラメータで比較的良好

な精度の近似を与えることがわかった。特に、分散化されたポートフォリオでは、

近似解析表現の方が、モンテカルロ・シミュレーションによる推定よりも精度がよ

いことがある。図表19に、均一ポートフォリオを対象に、図表4と全く同じ設定で

計算した、モンテカルロ・シミュレーション（10万通り）による推定値と厳密解と

の乖離率を示す35。図表4と図表19の比較から、このケースでは、債務者数が100以

上のときは、近似解の方が精度がよいことがわかる。一方、債務者数が少ない場合

や、極端に与信が集中している場合には、近似解の精度はかなり悪くなるおそれが

ある。
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35 モンテカルロ・シミュレーション（10万通りのシナリオ発生）による推定を5回繰り返し、各回で厳密解
との乖離率（の絶対値）を求め、5回の平均絶対乖離率を示した。

−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

ポートフォリオ1a ポートフォリオ1b ポートフォリオ1c ポートフォリオ1d ポートフォリオ1e

乖離率（％）�

0.1% 0.5% 1.0% 5.0% 10.0%

図表19 ①均一分布（モンテカルロ・シミュレーション）



図表20に、近似解析表現とモンテカルロ・シミュレーションの長所と短所を整理

した。近似解析表現は、ポートフォリオ構成によっては高い近似精度が確保し得な

いことがあり、実務的に活用するモデルとして全面的に依存することは適当ではな

い。しかし、近似解析表現は、シミュレーションが不要で、ポートフォリオ構成に

よっては、幅広い水準のパラメータに対して精度のよい近似を与えることから、例

えば、特定の種類の貸出から構成される部分的なポートフォリオ（小口ローン等）

向けに、補完的に利用することは考えられる。

次に、1ファクターのマートン型モデルを利用する上での留意点として、ファク

ター数の問題を挙げる。国際的に活動する金融機関の与信ポートフォリオに1ファ

クター・モデルを適用する場合、世界経済の景気変動に連動するような変数をシス

テマティック・リスク・ファクターに選ぶことが考えられる。ところが、このポー

トフォリオに含まれる、ある地域または業種等で分類した債務者のグループに注目

すると、このグループは、世界経済の景気変動以外に、地域や業種等の、グループ

に固有のリスク・ファクターに依存していると考えるのが自然である。このような

グループ固有のリスクも勘案するには、マルチ・ファクター・モデルを適用するこ

とが考えられる。したがって、国際的に業務を展開する金融機関のポートフォリオ

では、マルチ・ファクター・モデルの利用が望ましい可能性がある。一方、特定の

地域や特定の業種に限定されたポートフォリオでは、1ファクター・モデルで十分

な場合もあり得る。図表21に、1ファクター・マートン型モデルとマルチ・ファク

ター・マートン型モデルの主な長所と短所を整理する。
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図表21 1ファクター・マートン型モデルとマルチ・ファクター・マートン型モデルの比較



実務では、与信ポートフォリオの信用リスクの計量にマルチ・ファクターのマー

トン型モデルが用いられることが多い。しかし、マルチ・ファクター・モデルでは、

一般に分位点の解析表現を直接得ることはできない。Pykhtin［2004］は、基のマル

チ・ファクターのマートン型モデルを、一定の仮定のもとで、同等な1ファクター・

モデルに置き換えることにより分位点の解析表現を導出する方法を提案した36。本

節ではPykhtin［2004］に基づいて同手法を説明する。

（1）マルチ・ファクター・モデルの設定

1ファクター・モデルの設定と同様、債務者数をM、債務者iの借入元本をAi、

ポートフォリオ全体に占める元本の割合をwi = Ai / S
M
j =1

Aj、デフォルト率をpiとし、

ある期間内に標準正規分布に従う資産収益率Yiが閾値を下回った場合に、債務者が

デフォルトすると考える。

ここで、互いに独立に標準正規分布に従う、N個のシステマティック・リスク・

ファクターX1, X2,…, XNを考え、資産収益率Yiは、

と表せるとする。ここで、ξ iは、債務者個別の要因を表し、モデルに含まれる他の

変数とは独立に標準正規分布に従う確率変数とする。資産収益率Yiの分散は1であ

るから、S
N+1
k =1

a2
ik= 1が成立する。ri =S

N
k =1

a2
ikとすれば、（54）式は、

と書き換えられる。Ziは、ξ iと独立に標準正規分布に従う確率変数で、β ik = aik /√ r
i

として、システマティック・リスク・ファクターの線形結合により、

で表せる合成ファクターである。なお、S
N
k =1

b ik
2 =1が成立する。このとき、債務者

iとjの資産相関は、rij = √ rirj S N
k =1

b ikb jkで与えられる。
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36  Pykhtin［2004］では、マルチ・ファクター・モデルによる期待ショートフォールの解析表現も導出して
いる。

４．応用編：マルチ・ファクター・マートン型モデル
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最後に、LGDはデフォルト率と独立であるとして、3節（1）で示した1ファクター・

モデルと同様に、モデルの他の確率変数とは独立なLGDを表す確率変数をQi（平

均mi、標準偏差si）を考える。このとき、ポートフォリオ全体の損失率Lは、債務

者iの損失率Liの重み付き平均により、次式で与えられる。

（2）同等な1ファクター・モデル

ポートフォリオが十分に細分化されているとき、定理1より、損失分布は極限損

失分布L∞に置き換えることができる。L∞は、システマティック・リスク・ファク

ター{ Xk}を所与とする条件付期待値により、次式で与えられる。

ファクター数が2以上（N ≥ 2）のときは、一般にL∞のa分位点の解析表現は得られ

ない。そこで、分位点の解析表現を得るために、基のマルチ・ファクター・モデル

を同等な1ファクター・モデルに置き換えることを考える。

まず、同等な1ファクター・モデルが得られたとして、債務者iの資産収益率Yiが、

で表現されるとする。ここで、Zおよびziは互いに独立に標準正規分布に従う確率

変数である37。また、Zは実効ファクター、√ai は実効ファクター・ローディングと

呼ばれる。Zを所与とするときの条件付期待損失率 E [L Z]は38、

で与えられる。ここで、∧pi (Z )は、Zが所与のときの債務者iの条件付デフォルト率

で、
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37  後述するように、通常の1ファクター・モデルとは異なり、{ zi}は債務者間で互いに依存する。
38  { zi}が債務者間で互いに依存するため、E [L Z]は極限損失分布ではない。
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である。このとき、qa(E [L Z])がqa (L )に近い値をとるならば、2節のグラニュラ
リティ調整項の導出と同様に、qa (L )をqa(E [L Z])まわりで2次項まで展開し、

により近似することが可能である39。ただし、∆ qa (L)は、定理3の（14）式でXの代

わりにΖを代入して得られる。なお、∆ qa (L)は、通常の1ファクター・モデルにお
けるグラニュラリティ調整項とは異なるので、以下では、グラニュラリティ調整項

と区別して、マルチ・ファクター調整項と呼ぶことにする。

以上で、分位点の解析表現を得る目処がついたので、基のモデルから、同等な1

ファクター・モデルを決定する方法を考える。まず、実効ファクターZが、N個の

システマティック・リスク・ファクター{ Xk}の線形結合により、

と表せると仮定する。ここで、Zは標準正規分布に従い、S N
k =1b2

k =1という関係が

ある。このとき、Zと債務者iの合成ファクターZiの間に、

という関係があるとする。h iは、Zと独立に標準正規分布に従う確率変数である。

債務者間で{ hi}は相互に依存し得る。また、 √ri は、ZiとZの相関corr(Zi , Z )に等
しく、（56）、（63）式より、次式で与えられる。

以上の設定から、債務者iの資産収益率Yiは、

と変形され、同等な1ファクター・モデルが導出される。なお、（66）式の最終行へ

の変形でai = ri ri、 とした。ziは、Zとは独立に
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39  E [L Z]は極限損失分布ではないが、実効ファクターZに仮定2および仮定3が成立するため、2節で示した
グラニュラリティ調整項の導出と全く同じ導出過程をたどることができ、∆qa (L)は定理3に与えたグラニュ
ラリティ調整項と同じ表現で与えられる。

qa
(L) ≈ qa

(E [L Z]) +∆ qa
(L) , （62）
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標準正規分布に従うが、債務者間で{ hi}が相互に依存することから、{ zi}も債務者
間で依存し、通常の1ファクター・モデルとは異なる。最後に、{ ai}および{ bk}を
決定する。aiは、（65）式より

という関係を持つので、{ bk}を与えれば{ ai}を定められる。{ bk}は、qa(E [L Z])が
真の分位点qa(L)に近い値をとるように定めることが望ましい。しかし、これは容
易ではないので、Pykhtin［2004］は、直観的に、実効ファクターZと合成ファクター

{ Zi}が大きい相関を持つことが望ましいとして、以下の最大化問題を考えた。

この最大化問題の解は、（65）式より、次式で与えられる40。

（69）式では{ ci}を与える必要があるが、Pykhtin［2004］は、種々の設定でa分位

点の推定を試行した結果、

とするのが経験上よいと指摘している。以下、本稿でも、この設定を用いることに

する。以上で、同等な1ファクター・モデルが定まった。

（3）分位点（VaR）の解析表現

損失率分布Lのa分位点は、（62）式から、

で近似される。ここで、マルチ・ファクター調整項∆qa (L)は、（14）式より、
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40  ラグランジュの未定乗数法を用いれば、容易に求まる。
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で与えられる。（72）式の微分を計算すると、

となる。ただし、l (z) ≡ E [L Z =z]、v (z) ≡ var [L Z =z]である。（73）式を計算す
るためには、l ′(z)、 l′′( z)、v (z)、v ′(z)が必要である。まず、l (z)は、（60）、（61）式
で与えられることから、l ′(z)とl ′′( z)は、それぞれ、次式で与えられる。

ここで、以下の関係がある。

次に、条件付分散v(z)とその微分v ′(z)を求める。これらは、Zを所与とするとき

の債務者間の資産収益率（（59）式）が互いに独立にならないことから、数式が多少

複雑になる。まず、（59）式は、以下のように書き換えられる。

よって、Zを所与とするときのYiとYjの条件付相関
∧rijは、S N

k=1
b2

k =1およびai = ri

( S N
k =1

b ikbk)2（（67）式）に注意して、次式となる41。
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41（79）式は、i = jの場合も含めて定義される。
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さて、条件付分散v (z) ≡ var [L Z =z]は、一般に、

と分解することができる。ここで、右辺第1項をv∞ (z)、第2項をvG (z)と表記する。
v∞ (z)は、Z =zを所与としたときの、極限損失分布L∞ = E [L{ Xk}]の条件付分散

であり、基のマルチ・ファクター・モデルと、同等な1ファクター・モデルによる

極限損失分布との差異を反映したものと解釈される。したがって、v∞ (z)は、債務
者数が増加しても消えない、システマティックな要素であり、以下で与えられる42。

ここで、N2 (.,.,.)は2次元標準正規分布の分布関数である43。また、v ′∞(z)は（81）式
を微分して、以下で与えられる。

一方、vG (z)は、債務者数が有限であることの影響を表すアンシステマティック
な要素であり、1ファクター・モデルでのグラニュラリティ調整に該当すると解釈

される。vG (z)は、

で与えられ44、M→∞の極限で0に収束する45。また、v ′G (z)は、

で与えられる。以上で、v (z) = v∞ (z) + vG (z)およびv ′(z) = v ′∞(z) + v ′G (z)が得られた。
ここで、（73）式にv (z) = v∞ (z)、v ′(z) = v ′∞(z)を代入したものを∆q∞

a (L)とし、
v (z) = vG (z)、v ′(z) = v ′G (z)を代入したものを∆qG

a (L)とする。（73）式は、v (z)および
v ′(z)に対して線形であるから、マルチ・ファクター調整項∆qa (L)は、
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42  導出は補論4を参照。
43  2次元正規分布の分布関数の数値評価はVasicek［1998］を参照。
44  導出は補論5を参照。
45  ここでは、S M

i=1wi
2 → 0を仮定している。
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で得られ、分位点はqa (L) ≈ qa (E [L Z]) +∆ qa(L)で推定される。また、M→∞のと
き、∆qG

a (L)→ 0より、分位点はqa (L) ≈ qa (E [L Z]) +∆ q∞
a (L)で推定され、これ

は極限損失分布（（58）式）の分位点の推定値に相当する。

（4）数値例

以下では、マルチ・ファクター調整の近似精度を検証する。なお、ここに示す数

値例は、Pykhtin［2004］で示された数値例における、一部のパラメータの水準を

変更して計算したものである。

イ．2ファクターの例

ポートフォリオは、AとBの2つの均一バケットに分けられるものとして、バケッ

トu (u = A, B)に含まれる債務者数をMu、バケットuがポートフォリオ全体に占める

割合をvuとする。また、バケットuに含まれる各債務のデフォルト率をpu、LGDの

期待値mu、同標準偏差su、合成ファクターZu、合成ファクター・ローディング√ru

とする。さらに、合成ファクターの相関をcorr (ZA, ZB) = rとする。このとき、バ

ケットu内の資産相関はru、バケット間の資産相関は r√rA rBで与えられる。

マルチ・ファクター調整のシステマティック部分∆q∞
a (L)の精度を確認するため、

M=∞のときの数値例を示す。まず、均一ポートフォリオを対象に、マルチ・ファ
クター調整による近似解46（点線）と厳密解47（実線）との比較を図表22に示す。

ここでは、pA= pB =1.0%、mA = mB =40%、sA = sB =25%、rA = rB =0.25、a =99.9%と
し、vA =0.2、0.3、0.5の場合について、横軸を合成ファクター間の相関rとしてプ

ロットした。図表22からは、rが大きいとき、もしくは、vAが0.5近くではないとき

に、近似精度がよい傾向があることがわかる。これは、r = 1、あるいはvA= 0、
vA= 1の極限では、ここでの2ファクター・モデルは1ファクター・モデルに一致し、
近似解が厳密解と等しくなることを背景としている。近似精度は、これらの極限か

ら最も離れているとき、つまり、バケットの重みが等しく(vA= vB = 0.5)、かつrが

小さいときに(r = 0)、最も悪くなる。
次に、不均一ポートフォリオを対象に、近似解と厳密解との比較を図表23に示す。

ここでは、pA = 0.1%、 rA =0.25、pB =5.0%、rB =0.04としてvA=0.2、0.3、0.5、0.7の
場合を示した（その他の設定は図表22と同じ）。図表23からは、近似解と厳密解に
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46  qa (L) ≈qa (E [L Z]) +∆q∞
a(L)で近似する。

47  2つの均一バケットで構成されるポートフォリオに、2ファクター・モデルを適用する場合には、極限損
失分布L∞（（58）式）の分位点の厳密解が得られる。補論6を参照。

)()()( LqLqLq G∆∆∆ += ∞ （85）a aa
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図表23 近似解と厳密解の比較（2ファクター、不均一、M = ∞）



大きな乖離はみられない。つまり、不均一ポートフォリオの方が、均一ポートフォ

リオよりも近似精度がよいことになる。

2ファクターの例の最後に、債務者数が有限の場合の近似精度の検証を行う。分

位点の厳密解は得られないので、比較の対象としてモンテカルロ・シミュレーショ

ンを用いる48。図表24に、バケットに含まれる貸出数を変えて、近似解およびモン

テカルロ・シミュレーションにより分位点（a = 99.9%）を算出した結果を示す。
ここでは、パラメータの設定は図表23と同じとし、r =0.5として、vA=0.3とvA=0.7
のケースで、分位点を算出した。図表24からは、債務者数が多いほど、近似精度が

良好である傾向がみられる。

ロ．マルチ・ファクターの例

システマティック・リスク・ファクターが2個よりも多いマルチ・ファクター・

モデルを考える。まず、N − 1個の業種ごとに固有なシステマティック・リスク・
ファクターを{ Xk} N −1

k =1（互いに独立とする）、1個の全債務者に共通なシステマティッ

ク・リスク・ファクターをXNとする。このとき、債務者iの合成ファクターは、次

式で表せる。

77

与信ポートフォリオの信用リスクの解析的な評価方法

48 シミュレーションでは、LGDは平均m、標準偏差sの正規分布に従う乱数とした（脚注19を参照）。

0.7 ∞ ∞ ∞ 2.33% 2.32% 0.5%�

 500 100 400 2.69% 2.71% −0.6%�

  250 250 2.59% 2.57% 1.0%�

  400 100 2.79% 2.76% 1.0%�

 100 20 80 4.14% 4.27% −3.0%�

  50 50 3.63% 3.47% 4.6%�

  80 20 4.60% 4.39% 4.6%�

0.3 ∞ ∞ ∞ 4.25% 4.24% 0.1%�

 500 100 400 4.66% 4.66% 0.0%�

  250 250 4.88% 4.86% 0.3%�

  400 100 5.81% 5.67% 2.3%�

 100 20 80 6.28% 6.05% 3.8%�

  50 50 7.39% 6.83% 8.3%�

  80 20 12.03% 9.85% 22.2%

MA MB MC近似� 乖離率�　Av M

図表24 近似解とモンテカルロ・シミュレーションの比較（2ファクター、均一、M有限）
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ここで、k (i)は債務者iが属する業種を表す。また、同一業種の債務は全て均一

バケットに含まれ、バケットuの債務者数をMu、デフォルト率pu、LGDの期待値

mu、同標準偏差su、合成ファクターをZu、合成ファクター・ローディングを√√r
u 、

バケットの重みをvuとする。さらに、グローバル・ファクターの係数は、全ての合

成ファクターで等しく、bi = bと仮定する。このとき、合成ファクター間の相関は
r = b2、バケットu内の資産相関は ru、バケットuとvの間の資産相関はr √ru r

v で与

えられる。

まず、均一ポートフォリオで、債務者数M = ∞（各バケットでMu = ∞）の場合
を考える。図表25に、ファクター数を与え（N =5、10、20、50）、モンテカルロ・
シミュレーションで得られるL∞の99.9%点からの近似解（= qa (E [L Z]) +∆ q∞

a (L)）
の乖離率を、横軸を合成ファクター間の相関rとしてプロットした。ただし、pu

=1.0%、mu=40%、su  =25%、ru  =0.25とした。図表25からは、rが大きいほど、近

似精度が良好であることがわかる。このことは、r = 1の極限で、モデルが1ファ
クター・モデルに収斂することを背景としている。また、ファクター数が多いほ

ど、近似精度が良好である傾向がある。これも、モデルのファクター数が多いほど、

モデルが1ファクター・モデルに近いことが原因であると考えられる49。

次に、業種数を10とし、不均一ポートフォリオで、近似解とモンテカルロ・シミュ
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49  債務者ごとに業種が異なる場合（N − 1 = M）は、ファクター・ローディングが √rb の1ファクター・モデ
ルと同じになる。
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図表25 近似解の精度（マルチ・ファクター、均一、M= ∞）



レーションの結果を比較する。図表26に、各バケットのパラメータの設定を示す50。

ここでは、債務者数が異なる3つのポートフォリオA、B、Cを設定した。なお、各

ポートフォリオのバケットごとの債務者数MA
u、MB

u、MC
uを、図表26の下3行に記し

た。

図表27に、各ポートフォリオの算出結果を示す。また、極限損失（M = ∞）も合
わせて示す。

極限損失での近似解の精度は、相関rによらず良好であるほか、2ファクターの

設定と同様に、均一ポートフォリオ（図表25のN =10を参照）の場合よりも良好で
ある。また、ポートフォリオAも、rによらず、近似解は良好な精度を示している。

これは、個々の債務のエクスポージャーが小さく、ポートフォリオが細分化されて

いるためであると考えられる。一方、債務者数がポートフォリオAの1/5であるポー

トフォリオBでは、rが小さいときに、近似解の精度が悪い。ポートフォリオCの近

似解の水準は、ポートフォリオAに近いが、ポートフォリオAよりも近似解の精度

が悪い。これは、ポートフォリオCのエクスポージャーのばらつきが、ポートフォ

リオAより大きいことが原因であると考えられる。
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50  Pykhtin［2004］の設定を採用した。
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図表26 不均一ポートフォリオの設定（11ファクター、10バケット）

 近似 MC 乖離率 近似 MC 乖離率 近似 MC 乖離率 近似 MC 乖離率�

0.50 2.15% 2.16% −0.5% 2.33% 2.34% −0.4% 3.06% 3.12% −2.0% 2.32% 2.36% −1.4%�

0.40 1.91% 1.91% −0.2% 2.11% 2.12% −0.4% 2.91% 2.91% −0.2% 2.09% 2.14% −2.4%�

0.30 1.68% 1.68% −0.4% 1.90% 1.90% 0.1% 2.80% 2.78% 0.8% 1.87% 1.91% −2.2%�

0.20 1.45% 1.46% −0.7% 1.71% 1.71% 0.1% 2.75% 2.65% 3.8% 1.66% 1.74% −4.8%�

0.10 1.23% 1.26% −2.1% 1.55% 1.55% −0.2% 2.82% 2.54% 11.3% 1.46% 1.57% −7.3%

極限損失� ポートフォリオA ポートフォリオB ポートフォリオCr

図表27 近似解とモンテカルロ・シミュレーションの比較（11ファクター、不均一）



（5）小括

本節では、Pykhtin［2004］が提案した、マルチ・ファクターのマートン型モデ

ルを用いて、損失分布の分位点の近似解析表現を導出する方法を解説するとともに、

幾つかの数値例を示した。

上述のように、近似解析表現を導出する際のパラメータの決定方法は、必ずしも

理論的根拠に基づくものではない。しかし、数値例の結果からは、近似解析表現が

幅広い範囲のパラメータで、精度のよい近似を与えることがわかった。特徴的な傾

向としては、システマティック・リスク・ファクターの数が多いほど近似精度が高

いほか、均一ポートフォリオよりも不均一ポートフォリオで高い近似精度が得られ

る。また、1ファクター・モデルの近似解析表現と同様に、合成ファクター間の相

関が大きいときや、ポートフォリオが分散化しているときに、マルチ・ファクター・

モデルの近似解析表現の近似精度が高いという傾向がある。

実務上はマルチ・ファクター・モデルが用いられることが多い点を考えれば、マ

ルチ・ファクター・モデルの近似解析表現は有用であると考えられる。ただし、数

値例でみたように、マルチ・ファクター・モデルの近似解析表現は、ポートフォリ

オの構成やパラメータの設定によっては近似精度が非常に悪くなる可能性があるた

め、実際に実務で利用する際には、事前に近似精度の検証を十分に行う必要がある。

本節では、極限損失分布を利用して、証券化商品の経済的資本（economic capital）

を解析的に算出する手法を解説する。経済的資本とは、リスク（ここでは、信用リ

スク）を自己資本の範囲内に収めるという考え方のもとで、調達される自己資本の

ことをいう51。Pykhtin and Dev［2002b］、Pykhtin and Dev［2003］、Gordy and Jones

［2002］は、極限損失分布の考え方を利用して、証券化商品の経済的資本を解析的

に算出する方法を提案した。これらの手法は、規制で用いることを念頭に、最低限

の情報を利用して、経済的資本を簡便に算出することを目的とする手法であるが、

その簡便さのゆえに、規制以外の実務上の目的でもこれを利用することは検討に値

すると考えられる。本節では、証券化商品の概要と上記の3つの先行研究の手法の

ポイントを述べた後、これら3つの手法の具体的な内容を解説する。
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51  本稿では、非期待損失部分のみならず、期待損失部分も含めて経済的資本でカバーすると考える（脚注1
を参照）。

５．応用編：証券化商品の経済的資本



（1）証券化商品の概要、先行研究での経済的資本の算出方法のポイント

本稿では、金銭債権等で構成される原資産ポートフォリオを、特別目的会社（以

下、SPC）等に譲渡し、これを裏付け（担保）として、SPC等が発行する有価証券

等を、証券化商品と呼ぶ。代表的な商品としては、ABS（Asset Backed Securities）

やCDO（Collateralized Debt Obligation）52等が挙げられる。通常、SPC等に譲渡され

た原資産ポートフォリオは、優先劣後構造を持つ複数のトランシェに再構成されて、

投資家に売却される。なお、優先劣後構造とは、各トランシェの投資家への支払優

先順位を定める仕組みのことであり、デフォルト等で原資産ポートフォリオに損失

が発生すると、支払優先度の低いトランシェから順に損失を負担する。図表28に、

証券化商品の簡単なスキームを示す。各トランシェは、支払優先度の高いものから

順に、シニア債、メザニン債、劣後債と呼ばれる53。以下、証券化商品の1つのト

ランシェに投資する場合を考える。

図表29の斜線部分で表される、信用補完水準S、厚さTのトランシェに投資する。

ここで、信用補完水準（以下、補完水準）とは、投資するトランシェよりも劣後す

るエクスポージャーが、原資産ポートフォリオ全体に占める割合であり、厚さは、

投資するトランシェが、原資産ポートフォリオ全体に占める割合のことである。つ

まり、補完水準S、厚さTのトランシェは、デフォルト等による原資産ポートフォ

リオの損失がSを超えたときに初めて毀損し、S + Tまでの損失を負担する。
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52  なお、CDOにはシンセティック型と呼ばれる種類がある。これは、クレジット・デリバティブを用いて
原資産ポートフォリオのリスクとリターンのみをSPCに移転するタイプのCDOである。これに対し、原
資産ポートフォリオ自体をSPCに移転するタイプのCDOは現物型と呼ばれる。

53  シニア債よりも優先度の高いスーパー・シニア債を含め、さらに多くのトランシェに分割されることも
ある。また、劣後部分は売却せずに、オリジネーターが保有することも多い。詳細は、水野・河合
［2002］、小宮［2003］等を参照。
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図表28 証券化商品のスキーム



原資産ポートフォリオの信頼水準aの経済的資本をKIRBとする。つまり、原資産

ポートフォリオには、信頼水準aで最大KIRBの損失が生じる。したがって、自然な

発想としては、①トランシェの補完水準がKIRBより低いときは（S < KIRB）、両者の

差額（最大T）と同額の資本を積み、②トランシェの補完水準がKIRBより高いとき

は（S > KIRB）、資本は不要とするという扱いが考えられる。図表30の左図に、この

考え方に基づく、トランシェの限界経済的資本（トランシェの微小単位の厚さに必

要な経済的資本）を示す。

しかし、トランシェの補完水準KIRBがより高ければ資本を不要とする扱いは、保

守性の観点から、「規制当局にとって受け入れ難く（unacceptable for regulators）」

（Pykhtin and Dev［2002b］）、「好ましいものではない（an unsatisfactory knife-edge

property）」（Gordy and Jones［2002］）との問題意識のもとで、トランシェの補完水

準KIRBがより高いときにも何らかの規制上の資本賦課を必要とするロジックが幾つ

か提案されている。このうち、Pykhtin and Dev［2002b, 2003］は、証券化商品に投

資している投資家のポートフォリオと、証券化商品の原資産ポートフォリオで、異

なる2つのシステマティック・リスク・ファクターを考え、図表30の右図のような、

全ての補完水準で滑らかかつゼロではない経済的資本の解析表現を導出している。

また、Gordy and Jones［2002］は、トランシェの補完水準が確率的に変動するモデ

ルを導入して、全ての補完水準で滑らかかつゼロではない経済的資本の解析表現を

求めている。以下では、Pykhtin and Dev［2002b］、Pykhtin and Dev［2003］、Gordy

and Jones［2002］による経済的資本の解析表現を、順に解説する。
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図表29 信用補完水準S、厚さ Tのトランシェ



（2）Pykhtin and Dev［2002b］による方法

Pykhtin and Dev［2002b］は、証券化商品の原資産ポートフォリオが均一で、十

分に細分化されている場合に、同じく十分に細分化された金融資産ポートフォリオ

を持つ投資家が、この証券化商品のトランシェに投資する際の経済的資本や期待損

失率を解析的に計算する方法を提案した。

まず、貸出等で構成される証券化商品の原資産ポートフォリオを考え、原資産

ポートフォリオの損失率をL、その密度関数をf (l )、損失率がlより大きくなる確率を

G (l )(= Pr (L > l ))とする。このとき、f (l ) = − dG (l ) /dlである。G(l )の具体的な表
現を与えるため、1ファクターのマートン型モデルの枠組みにより、ポートフォリ

オの損失をモデル化する。ここでは、原資産ポートフォリオは均一で、十分に細分

化されているとし、デフォルト率をp、資産相関をrA、標準正規分布に従う単一の

システマティック・リスク・ファクターをXとする。すなわち、債務者iの資産収益

率Yiは、

と表現されて、債務者 iはYi < N −1( p)のときにデフォルトすると考える。ここで、
ξ iはXとは独立に標準正規分布に従う確率変数である。また、LGDを表す確率変数

をQiとし、他の変数とは独立に平均mの同一の分布に従うとする。このとき、原資

産ポートフォリオの損失率Lは、以下で与えられる。

原資産ポートフォリオは十分に細分化されているので、定理1を使うことができ

て、損失率Lは、極限損失分布を用いて、次式で表せる。
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図表30 トランシェの限界経済的資本（資本賦課の異なる考え方の例）
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したがって、l <mのとき、G (l )は、次式で与えられる。

また、l ≥ mのときは、G (l ) = 0である。整理すると、

となる。ここで、原資産ポートフォリオの（信頼水準aの）経済的資本KIRBは、

G ( KIRB)= 1−aで与えられるので、（90）式より、以下を得る54。

さて、補完水準S、厚さTのトランシェの損失率U (S, T )は、

となる。よって、トランシェの期待損失率は、以下で与えられる。
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54  N −1(1 − a ) = − N −1(a )の関係を用いた。
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（93）式から、G (l )は、トランシェの限界期待損失率と考えることができる。（93）
式の積分は解析的に表現することができ、（90）式を代入すれば、

と置いて、次式を得る55。

次に、トランシェの経済的資本を導出する。十分に細分化された大きな金融資産

ポートフォリオを持つ投資家が、証券化商品のトランシェに投資しているとする。

以下、投資家が保有するポートフォリオを、原資産ポートフォリオと混同しないよ

うに、「投資ポートフォリオ」と呼ぶ。投資ポートフォリオの損失は、（Xとは異な

る）標準正規分布に従う単一のシステマティック・リスク・ファクターZに依存す

ると仮定し、XとZには以下の関係があるとする。

ここで、√ rXはXとZの相関で56、eは標準正規分布に従う独立な確率変数である。

また、証券化商品への投資額は、投資ポートフォリオ全体に比べて非常に小さいと

仮定する57。以上の設定の下で、補完水準 S、厚さTのトランシェの経済的資本

K (S, T )は、（93）式と同様に、Z =N −1(1 − a )を所与とするときのトランシェの条
件付期待損失率を用いて、以下で与えられる。

（97）式より、G (l  Z =N −1(1 − a ))を限界経済資本と考えることができる。（89）、
（96）式を用いると、限界経済資本G (l  Z =N −1(1 − a ))は、次式で表せる。
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55  補論7を参照。
56  XとZはともに、十分に細分化されたポートフォリオのシステマティック・リスク・ファクターであるか
ら、両者の相関√rXは大きな値をとると予想される。Pykhtin and Dev［2002b］は、90%程度が妥当である
としている。

57  この仮定により、証券化商品が含まれるか否かによらず、投資ポートフォリオは十分に細分化されてい
るとみなせ、証券化商品の経済的資本は、Zを所与とするときの条件付期待損失率により与えられる。
Pykhtin and Dev［2003］は、証券化エクスポージャーが投資ポートフォリオ全体の2～3%に収まっていれ
ば仮定が成立しているとみなしてよいとしている。
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（98）式を（97）式に代入すると、経済的資本K (S, T )は、

と置いて、次式で与えられる58。

図表31に、p =1.0%、m =40%、rA =20%、a =99.9%のときのトランシェの限界期
待損失率G( l )、および3通りの rX（=100、98、90%）での限界経済的資本G ( l  Z

=N −1(1 − a ))を示す。rX =100%のときは、KIRB =5.82%を境に階段状の限界経済的
資本を与えるが、rX =98%または90%のときは、全ての補完水準で滑らかでゼロ超
の経済的資本を与えている。また、rX =98%、90%のときを比較すると、補完水準
の大きさによって、両者の限界経済的資本の大小関係が逆転している。このような

形状になる理由は、以下の図表32で説明する。

図表32に、累積経済的資本K (0, L )を示す。累積経済的資本は、rXの増加関数と

なっている。これは、rXが小さいと、証券化商品が投資ポートフォリオに含まれる

ことによる分散効果が大きいためである。したがって、限界経済的資本とrXの間

には図表31のような関係があることになる。なお、累積経済的資本は、L→1でK

(0, 1 )に収束し、rXが大きい方から、それぞれ5.82%、5.70%、5.24%で与えられる。

つまり、rX=100%のときはK (0, 1 ) = KIRBであるが、rX=98、90%のときは、K (0, 1 )<
KIRBである。
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58  補論8を参照。
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最後に、Pykhtin and Dev［2002b］による経済的資本の解析表現を導出する際に

置いた仮定を整理すると、

①原資産ポートフォリオは均一で、十分に細分化されている

②原資産ポートフォリオは単一システマティック・リスク・ファクターXに依存

する

③投資ポートフォリオは十分に細分化されている

④投資ポートフォリオは単一システマティック・リスク・ファクターZに依存す

る

⑤投資ポートフォリオのエクスポージャーに比べ、トランシェのエクスポー

ジャーは小さい

の5つになる。このうち、③、⑤の仮定は、金融機関等の投資ポートフォリオは大

きくかつ分散化されていると考えられるので、一般的に成立していると考えられる。

一方、②、④の仮定は、実際のポートフォリオでは成立していない場合もあり得る

が、この仮定を置くことで、経済的資本の解析表現が容易に導けるという利点があ

る。また、①の仮定は、企業向け貸出等を原資産とするCDO等では必ずしも成立

していない事例もあると思われるが、例えば多数の小口の消費者ローンを原資産

ポートフォリオとするABS等ではよい近似になっていると考えられる59。

（3）Pykhtin and Dev［2003］による方法

Pykhtin and Dev［2002b］は、証券化商品の原資産ポートフォリオが均一かつ十

分に細分化されていることを仮定したが、Pykhtin and Dev［2003］は、後者の仮定

を緩和し、任意の債務者数の均一ポートフォリオを原資産とする証券化商品を対象

に、経済的資本の解析表現を導出した。Pykhtin and Dev［2003］の手法は、Pykhtin

and Dev［2002b］と同様の考え方に基づいているが、最大の相違点は、原資産ポー

トフォリオの仮定の違いにより、原資産ポートフォリオの損失率Lの分布が異なる

ことである。

モデルの設定は、本節（2）とほぼ同一である。相違点の1つは、債務者数Mが任

意であることである。もう1つは、損失率分布を特定する必要があるため、LGDは

他の変数と独立に平均m、分散s 2の正規分布に従うと仮定することである。

さて、債務者数Mが任意であるため、損失率Lは極限損失分布で近似することが

できず、本節（2）とは異なる分布に従う。しかし、損失率Lの分布を除けば、本節

（2）の結果をそのまま利用することができて、補完水準S、厚さTのトランシェの期

待損失率E [U (S, T ) ]は、（93）式と同様、次式で与えられる。
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59  Pykhtin and Dev［2002b］は、債務者数として、投資適格の債務者の場合は2,000～3,000が、投資不適格の
債務者の場合は200～300がそれぞれ必要であるとしている。



また、経済的資本K (S, T )は、（97）式と同様に、以下で与えられる。

以下、任意の債務者数Mに対して、G(l )およびG (l  Z =N −1(1 − a ))の具体的な表
現を与えて、期待損失率および経済的資本の解析表現を導出する。

原資産ポートフォリオは、均一な債務者で構成されているので、G(l )は解析的に、

と表せる（（48）式参照）。ここで、p(x)はX =xを所与とするときの条件付デフォル

ト率であり、p(X)およびxm(l )は、次式で与えられる。

よって、トランシェの期待損失率は、（101）式に（103）～（105）式を代入して、

と置くと、次式を得る60。

なお、（107）式（および（106）式）は数値積分により容易に評価し得る61。また、

原資産ポートフォリオの経済的資本KIRBも、G( KIRB)= 1−aより、（103）式を用いて

数値的に求めることができる。

89

与信ポートフォリオの信用リスクの解析的な評価方法

60 を利用した。
61  脚注24参照。
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次に、 は、

と変形することができる。ここで、Pr [L > l  N −1(1 − a ), e ]を求める準備として、Z

およびeを所与とするときの条件付デフォルト確率~p (Z, e )を考える。Zおよびeが

与えられれば、Xが確定し（（96）式参照）、Xを所与とするときの条件付デフォルト

率は（104）式で表せることから、~p (Z, e )は、

で与えられる。Zおよびeを所与とするとき、各債務者のデフォルト事象は独立と

なるので、Pr [L > l  Z = N −1(1 − a ), e ]は、以下で与えられる62。

よって、（108）式は、次式となる。

これを、（102）式に代入すると、経済的資本K (S, T )は、以下で与えられる。

ここで、hm(l )は（106）式で与えられる。以上で、トランシェの経済的資本の導
出が完了した。

ところで、原資産ポートフォリオ全額に投資している場合、要求される経済的資

本は、Z = N −1(1 − a )を所与とするときの期待損失率により、
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62  3節（3）の議論と同様にして求められる。
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で与えられる63。KALLを求めることは、補完水準0、厚さ1のトランシェの経済的資

本K (0, 1 )を求めることに等しいので、本来なら両者は一致すべきである。しかし、
それぞれのモデルに実際に数字を与えてみると、両者には多少の乖離が生じる。こ

れは、両者の具体的な定式化の相違によるものである。具体的には、Pykhtin and

Dev［2003］では、LGDが正規分布に従うと仮定しているが、これに伴い、LGDが

［0,1］の範囲を外れる可能性が排除されておらず、その結果として、上述のような

乖離を生じさせているのである64。

図表33に、p =1.0%、m =40%、s =25%、rA =20%、rX =90%、a =99.9%のときの、
4通りの債務者数でのG(l )（限界期待損失率）を示す。なお、M = ∞のケースは、
（90）式により計算した。

図表33では、補完水準が低いときは、債務者数が少ないほど限界期待損失率が低

く、補完水準が高いときは、債務者数が多いほど限界期待損失率が低いという傾向

がある。つまり、補完水準が低いときは、原資産ポートフォリオの分散度合いと限

界期待損失率に正の相関がある。これは、直観的には次のような背景に基づくもの

である。原資産ポートフォリオの累積期待損失率を固定して、微少単位の厚さを持
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63  Xを所与とする原資産ポートフォリオの期待損失率は、m N (( N −1(p) − √rA X ) / ( √1 −rA )で与えられるの
で、（96）式を代入すれば容易に求まる。なお、投資ポートフォリオに含まれることによる分散効果のた
め、KALL< KIRBとなる。

64  Pykhtin and Dev［2003］は、現実的なパラメータ設定では、LGDが [0, 1]を外れる可能性は小さく、KALL

とK (0, 1)の差異は無視し得るとしている。なお、s → 0のとき両者は一致する。
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つ連続的な優先劣後トランシェを仮想する。ここで、最下位トランシェを考えると、

原資産ポートフォリオが無限に分散化されていれば、各債務者のデフォルトが確率

的に発生するとしても、デフォルト率がゼロでなければ、最下位トランシェは確実

に損失を負担することになる。一方、債務者数が有限で、デフォルト率が1でなけ

れば、全ての債務者がデフォルトせず、最下位のトランシェに全く損失が発生しな

い場合もあり、一般的にそのような確率は、原資産ポートフォリオの分散度合いが

低いとき（債務者数が少ないとき）に大きくなる。つまり、最下位トランシェでは、

原資産ポートフォリオの分散度合いと限界期待損失率に正の相関があるのである。

最下位トランシェに近い上位トランシェでも同様の傾向があるが、補完水準が累積

期待損失率を上回るような優先順位のトランシェになると、今度は逆に原資産ポー

トフォリオの分散度合いが低いほど、限界損失率が大きいという傾向を持つ。
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図表34 限界経済的資本および累積経済的資本（p =1.0%）
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図表35 限界経済的資本および累積経済的資本（p =0.10%）



次に、図表34に、限界経済的資本G (l  Z =N −1(1 − a ))（1）および累積経済的資
本（2）を示す（設定は図表33と同じ）。なお、M = ∞のケースは、（98）式により計
算した。また、図表35に、デフォルト率のみを変え、p =0.10%のときの結果を示
す。補完水準がKALL付近のときを境に、限界経済的資本と債務者数の関係が逆転し

ている。この背景は、微少単位の厚さを持つ連続的な優先劣後トランシェを仮想す

ると、上述の議論と同様に理解することが可能である。

（4）Gordy and Jones［2002］による方法

Gordy and Jones［2002］は、トランシェの補完水準が予め与えられていたとして

も、実際にはその補完水準どおりのペイオフが発生しているわけではないと考えて、

トランシェの補完水準が確率的に変動するモデルを考案した。その背景として、彼

らは、

①実際に発行されている証券化商品では、優先トランシェの投資家への全ての

支払いが完了する前に、劣後トランシェの投資家にも、利息等の幾らかの支

払いが行われるという意味で、厳格な優先順位を要求している証券化商品は

多くない、

②厳格に優先順位が守られていても、劣後トランシェのクーポンが原資産であ

る貸出の金利より高く設定される分だけ、劣後トランシェの損失吸収力が強

化されていることを、信用補完水準の設定時に過小評価することが多い65、

ことを挙げている。Gordy and Jones［2002］の手法は、Pykhtin and Dev［2003］の

手法と同じく、ポートフォリオが均一であれば、任意の債務者数のポートフォリオ

を原資産とする証券化商品に適用可能であり、全ての補完水準で滑らかな経済的資

本の解析表現を与える。また、同手法はバーゼルⅡの証券化商品の取扱いにおける

内部格付手法の指定関数方式（supervisory formula）で利用されている。以下、

Gordy and Jones［2002］の手法を解説する。

イ．モデルの設定

まず、投資ポートフォリオと原資産ポートフォリオの設定を述べる。証券化商品

を保有する投資家のポートフォリオは十分に細分化されており、投資ポートフォリ

オ全体に対する証券化商品のエクスポージャーは非常に小さいとする。このとき、

投資ポートフォリオの損失は、標準正規分布に従う単一のシステマティック・リス
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65  Gordy and Jones［2002］は次のような例を挙げている。
「元本$100、金利8%の1年契約の貸出を原資産とする証券化商品を考える。同商品は、元本$20、契約利息
20%の劣後トランシェと、元本$80、契約利息5%の優先トランシェに分けられているとする。このとき、
優先トランシェの水準は20%であるが、貸出の22%がデフォルトしたときでも、貸出からの返済額は
$84.24（=78×1.08）に達し、優先トランシェが毀損することはない。」



ク・ファクターXに依存するとする66。また、原資産ポートフォリオの損失率をL、

X=x1 − aを所与とするときのLの分布関数をHa (l ) = Pr (L ≤ l  X =x1 − a)とする67。
以上で、モデルの大まかな枠組みは整ったが、後の計算で必要となるHa(0)、

E [L  x1 − a ]、var [L  x1 − a ]を導出するため、さらにモデルの詳細を特定する。こ
こでは、原資産ポートフォリオに含まれる債務者数をMとして、全て均一な債務

でポートフォリオが構成されているとする。また、各債務者のデフォルトは、1ファ

クターのマートン型モデルの枠組みに従って、デフォルト率をp、資産相関r、各

債務者のLGDは他の変数とは独立に平均m、分散s 2の同一分布に従うと仮定する68。

このとき、X=x1 − a( =N −1(1 − a ))を所与とするときの条件付デフォルト率paは、

で与えられる。Ha (0)は、X=x1 − aのときに損失が0となる確率であるから、

で与えられる。また、損失率の条件付期待値E [L x1 − a ]および分散 var [L  x1 − a ]
は、それぞれ、以下で与えられる。なお、E [L x1 − a ]= KIRBである。

次に、証券化商品の設定を述べる。証券化商品は優先順位の低い方から順に、ト

ランシェ1からmまで、m個のトランシェで構成されているとする。ここで、
∧
S =

(S1, S2,…, Sm) (SSi =1)を、各トランシェが全体に占める割合（トランシェの厚さ）
とする。Gordy and Jones［2002］では、

∧
Sが確率的に変動すると考え、パラメータ
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66  Pykhtin and Dev［2002b］（本節（2））、Pykhtin and Dev［2003］（本節（3））では、原資産ポートフォリオの
システマティック・リスク・ファクターXと、投資ポートフォリオのシステマティック・リスク・ファク
ターZの2つを考えたが、ここでは投資ポートフォリオのシステマティック・リスク・ファクターXのみを
考える。

67  Gordy and Jones［2002］は、LをXの増加関数として、X=xaを所与とするときのLの分布関数をHa(.)として
いるが、本稿では、LをXの減少関数と考えるので、X =x1−aを所与とするときのLの分布関数をHa(.)とし
た。

68  Gordy and Jones［2002］では、s 2 = γm(1 − m)を仮定している。
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69  確率変数ベクトル
∧
x = ( x1, x2,…, xm)( x1, x2,…, xm ≥ 0、S m

i =1 xi =1)が、パラメータ
∧
u = ( u1, u2,…, um)

( u1, u2,…, um ≥ 0 )のディリクレ分布に従うとき、確率密度関数は、 で与

えられる。ただし、 である（Γ( .)はガンマ関数を表し、Γ(u) = ∫ ∞
0 xu−1 e−xdx

である）。ディリクレ分布は、ベータ分布を一般化したものであり、xiの周辺分布はベータ分布Beta( ui ,
S m

i =1ui )となる（ベータ分布については脚注73を参照）。このとき、xiの期待値はE [xi ] = ui / S
m
i =1uiで与え

られる。
70  ここでは、原資産ポートフォリオの元本に対する割合で示す。
71 （119）式は、KIRBを境に階段状の限界経済的資本を与える。
72 

∧
Sはモデルに含まれる他の変数と独立とする。

73  ベータ分布Beta ( a, b)の密度関数は、ベータ関数b ( a, b) = ∫1
0 xa−1 (1 −x)b−1dxを用いてƒ(x) =xa−1 (1 −x)b−1/b

( a, b)で与えられ、分布関数はB ( z; a, b) = ∫Z
0 ƒ(x)dxとなる。また、期待値はa/ ( a + b)で与えられる。

74  ディリクレ分布の性質より、互いに独立にガンマ分布G ( tvi ,1)に従う確率変数Vi (i =1,…, m)を用いて
（G (tvi ,1)の密度関数はƒ(x) =xtvi −1e−x/Γ(tvi )）、Si =Vi /S

m
i =1Viと表すことができる。ここで、X1 =Si≤ jVi、

X2 =S m
i =1Vi − X1と置くと、トランシェの累積水準Zj はZj =Si≤ jSi = X1/ (X1+ X2)で表せる。ガンマ分布の再

生性よりX1∼ G (tzj,1)、X2∼ G(t (1− zj ),1)であるから、Zj ∼ Beta (tzj , t (1− zj ))となる。なお、各分布の性
質は蓑谷［1998］を参照。

（tv1,…, tvm）(t > 0、Svi  =1)のディリクレ分布に従うと仮定する69。このとき、
∧
S =(S1, S2,…, Sm)の期待値は(v1,…,vn)で与えられる。また、tは、

∧
Sの不確実性の程

度を表すパラメータで、t → ∞のとき、
∧
Sは確率的ではなくなり、(v1,…,vn)に収束

する。さらに、表記の簡単化のため、
∧
Z = ( Z1, Z2,…, Zm)をZj =S i ≤ j Si

で定義される

トランシェの累積補完水準、
∧
z = (z1,…, zm )をz j =Si ≤ j vj で定義されるトランシェの

期待累積補完水準とする。

さて、投資家が補完水準0、厚さzの最劣後トランシェに投資するとき、経済的資

本C (z)は70、投資ポートフォリオが十分に細分化されていることから、定理2より

X=x1 − aを所与とするときの条件付期待損失で与えられ、次式となる。

したがって、トランシェの割合
∧
Sが固定されている場合には、トランシェjの経

済的資本は、以下で与えられる71。

一方、
∧
Sが確率的に変動する場合には、次式で与えられる72。

Z
j
はベータ分布Beta ( tzj

, t ( 1− zj
))に従うので73、74、E [C (Z

j
)]は、
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と計算される。ここで、B ( z; a, b)はベータ分布Beta (a, b)の分布関数である。
（121）式は、期待累積補完水準z

j
以外に、他の期待累積補完水準に依存しないの

で、トランシェを表す添字jを省略し、期待累積補完水準zまでの最劣後部分の経済

的資本K(z)を、zの連続関数として、

で表現することにする。以下では、K(z)の評価方法を検討する。

ロ．経済的資本の解析表現

K(z)の算出は、Ha(z)を解析的に捉えることが難しいため、数値計算やシミュ
レーションに頼らざるを得ない。そこで、K(z)を解析的な関数で近似するために、
適合関数F(z)を、次式で定義する。

ここで、K ′ (0) ≈ 1− Ha(0)、K ′ (1) = 0であることから、F(z)は分布関数のような
性質を持つ75。（123）式をK ′ (z) = K ′ (0) ( 1− F(z))と書き換えて積分すると、

となるので、F(y )が得られればK(z)は容易に求められる。
ここで、期待値m

F
および分散s

F
2を求めて、F(y )の近似を考える。（124）式で、

z  = 1とすると、
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75  Gordy［2004b］は、「z = 0でK (z)の微分を解析的に得ることは困難である。しかし、t = ∞でK′ (z)
t = ∞

=1− Ha(z)となるので、K′ (0)
t = ∞ =1− Ha(0)を得るが、K′ (0)が、K′ (0)

t = ∞にtの指数の速さで収束する
ことを用いると、大きなtではK′ (0)をK′ (0)

t = ∞ =1− Ha(0)で近似することができる」としている。
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となるので、期待値m
F
は、次式で与えられる。

一方、分散s
F
2は、補論9に示すように、tが100程度より大きい場合には76、以下

で近似可能である。

なお、右辺第1項は、分散化されていない債務者の個別リスクを表し、第2項は、

トランシェの補完水準の不確実性による寄与で、t →∞のとき消滅する。
また、原資産ポートフォリオが十分に細分化されている場合には、K ′(0) = 1、

var [L  x1 − a ] = 0となるので、（125）および（126）式は、

と書き換えられる。ところで、（125）～（128）式の計算に必要なHa(0)、E [L  x1 − a ]、
var [L  x1 − a ]は、（115）～（117）式で導出済である。
以上で、適合関数F(z)の期待値m

F
、分散s

F
2が得られたので、F(z)を期待値と分

散が等しくなるベータ分布 ∼
F (z) =Beta(um

F
, u (1− m

F
))で近似する77。uは、トラン

シェの補完水準の不確実性を表すパラメータtと同様、∼
Fの不確実性を表すパラメー

タで、

で定義される。（124）式で、F(y )の代わりに ∼
F (y )を代入した式を∼

K(z )とすれば、
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76  バーゼルⅡではt = 1000である（Basel Committee on Banking Supervision［2004］,  paragraph 626）。
77  Gordy and Jones［2002］によれば、2個のパラメータで決定される近似分布の候補は、幾つか考えられる
が、［0,1］の区間が与えられたときに、ベータ分布は自然な選択であり、実際に、幅広い水準のパラメー
タで良好な適合性を示す。
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となり、K(z)の近似式を得る。（130）式で得られた ∼
K(z )は、バーゼルⅡで証券化商

品の取扱いにおける内部格付手法の指定関数方式で利用されるK(L)にほかならない78。
Gordy and Jones［2002］は、多くのさまざまなパラメータの組合せで数値検証を

行った結果79、∼
K(z )によるK(z )の近似精度はほとんどの組合せで非常によく、現実

的なパラメータの設定では問題はないと結論付けている。∼
K(z )が得られれば、経

済的資本をK(S, T)は、次式で与えられる。

また、限界経済資本 ∼
K ′ (z)は、（130）式を微分して、以下で与えられる。

原資産ポートフォリオが十分に細分化されている場合には、Ha(0) = 0かつ、（127）、
（128）式よりu = t −1であるから、∼

K (z)および ∼
K ′ (z)は、次式で与えられる。
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78  Basel Committee on Banking Supervision［2004］, paragraph 624を参照。なお、最終案では、KIRB以下の水準
で自己資本控除になるほか、経済的資本に下限が設定されている（（131）式により経済的資本が算出され
るわけではない）。

79  数値検証は、モンテカルロ・シミュレーションで求めたK (z)と
∼
K(z )を比較することで行った。なお、モンテ

カルロ・シミュレーションによるK (z)の推定は、Z∼ Beta (tz, t (1− z ))のとき、K(z) = E[min{ Z, L} x1−a ]で
あることを利用する。具体的には、ベータ分布に従うZの標本{ z1,,…, zT }および、分布関数Haに従うLの
標本{ l1,,…, lT }を抽出し、(1/ T ) Smin{ z

i
, l

i
}で推定する。
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ハ．数値例

図表36に、p =1.0%、r =20%、m = 40%、s =25%、a =99.9%、M =100のときに、
経済的資本がtの値にどのように依存するかを示す。補完水準が低いときは、tが

小さいほど経済的資本が低く、補完水準が高いときは、tが大きいほど経済的資本

が低い傾向がある。これは、tが小さいほど補完水準の不確実性が高まることを反

映している。

また、図表37に、p =0.1%のときのグラフを示す。図表36と比較すると、デフォ
ルト率が低いほどtの影響が大きいことがわかる。
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図表36 限界経済的資本および累積経済的資本（p =1.0%、M =100）
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図表37 限界経済的資本および累積経済的資本（p =0.1%、M =100）



次に、図表38に、p =1.0%、r =20%、m = 40%、s =25%、a =99.9%、t =1,000の
ときに、経済的資本が債務者数Mにどのように依存するかを示す。補完水準が低

いときは、Mが小さいほど経済的資本が低く、補完水準が高いときは、Mが大きい

ほど経済的資本が低い傾向がある。これは、債務者数Mが少ないほど、原資産ポー

トフォリオの分散効果が小さいためである。

また、図表39に、p =0.1%のときのグラフを示す。図表38と比較すると、デフォ
ルト率が低いほど債務者数Mの影響が大きいことがわかる。

（5）小括

本節では、Pykhtin and Dev［2002b］、Pykhtin and Dev［2003］、Gordy and Jones

［2002］による証券化商品の経済的資本を解析的に計算する方法を解説した。ここ
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図表38 限界経済的資本および累積経済的資本（ p =1.0%、t =1,000）
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図表39 限界経済的資本および累積経済的資本（ p =0.1%、t =1,000）



では、投資ポートフォリオが十分には細分化されていない場合にも適用可能である

Pykhtin and Dev［2003］の方法（以下、PD法）とGordy and Jones［2002］の方法

（以下、GJ法）の主な異同を比較する。図表40に、PD法とGJ法の特徴を整理する。

まず、両手法の仮定の違いは、原資産ポートフォリオ独自のシステマティック・

リスク・ファクターの存在を仮定するか否か、トランシェの補完水準に不確実性が

あると考えるか否かというモデル構築上のもののみである。なお、両手法とも原資

産ポートフォリオが均一であることを前提としているが、不均一ポートフォリオで

も、これを同等な均一ポートフォリオに置き換えることによって、これらの手法を

適用することが可能となる81。次に、パラメータは、両手法とも8個で同じである

が、PD法では、原資産ポートフォリオと投資ポートフォリオのシステマティッ

ク・リスク・ファクターの相関 r
X、GJ法では、補完水準の不確実性を表すパラ

メータtを、それぞれ必要とする点で異なっている。最後に、計算方法については、

PD法が数値計算を必要とするため、相応の計算時間を要する一方、GJ法では解析

表現を得ているため、計算時間の問題は発生しない。
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80  デフォルト率pおよび資産相関rは、条件付デフォルト確率paの計算に利用されるが、KIRBさえ得られれ
ば、条件付デフォルト確率はpa = KIRB /mにより求められるので、pおよびrの代わりにKIRBを入力パラ
メータとすることができる。

81  Gordy［2003］は、不均一ポートフォリオの損失分布のモーメントをマッチングさせることにより、同等
な均一ポートフォリオを得る手法を提案している。また、バーゼルⅡでは、不均一ポートフォリオに含
まれるエクスポージャーの「実効的な個数」を求めることにより、不均一ポートフォリオを均一ポート
フォリオで近似する方法を採用している。

計算方法�

パラ�
メータ�

仮定�

PD法（Pykhtin and Dev［2003］の方法）� GJ法（Gordy and Jones［2002］の方法）�

数値計算が必要� 解析表現�

デフォルト率 p、資産相関   A、原資産ポート�
フォリオと投資ポートフォリオのシステマ�
ティック・リスク・ファクターの相関   X

債務者数 M、LGDの期待値   、同分散    2、トランシェの補完水準 S、トランシェの厚さT

デフォルト率 p、資産相関      、補完水準の�
不確実性を表すパラメータ�

・原資産ポートフォリオは、投資ポートフォ�
　リオとは異なる単一システマティック・�
　リスク・ファクターに依存�
・トランシェの補完水準は固定�

・原資産ポートフォリオは均一�
・投資ポートフォリオは十分に細分化�
・投資ポートフォリオは単一システマティック・リスク・ファクターに依存�
・投資ポートフォリオのエクスポージャーよりトランシェのエクスポージャーは小�

・原資産ポートフォリオ独自のシステマ�
    ティック・リスク・ファクターは非考慮�
・トランシェの補完水準は確率的に変動�

バーゼル   の証券化商品の取扱いにおける�
内部格付手法の指定関数方式で利用�

備考�

r

m  s 

Ⅱ�

r r 80

t

図表40 Pykhtin and Dev［2003］の方法とGordy and Jones［2002］の方法の特徴



本稿では、与信ポートフォリオの信用リスクを解析的に計算するための、極限損

失分布およびグラニュラリティ調整の手法の考え方を解説した上で、実際に実務で

利用する観点から、1ファクターとマルチ・ファクターのマートン型モデルの適用

事例、および証券化商品の経済的資本の算出方法を説明した。

極限損失分布およびグラニュラリティ調整を利用した、与信ポートフォリの信用

リスクの近似解析表現は、幾つかの数値例で示したように、幅広い範囲のパラメー

タで非常によい近似精度を示した。また、この近似解表現は、証券化商品の信用リ

スクの算出にも応用することが可能である等、その適用範囲は広く、実務上の利用

価値は高いと考えられる。ただ、含まれる債務者数が少ないポートフォリオや、与

信が一部の債務者に集中しているポートフォリオでは、近似解表現の精度は必ずし

もよくはないという傾向がある。したがって、近似解表現を実務で利用することを

検討する場合、近似精度の検証を行い、その特性および限界を十分に把握すること

が肝要となる。
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補論1．定理1の証明

独立な確率変数列{ YM}、正定数列{ a
M}について、以下の補助定理1（大数の強法

則の変形版）が成り立つ。

補助定理1
aM → ∞、S

∞
M =1(V [YM ] / aM

2 ) < ∞に対し次式が成立する。

また、以下の補助定理2が成り立つ。

補助定理2

正の実数値列{ b
M}が、r > 1に対しb

M = O(M − r )と表せるとき、以下が成立
する。

さて、YM ≡ LMAM、a
M ≡ S M

i=1Aiとする。システマティック・リスク・ファクター

Xの任意の実現値xに対し、次式が成立する。

ここで、V [LM x ]< ∞より、有限のV ∗に対してV [LM  x ] ≤ V ∗とすると、

である。仮定1（b）よりz > 0に対して、AM / S M
i=1Ai = O(M − 1/2+z )であるから、

(AM / S
M
i=1Ai )2 = O(M − 1+2z )が成立し、S

∞
M =1 (AM / S M

i=1Ai ) 2 < ∞となることがわかる
（補助定理2）。また、仮定1（a）よりa

M → ∞であるから、補助定理1の条件が満たさ
れた。
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であるから、X = xのとき、

が成立する。よって定理1が示された。
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L −E [L  x ] → 0 (a.s.) , （A-6）



補論2．VaRの微分（（11）、（12）式で利用）

ここでは、Martin and Wilde［2002］に示されているVaRの微分の導出方法を説明

する。

まず、XおよびUを任意の確率変数、eをパラメータとそれぞれした上で、確率変

数Ye = X +eUを考える。このとき、以下の定理が成立する。

定理A（VaRの微分）

Yeのa分位点qa (Ye)のe = 0でのeによる1次および2次微分は、それぞれ

で得られる。ここで、 f X (x )は確率変数Xの確率密度変数である。

定理Aを証明する準備として、以下の補助定理3の証明を行う。

補助定理3

Yeの分布関数をFYe
( )とすると、m > 0に対し、

が成立する。ここで、mm  (x ) = E (Um X= x )である。

［補助定理3の証明］

Yeの積率母関数をMYe
(s ) = E (esX+seU)と置く。これをeでm回偏微分し、e = 0と

すると、

となる。Yeの確率密度関数は、積率母関数MYe
(s )の逆ラプラス変換により、

で得られる。これをeでm回偏微分し、e = 0とすると、（A-10）式より次式を得る。
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ここで、1/2pi∫ i ∞
−i ∞ es(X−x)dx = dX = xが成立し、さらに、E (UmdX = x ) = mm  (z) f X (x )

となることに注意すると、（A-12）式は、

と変形することができる。（A-13）式を積分すれば、（A-9）式が得られる。よって補

助定理3が示された。

［定理Aの証明］
aを固定値とし、Yeのa分位点qa (Ye)を簡単にq (e)と表記する。このとき、FYe

(q
(e)) = a（一定）である。ここで、F (e, q) = FYe

q(e))のように、FYe
q(e ))をeおよび

q (=q(e))の関数として考えると、連鎖律よりdF = Fe de + Fq dt = 0となり、

が成立する。ここで、下の添字は偏微分を表す。また、2次微分については、

が成立する。

さて、補助定理3の（A-9）式で、m = 1とすると、

が得られる。（A-14）式は、（A-16）式およびFq = fに注意すると、

と、変形できる。これは、定理Aの（A-7）式にほかならない。

また、補助定理3の（A-9）式で、m = 2とすると、

が得られる。これを用いて、（A-15）式は、
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と書き換えられる。ここでm
2

− m2
1

= var (U  X= x )より、（A-8）式を得る。
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補論3．期待LGDの導出およびpiに関する単調減少性の証明（（32）式）

期待LGDは、デフォルト時の潜在LGD
∧
Qiの条件付期待値E [

∧
Qi Yi  < N −1(pi )]で与

えられる。Di = 1{ Yi< N −1(pi)}であることに注意すれば、

となる。ここで、Xを所与とするときDiと
∧
Qiは独立であるから、

となる。（A-21）式を（A-20）式に代入すると、次式が得られる。

これで、（32）式が得られた。

さて、f (pi ) = m i +si √√ r
i ri  

n (N −1(pi )) /piとおいて、piで微分すると、

となる。なお、dn (x)/dx = −xn (x)、d N −1(pi )/dpi =1/n(N −1(pi ))を利用した。ここで、
（A-23）式の括弧内の分子に注目し、g (pi ) = n (N −1(pi )) + pi N

−1( pi )とおいて、piで

微分すると次式となる。
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よって、g′( pi ) ≥ 0から、g (pi )は単調増加であることがわかる。ここで、ロピタル
の定理を利用すると、

となるから、g(pi ) ≥ 0である。よって、（A-23）式よりf ′ (pi ) ≤ 0となり、f (pi )が pi

の単調減少関数であることがわかる。
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補論4．v∞ (y)の導出（（81）式の導出）

条件付分散のシステマティック項v∞ (y)は、

と変形できる。（A-26）式の右辺第1項の内側の期待値の2乗は、

となる。ここで、確率変数Yiおよび
∼
Yjを以下のように定義する。

ここで、j iおよび
∼
j jは他の確率変数とは独立な、標準正規分布に従う変数である。

Yiおよび
∼
Yjを用いると、（A-27）式は、

となる。なお、2行目への変形は、{ Xk}を所与とするときYiおよび
∼
Yjが独立である

ことを用いた。このとき、（A-26）式の右辺第1項は、
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となる。また、（A-26）式の右辺第2項は、

となる。（A-17）式に、（A-31）、（A-32）式を代入すると、

となり、v∞ (y)が得られた。
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補論5．vG (z)の導出（（83）式の導出）

条件付分散のグラニュラリティ調整項vG (z)は、

と変形することができる。ここで、債務者iのデフォルト状態を表す変数Di =1{ Yi≤ N −1(pi)}

を定義すると、（A-34）式の右辺第1項は、

（A-35）

となる。（A-34）式の右辺第2項は（A-31）式に与えられているので、（A-34）式に、

（A-31）式、（A-35）式を代入すると、

となり、vG (z)が得られた。
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補論6．2ファクター・モデルにおけるL∞の厳密な分位点の計算方法82

（脚注47）

バケットAおよびBにおける資産収益率を以下のように表す。

このとき、極限損失L∞は、

となる。さて、L∞の分布関数を考え、Pr [L∞< l ] = E [Pr [L∞ < l  X1] ]と書き換え
る。ここで、事象{ L∞< l }は、（A-38）式より、

と表せる。条件付確率Pr [L∞< l  X1]を求めるため、上式をX2について解くと、

となる。Z2は標準正規分布に従う確率変数であるから、（A-40）式の右辺をK (X1)と
置けば、条件付確率は、

113

与信ポートフォリオの信用リスクの解析的な評価方法

82 本手法は、Pykhtin［2004］の著者に確認したものである。
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で与えられる。よって、L∞の分布関数は、以下の積分を評価することで得られる。

分位点qa (L∞)は、Pr [L∞≤ l ] = aとなるlを数値的に解くことで求められる。具

体的には、ニュートン＝ラフソン法を利用する。同手法には、分布関数Pr [L∞≤ l ]
の微分が必要であるが、d N −1(x) /dx =1/n(N −1(x))に注意すれば、

となるので、これをxについて積分すれば、分布関数Pr [L∞≤ l ]の微分が得られる。
相関rの水準を変えて、例えば0.01刻みで、分位点を得たい場合には、高い相関r

から始めると、よい初期値が得られる。r =0.99の場合には、1ファクター・モデル
を適用した場合の分位点を初期値とする。1ファクター・モデルによる分位点は、

で、X = N −1(1−a )とすることで得られる。この初期値では、通常2、3回で収束す
る。次に、ここで得たr =0.99の場合の分位点を、r =0.98の場合の初期値に用いる。
これをr =0まで順次繰り返す。これにより計算の反復回数を減らし、効率よく計算
することができる。
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補論7．トランシェの期待損失率の確認（（94）、（95）式）

d N2 (x, y, a )/dx = n(x) N (y − ax) /√1−a2、d N −1(x)/dx =1/n(N −1(x))に注意すると、
l < mのとき、

が成立する。これを用いると、l < mのとき、H (l ) =∫ l

0 G (x) dxは、

で与えられる。また、l ≥ mのときG (l ) = 0より、H (l ) =∫
m

0 G (x) dxとなるから、

（A-46）式でl → mとして、以下で与えられる。

このとき、補完水準S、厚さTのトランシェの期待損失率は、H (l )を用いて、

と表せる。（A-46）～（A-48）式は（94）、（95）式である。
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補論8．トランシェの経済的資本の確認（（99）、（100）式）

補論7と同様の手順で導出可能である。d N2 (x, y, a )/dx = n(x) N (y − ax) / √1−a2、

d N −1(x)/dx =1/n(N −1(x))に注意すると、l < mのとき、

が成立する。これを用いると、l < mのとき、I(l ) ==∫ l

0 G (x Z = N −1(1−a )) dxは、

で与えられる。また、l ≥ mのときG (l  Z = N −1(1−a ) = 0より、I (l ) =∫m

0 G (x Z =
N −1(1−a )) dxとなるので、（A-50）式で l → mとして、

で与えられる。

このとき、補完水準S、厚さTのトランシェの経済的資本は、I(l )を用いて、

と表せる。（A-50）～（A-52）式は（99）、（100）式である。
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補論9．適合関数F(z )の分散s F
2の導出（（126）式の導出）

f (z ) = F ′(z )とすると、分散の定義より、適合関数F(z )の分散は、

で与えられる。（A-53）式内の積分は部分積分を用い、

と変形することができる。（A-54）式内の ∫1

0 K (y) dyは、（122）式より、

となる。（A-54）、（A-55）式を（A-53）式に代入すれば、

を得る。ただし、次式の関係がある。

ここで、Jt (z)は、次式により極めて正確な近似が可能である83。

ただし、
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83  詳細は、Gordy and Jones［2002］のAppendix.Bを参照。
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である。また、tが100程度より大きければ、h ≈ 1、j ≈ 1/ tと近似することができ

て84、（A-58）式は、

と書き換えることができる。このとき、部分積分を利用すれば、

となり、これを（A-56）式に代入すると（126）式を得る。
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84 詳細は、Gordy and Jones［2002］のFigure 7を参照。
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