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要　旨
本稿では、3つのカテゴリーを持つ順序プロビット・モデルが多項プ

ロビット・モデルの極限として表現されることを示し、前者を後者に
対して検定するために、ラグランジュ乗数検定統計量を修正した新し
い統計量を提示する。この検定統計量は、モンテカルロ実験により一
定の条件のもとでは十分な検出力を持つことが確かめられる。社債格
付にこの統計量を応用した場合、順序プロビット・モデルの多項プロ
ビット・モデルに対する検定は、格付付与がすべての格付ランクに対
して一律の基準で行われているか否かを確かめることと同じ意味を持
つ。このため、ここで提案された新しい統計量は、格付分析に新しい
ツールを提供するものとして、実務上の有用性が高いと考えられる。
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社債格付を財務データなどから統計的に判別するモデルを構築する際には、木

島・小守林［1999、pp. 70-72］、安川［1999］、中山・森平［1998］、Kaplan and

Urwitz［1979］、Ederington［1985］、Cheung［1996］、Blume et al.［1998］などでみ
られるように、順序ロジット・モデルあるいは順序プロビット・モデルが用いら

れることが多い。順序プロビット（ロジット）・モデルは、順序付けされた複数

のカテゴリーのいずれに分析対象が属するかを判定するモデルである。具体的に

は、データの一次結合からなる単一の潜在変数を判別の尺度とし、この潜在変数

と各カテゴリー間の閾値との比較によって、各カテゴリーの分類が行われる1。

このように社債格付の判別に順序プロビット（ロジット）・モデルを用いるこ

とは、社債格付が企業を信用リスクの高さに応じてランク付けするものであるこ

とを考えれば、極めて自然と思われる。しかしながら、実際に格付会社による格

付付与の判断基準が、順序プロビット（ロジット）・モデルの前提を満たしてい

るか否かは自明ではない。たとえば、ある企業の格付をAAAとするかAAとするか

を判断する場合と、BBBとするかBBとするかを判断する場合とでは、格付会社の

判断基準（判断に用いる各財務指標のウエイト付けなど）が異なることは十分考

えられる。この場合、単一の潜在変数のみを用いてすべての格付を判別する順序

プロビット（ロジット）・モデルでは、誤った判別が行われる可能性が高く、各カ

テゴリー間に順序関係を想定していないという点で、多項プロビット（ロジッ

ト）・モデルを用いることがより望ましい。多項プロビット（ロジット）・モデル

は、順序プロビット（ロジット）・モデルとは異なり、各カテゴリーごとに異な

る潜在変数を想定するため、判別基準がランクによって異なる場合にも応用する

ことが可能なのである。

したがって、実際の格付判別には、多項モデルと比較して順序モデルを用いる

ことが妥当か否かを統計的検定に基づいて判断できることが望ましい。しかし順

序ロジット・モデルは多項ロジット・モデルの特殊型ではないため、両者間の仮

説検定は不可能である。また、多項プロビット・モデルと順序プロビット・モデ

ルとの関係が広く認識されておらず2、モデルの定式化の統計的検定は今まで提案

されてはいない3。このように、順序プロビット（ロジット）・モデルの利用につ

いては、その妥当性の統計的検定を十分に行うことができず、ややもすれば先験
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１.  序論

1 プロビット・モデル、ロジット・モデルについてはGreene［1997］が詳しい。
2 Amemiya［1985］に言及があるほか、縄田［2000］には、選択肢の数が4つ以上の一般の場合に順序プロ
ビットが多項プロビットの特殊な場合であることが証明されている。
3 順序プロビット（ロジット）・モデルの定式化のチェックとしてはMcCullagh［1980］の提案した

Proportional Odds Assumption を調べる方法がある。これは、3つ以上の選択肢を2つの選択肢にまとめて2項
プロビット（ロジット）・モデルを適用したとき、選択肢のまとめ方によって説明変数の係数が変わらな
いことを確認するものである。この方法は簡便であるが、伝統的な仮説検定と異なって対立仮説が明かで
ないため、仮説が棄却されたときの解釈が困難である。



的にモデルが与えられているという印象を与えていることが多いようである。

そこで、本稿では、対象をプロビット分析に限定し、カテゴリーが3つの順序プ

ロビット・モデルは、多項プロビット・モデルにおける誤差項の相関が −1に収束
した極限であることを明らかにする。したがって、順序プロビット・モデルは、特

殊ケースとして多項プロビット・モデルに内包され、原理的には仮説検定が可能と

なる。しかし、帰無仮説のもと、相関係数についての対数尤度の導関数が恒等的に

０であることが示されるため、情報行列が非正則となり、ワルド検定、尤度比検定、

ラグランジュ乗数検定などの既存の検定統計量が定義できない。このような場合、

一般的な解決手段として、Cox and Hinkley［1974、pp. 117-118］の係数変換、Lee

and Chesher［1986］の高次導関数の利用などが提案されているが、それぞれの手法

の要求する前提条件が満たされないため、われわれの問題には利用不可能である。

そこで、本稿ではラグランジュ乗数法を変形した統計量を新しく提案する。これは

順序プロビット・モデルの多項プロビット・モデルに対する検定としては初めての

ものである4。この検定統計量の簡単なモンテカルロ実験を行い、5章に、本邦にお

ける社債格付データに本稿の検定統計量を用いて格付判別分析を行った結果を示

す。ここでは、格付判別への順序プロビット・モデルの応用の妥当性がはっきりと

棄却されている。さらに、多項プロビット・モデル分析により、利用されている財

務変数が格付ランクにより有意に異なっていることが確認された。したがって、こ

の結果からは単一の尺度ですべての格付を行う順序プロビット・モデルの前提は格

付会社の基準と整合的でなく、多項プロビット・モデルを用いることが望ましいと

結論づけることができる。

3つのカテゴリーA、B、Cに対する潜在変数が下のように説明変数の一次式で表

されるとしよう。標準化のため、カテゴリーBに対する潜在変数は0とした。

ただし、x、( i =1, ⋅ ⋅ ⋅ ,n )は k行1列の説明変数ベクトル、βとη はk行1列の係数ベク

トルである。攪乱項（eAi,  eCi）、( i =1, ⋅ ⋅ ⋅ ,n )は平均０、分散共分散行列
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Aに対する潜在変数 :  α +β′x i+eA,

Bに対する潜在変数 :  0, （1）

Cに対する潜在変数 :  γ+η ′x i+eC .

4 査読者より、帰無仮説のもとでは分布が退化していることから、検出力のより高い検定の存在の可能性が
あることについて示唆をうけたが、これは今後の研究の課題としておきたい。

 1      ρσ 
  
 ρσ    σ2 

２.  モデル



を持つ2変量正規変数ベクトルとし、観測対象（添え字iで示すが、混乱がなければ

省略）が異なるとき互いに独立であるとする。Aに対する潜在変数の分散は1とお

く。

被説明変数 yAはカテゴリーAが選ばれるとき1という値をとり、それ以外のとき

には0という値をとる。ほかの被説明変数 yBとyCも同様に定義すると、最も高い潜

在変数を示すカテゴリーが選ばれると仮定することにより、次の多項プロビット・

モデルが定義される。

定義：多項プロビット・モデル

ここで第 i番目の観測でAが選ばれる確率をPAiと表すと

となり、第 i番目の観測の対数尤度は

と表される。

攪乱項(eA, eC )が図1内の左上の領域にあるときにAが選ばれ、攪乱項(eA, eC )が

左下の領域にあるときにBが選ばれ、攪乱項(eA, eC )が右下の領域にあるときCが選

ばれる。

ここで、ρ = −1かつ σ = 1とすると、攪乱項(eA, eC )の分布は一次元正規分布に

退化し、すべての確率は図1において左上から右下に走る45度線上に集中する。さ

らに制約 β = −ηとα < − γを追加すれば、説明変数がいかなる値をとっても直線は
A、B、Cの3つの領域に分割される。したがって、閾値α、γとβ ′x i +eAi = −η′x i+eCi

とがカテゴリーを決定する。すなわち、仮定
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PAi = Pr (yAi =1)= Pr (α+β ′x i+eAi > 0, γ+η′x i+eCi< α+β ′x i+eAi) ,

PBi = Pr (yBi =1)= Pr (γ+η′x i+eCi < 0, α+β ′x i+eAi < 0) ,

PCi = Pr (yCi =1)= Pr (γ+η′x i+eCi > 0, γ+η′x i+eCi > α+β ′x i+eAi) ,

yAi = 1（α +β ′x i +eAi > 0  かつ γ +η ′x i+eC < α +β′x i+eAi のとき）

= 0（それ以外のとき）

yBi = 1（γ +η ′x i+eCi < 0  かつ α +β′x i+eAi < 0 のとき） （2）

= 0（それ以外のとき）

yCi = 1（γ +η ′x i+eC i > 0  かつ γ +η ′x i+eCi > α +β ′x i+eAi のとき）

= 0（それ以外のとき）

ri = yAi logPAi + yBi logPBi + yCi logPCi （3）



のもと、多項プロビット・モデルは次の順序プロビット・モデルに帰着されるので

ある。

これは次のようにして容易に示される。仮定 ρ = −1 ,  σ = 1 ,  η = −βより、
β′x+eA= − (η′x+eC )であるので、これをUとしよう。すると選択肢Aに対応する潜

在変数は α + Uとなり、選択肢Cに対応する潜在変数は γ−Uとなることに注意す

る。 α + U > 0のとき α + U> −α −Uであるので、α <−γより α + U>γ−Uが得られ、

前提のα+ U>0をあわせたものが多項プロビットにおいて yA=1の条件である。同

様に、−γ+U< 0のとき −γ + U < −γ−Uであるので、α <−γよりα + U< γ−Uを得る。

同時に γ −U > 0でもあり、これらは多項プロビットにおいて yC =1 となる条件であ

る。さらに、−γ+U> 0かつα + U<0 は多項プロビットにおいて yB=1 の条件である。

以上のように（5）が示されたのである。
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図１　対立仮説のもとでの攪乱項の分布と選択肢

yA = 1（α +β′x+eA> 0  のとき）

= 0（その他のとき）

yB = 1（ −γ +β′x+eA> 0  かつ α +β′x+eA < 0 のとき） （5）

= 0（その他のとき）

yC = 1（ −γ +β′x+eA< 0 のとき）

= 0（その他のとき）.

σ = 1,  η = −β,  α <−γ かつ ρ = −1 （4）



前章で、カテゴリーが3つの場合、順序プロビット・モデルが多項プロビット・

モデルの特殊ケースとして内包されることを証明したので、本章では順序プロビッ

ト・モデルを帰無仮説とし、多項プロビット・モデルを対立仮説とする検定統計量

を提案する。ラグランジュ乗数検定を出発点とするため、まず対数尤度の一階の導

関数を帰無仮説、すなわち制約 ρ = −1, σ = 1 かつ η = −βのもとで求める。これ
が次の命題の内容である。計算の詳細は補論にまとめる。

命題：表記を容易にするため、∆ = η + β, µ = −α−β ′xおよび τ = − γ+ (β−∆)′xとす
ると、帰無仮説のもと、対数尤度（rで表した）の一階の導関数は次のように表さ

れる。

不幸なことに、攪乱項の相関係数についての対数尤度の導関数rρが恒等的に0で

あるため、情報量行列は非正則となり、通常の仮説検定は定義できない。Lee and

Chesher［1986］は、一次の導関数が0の場合で、高次の導関数を用いる手法を提案

しているが、このケースではすべての次数の導関数が指数的に0に収束するため、

彼らの手法は使えない。また、Cox and Hinkley［1976］の提案する係数変換も、わ

れわれの扱う導関数が係数と説明変数の複雑な関数になっていることから、その応

用は困難である。そこで、本稿ではrρ内の∂PA/∂ρ, ∂PB /∂ρ, ∂PC /∂ρ のかわりに極
限における相対比1、−2、1を代入し、

をrρの代わりに使うことを提案する。ここで、

とし、Λ 0, Λ∆, Λσをr0, r∆,rσの推定量とすると、提案される統計量は
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３.  テスト統計量

U ≡ n−1/2(∑n
i =1 Λ 0 i,∑

n
i =1 Λ∆ i ,  ∑n

i=1 Λσ i ) ′

rσ = ∂r/∂(1/σ) = (yA /PA−yC /PC)(τ −µ)(1/4)φ((τ −µ)/2) +(yB /PB−yC /PC)φ(τ )τ,

rρ = ∂r/∂ρ

= lim
ρ→ −1

(1/2)(2π)−1(1−ρ2)−1/2exp(−(1−ρ2)−1(µ2+τ2−2ρτµ) /2)(−yA/PA+2yB/PB−yC/PC) = 0,

r∆ = ∂r/∂∆ = φ(τ )(−yB/PB + yC /PC)x, (6)

rα = ∂r/∂α = φ(µ)( yA/PA − yB/ PB ),

rγ = ∂r/∂γ = φ(τ )(yC /PC − yB/PB ),

rβ = ∂r/∂β = [φ(µ)yA/PA− (φ(µ) −φ(τ )) yB/PB −φ(τ ) yC/PC ]x.

r0 ≡ yA/PA −2yB /PB +yC /PC (7)



となる。ただし、r0, r∆, rσの推定量には、未知係数α , βおよびγの最尤推定量を
代入したものを用いる。

とすると、Uの漸近分布は分散共分散行列Σ11−Σ12Σ22
−1Σ12

′を持つ。またΣ11= (Σ11−
Σ12Σ22

−1Σ12
′ ) −1とおくと、kをβの次元として、U′Σ11Uは自由度 2+kのカイ自乗分布

に従うことが容易に示される。証明はラグランジュ乗数テストの場合と同一である

のでここでは省略する。行列Σ11は、v1とv2の分散共分散行列の逆行列における左

上の部分行列であるので、Λ I = (Λ 0 i, Λ∆ i , Λσ i ) ′とすると、Σ11の推定は

の逆行列において対応する部分行列によって可能である。したがって、

とおくと、

と目的の検定統計量が定義される。
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T = v1′ H11v1 (11)

４.  モンテカルロ実験

提案された統計量の実際のサイズと検出力を調べるため、簡単なモンテカルロ実

験を行うことにする。独立な標準正規変数の実現値を説明変数とし、標本サイズ

400、反復数2,000回、帰無仮説における係数はα = −0.40, γ = −0.50, β = −0.8, η = 0.8
とする。表1にあげた結果は次のように要約される。実際のテストのサイズ

（0.1305 と 0.0665）はそれぞれ名目のサイズ（0.10 と 0.05）を若干上回る。分散が

異なるケース（σ2 ≠ 1のとき）も、回帰係数が異なるケース（ β ≠ −η）も、十分な
検出力をもっている。しかし、相関係数ρについては、残念ながら、帰無仮説から
かなり異なる場合（ρ = 0.5）でもこの検定の検出力は低いことが観察される。

 H11 H12 
    = H−1

 H21 H22 

U ′ [var(U )]−1U (8)

v1 = n−1/2(∑n
i=1r0i , ∑

n
i=1r∆i , ∑

n
i=1rσ i )′, v2 = n−1/2(∑n

i=1rαi, ∑
n
i=1rβi, ∑

n
i=1rγi )′, 

Σ11 = E(v1v1
′ ), ∑22 = E(v2v2

′ ), ∑12 = E(v1v2
′ ) −E(v1)E(v2

′ ) (9)

H = n−1∑ n
i =1 Λi Λi

′ (10)



ここでは1997年における製造業302社を対象とし、日本格付投資情報センターの

格付をBBB以下、A、およびAA以上の3つに再区分した標本で順序プロビット・モ

デルを推定した。説明変数としては、日本格付投資情報センターが格付の際に重視

するとホームページで公表している以下の6つの財務指標を候補とする。

①：キャッシュフロー＝当期利益 +減価償却費−配当金･役員賞与
②：有利子負債キャッシュフロー倍率＝有利子負債／キャッシュフロー

③：自己資本比率＝自己資本／使用総資本

④：総資本事業利益率 ＝（営業利益+受取利息・配当金）／使用総資本（期首・

期末平均）

⑤：インタレストカバレッジ ＝（営業利益+受取利息・配当金）／支払利息・割

引料

⑥：経常収支比率＝（営業収入+営業外収益）／（営業支出+営業外費用）

財務データは日経NEEDSから入手したものを用いる。キャッシュフローについ

てはその自然対数を説明変数として使い、負のキャッシュフローをもつ対象は推定

から除外したので、標本の大きさは298社に減少する。
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  係数�

 　 　 +  Pr(T>χ20.90) Pr(T>χ20.95)�

帰無仮説    �

 −1.0 1.0 0.0  0.1305 0.0665�

対立仮説    �

 −1.0 1.0 0.1 0.2430 0.1465�

 −1.0 1.0 0.2 0.6200 0.4900�

 −1.0 1.0 0.3 0.8305 0.7450�

 −1.0 0.8 0.0  0.5280 0.4000�

 −1.0 1.4 0.0  0.8030 0.6965�

 −0.5 1.0 0.0  0.1655 0.0910�

 0.0 1.0 0.0  0.2470 0.1680�

 0.5 1.0 0.0  0.6255 0.5210

備考：繰り返しの数は2,000で、標本の大きさは 400とした。χ20.90、χ20.95 は自由度3のカイ自乗分布�
　　　の90%、95%を示す。�

ρ σ β η

表１　モンテカルロ実験によるサイズと検出力

５.  社債格付への応用例



表2に順序プロビット・モデルの推定結果を示す。推定式による予測と実際の評

価の一致率は80.5% であり、先行研究の多くが7割から8割の一致率であることと比

較しても見劣りするものではない。しかし、最後の3変数（総資本事業利益率、イ

ンタレストカバレッジ、経常収支比率）が5%レベルで有意でないというのは、当

の格付機関が評価に利用すると発表しているだけに奇妙な結果である。そこで、本

稿の検定統計量を計算したところ98.3という値をとり、この統計量が帰無仮説のも

とで自由度8のカイ自乗分布に従うことから、順序プロビット・モデルは明確に棄

却される。したがって、一次元の情報ですべての格付を行う順序プロビット・モデ

ルはデータと整合的でなく、多項プロビット・モデルというより緩やかな枠組みが

示唆されるのである。

そこで同じ標本に対して3変量多項プロビット・モデルの推定を行った。ただし、

図2の対数尤度のプロットが示すように、σについては対数尤度を最大にすること
ができず、ρについても区間の端点で対数尤度を最大にしており、対数尤度の変化も
わずかであった。そこで尤度によるρとσの推定は困難であると判断し、仮説「ρ =0、

σ = 1」に対する通常のラグランジュ乗数テストを行ったところ、統計量の値は
0.843（自由度2のカイ自乗分布の p値 = 0.656）ときわめて小さく、帰無仮説は棄却

されなった。そこで、ρ = 0とσ = 1を便宜的に仮定して最終的な最尤推定を行った
結果が表3である。
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                    変数 係数 標準誤差 t値 p値

キャッシュフロー 1.766 0.157 11.271 ［0.000］�

有利子負債キャッシュフロー倍率 0.070 0.013 5.533 ［0.000］�

自己資本比率 0.071 0.010 7.405 ［0.000］�

総資本事業利益率 0.085 0.049 1.747 ［0.081］�

インタレストカバレッジ 0.001 0.007 0.157 ［0.875］�

経常収支比率 −0.004 0.002 −1.866 ［0.062］�

第1の閾値 21.857�

第2の閾値 18.550

備考：推定された順序プロビット・モデルでは、潜在変数（係数×説明変数の総和）と攪乱項の和が    
第1の閾値をこえるとAA以上の評価となり、潜在変数が第1の閾値と第2の閾値の間なら、Aの
評価となり、潜在変数が第2の閾値以下なら、BBB以下の評価が与えられるという想定である。
攪乱項を0とおいたときに属するカテゴリーを予測値とし、実際のカテゴリーから一致率を計
算した。�

表２　順序プロビット・モデルによる推定結果
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　　　　　　　変数 係数 標準誤差 t 値 p値�

 格付AA以上に対応する潜在変数�

定数 −25.766 3.412 −7.551 ［0.000］�

キャッシュフロー 2.013 0.266 7.560 ［0.000］�

有利子負債キャッシュフロー倍率 0.099 0.044 2.278 ［0.023］�

自己資本比率 10.464 1.917 5.457 ［0.000］�

総資本事業利益率 29.130 6.434 4.527 ［0.000］�

インタレストカバレッジ −0.035 0.015 −2.285 ［0.022］�

経常収支比率 −0.011 0.372E-02 −2.832 ［0.005］�

　　　　　　　　　　　　　　　　格付BBB以下に対応する潜在変数�

定数 19.338 2.320 8.336 ［0.000］�

キャッシュフロー −1.827 0.208 −8.798 ［0.000］�

有利子負債キャッシュフロー倍率 −0.072 0.014 −5.074 ［0.000］�

自己資本比率 −6.769 1.178 −5.748 ［0.000］�

総資本事業利益率 −1.997 1.743 −1.145 ［0.252］�

インタレストカバレッジ −0.014 0.870E-02 −1.576 ［0.115］�

経常収支比率 0.210E-04 0.362E-02 0.580E-02 ［0.995］�

表３　多項プロビット・モデルの推定結果



順序プロビットで有意でない変数（総資本事業利益率、インタレストカバレッジ、

経常収支比率）は、第2の潜在変数（格付BBB以下に対応）の決定要因としても有

意ではないが、第1の潜在変数（格付AA以上に対応）の決定要因としては有意に

なっている。すなわちこれら3変数は低位格付債券の評価では重視されないが、高

位格付債券の評価では重視されると解釈できる。すなわち順序プロビットから多項

プロビットにモデルを緩めることにより、カテゴリーごとに用いる潜在変数が異な

るという状況があきらかとなったのである。図3に2つの潜在変数の分布と実際の

格付の分布を示した。なお予測値と実際の格付評価の一致率は82.9%であり、多項

プロビット・モデルは順序プロビット・モデルより柔軟なだけに、やや当てはまり

は向上している。しかし、原サンプルのうち7割をランダムに抽出したもので推定

を行い、残りの3割で一致率を比較するというクロス・バリデーションを行ったと

ころ、多項プロビット・モデルと順序プロビット・モデルの一致率の高低は抽出さ

れたサンプルに依存し、予測力の優劣の結論は得られなかった。
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格付AA以上�

格付A以上�

備考：実際の格付がAA以上は＋、Aは×、BBB以下は○で表示。�
　　　縦軸はAA以上に対応する指標、横軸はBBB以下に対応する指標を示す。�

格付BB以下�
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図３　指標と格付評価の分布



本稿は順序プロビット・モデルを多項プロビット・モデルに対して検定する手法

を提案し、社債格付分析への応用例を報告したものである。選択肢が4以上の一般

のケースへの拡張、検出力のより強い手法の探索、推定結果の経済学的解釈などい

くつかの課題は残されているが、提案された検定は順序プロビット・モデルの定式

化を吟味するための有益な手段になり得ると考えられる。
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６.  結び



補論
3章の命題における帰無仮説、すなわちρ = −1、σ = 1かつ η = −βのとき、対数

尤度の導関数は次のように求められる。表記の簡便のため、まず

とする。相関を持つ確率変数eA、eCは、互いに独立な標準正規変数u、vを用いて、

と表される。ここで

とすると、カテゴリーA、B、Cが選ばれる確率は

と表される。対数尤度の導関数はPAとPBとPCの微係数より

として求められる。

（1）1/σについての微係数
ここでは計算の便宜上からσではなくs=1/σについて対数尤度の微係数を求める

ことにする。まずω (ρ) = (1+ρ) /2とおくと、

となる。相関係数 ρが − 1 に収束したとき、密度関数

13
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∂PA/∂s= ∫µ
∞

(∂ϑ (u) /∂s)φ(ϑ (u))φ(u)du

= ∫µ
∞

( u+τ−µ) [2πω(ρ)]−1/2exp( −(1/2)ω(ρ)−1[u + (τ−µ)/2]2 )du

2−1/2(1−ρ)−1/2(2π)−1/2exp (−(1/4)(1−ρ)−1(τ −µ)2) (A-6)

µ = −α−β′ x, τ = −γ − η ′ x (A-1)

eA = u, eC = σ [ ρu + (1−ρ 2)1/2v ] (A-2)

ϑ (u) = (1−ρ 2)−1/2 [( u+τ−µ)/σ−ρu ], 

Ψ(u) = (1−ρ 2)−1/2 (τ /σ− ρu ), (A-3)

Ω(u) = (1−ρ 2)−1/2 (uσ+µ−τ −ρu )

∂r/∂µ = yA(∂PA/∂µ)/PA + yB( ∂PB / ∂µ)/PB +yC (∂Pc /∂µ)/PC (A-5)

PA =Pr ( −µ +eA > 0, −τ + eC < −µ + eA) = ∫µ
∞ ∫−∞

ϑ (u)φ(v)φ(u)dvdu,

PB = Pr (−τ + eC < 0, −µ + eA < 0 ) = ∫−∞
µ   ∫−∞

Ψ(u)φ(v)φ(u)dvdu, (A-4)

PC = Pr (−τ + eC > 0, −τ + eC > −µ + eA ) = ∫τ σ
∞  ∫−∞

Ω (u)φ(v)φ(u)dvdu



は退化し、u = − (τ−µ)/2にすべての確率が集中する。したがって、仮定 τ +µ > 0よ

り、− (τ−µ) /2は区間（µ , ∞）に含まれることから、（A-6）の積分は、f（u）以外の

部分の u に − (τ−µ)/2を代入すればよいことになる。したがって、帰無仮説のもと
で

が導かれる。

同様にして、

を得る。相関係数ρが − 1に収束するにつれ、

は1に収束することから帰無仮説のもとで

を得る。さらに、恒等式 ∂PA/∂s + ∂PB /∂s + ∂PC /∂s = 0より

を得る。
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∂PB/∂s = φ(τ )τ (A-9)

(2π)−1/2(1−ρ2)−1/2∫−∞
µ

exp((−(1/2)(1−ρ2)−1(u−τρ)2)du

∂PB/∂s =  ∫−∞
µ 

(∂Ψ(u)/∂s) φ(u)φ(Ψ(u))du

= ∫−∞
µ  φ(u)φ( (1−ρ2)−1/2(τ s− ρu) )du(1-ρ2)−1/2τ (A-8)

= (2π)−1(1−ρ2)−1/2τ ∫−∞
µ

exp(−(1/2)(1−ρ2)−1[(u−τρ )2+(1−ρ2)τ 2]) du

= τ (2π)−1/2exp(−(1/2)τ2) (2π)−1/2 (1−ρ2)−1/2∫−∞
µ 

exp((−(1/2)(1−ρ2)−1(u−τρ)2)du

∂PC / ∂s = −φ(τ ) τ − (τ −µ)(1/4)φ((τ −µ)/2) (A-10)

∂PA/∂s = (τ−µ)(1/4)(2π)−1/2exp( −(1/8)( τ−µ)2 ) (A-7)

= (τ−µ)(1/4)φ((τ−µ)/2)

δ(u) = [2πω(ρ)] −1/2exp( − (1/2)ω(ρ)−1[u +(τ −µ) /2 ] 2 )



（2）α、γ、βと∆＝β+ ηについての微係数
ここで ω (ρ) = (1+ρ)/2 とおくことにより、確率PAのµについての微係数は

と表される。相関係数ρが − 1に収束するとω (ρ) は 0 に収束し、第2項は0となり、

密度関数

は一点−(τ−µ) /2に退化する。また相関係数 ρが−1に収束すると、ϑ (µ)= (1−ρ2)−1/2(τ +µ )
が無限大になることから、Φ (ϑ (µ)) は1に収束する。したがって、

を得る。

また、PBの µ についての導関数は

と表現される。したがって、σ＝1かつρが −1に収束するときΦ (Ψ(µ))は1に収束
するので、

が得られ、恒等式 ∂PA/∂µ + ∂PB /∂µ + ∂PC /∂µ = 0 より

が得られる。

パラメータµとτの対称性から、
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(2π)−1/2ω(ρ)−1/2∫µ
∞
exp ((−1/2)ω(ρ)−1[u+ (τ−µ)/2 ] 2)du

∂ PB/∂µ = (∂/∂µ) ∫−∞
µ

∫−∞
Ψ(u)φ(u )φ(v )dvdu = φ(µ)Φ (Ψ(µ))

∂ PA / ∂µ = −φ(µ)

∂ PB /∂µ = φ(µ)

∂ PC / ∂µ = 0

∂ PA/ ∂τ = 0,    ∂ PB / ∂τ = φ(τ ),   ∂PC / ∂τ = −φ(τ)

∂PA/∂ µ = −φ(µ)∫−∞
ϑ (µ)φ(v)dv + ∫µ

∞φ(ϑ (u))φ(u)∂ϑ (u)/∂µdu

= −φ(µ)Φ(ϑ (µ)) − (1−ρ2)−1/2∫µ
∞φ(ϑ (u))φ(u)du

= −Φ(ϑ (µ))φ(µ) 

− (2π)−1/2[2(1−ρ)] −1/221/2exp (− (1/4)(1−ρ) −1(τ −µ)2 )

(2π)−1/2ω(ρ)−1/2∫µ
∞
exp ((−1/2)ω(ρ)−1[ u+ (τ−µ)/2]2)du (A-11)



がいえる。さらに

などの関係から、

を導くことは容易である。同様の議論により次の結果を得る。

（3）ρ についての導関数

まず、

を得る。ここで、

若干の計算の後、

を得る。さらにA(u) =B ′(u)/2+ (1−ρ2 )−1(τ−µ )(1+ρ)/2 を利用することにより、この式

と展開できる。最初の積分は部分積分により、
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(∂ PA/∂µ ) (∂µ /∂α ) = (−1)∂ PA / ∂µ ,  µ = −α −β′ x,  τ = −γ+ (β−∆)′ x, 

A(u) = (1−ρ2 )−1[ ρ (−µ + τ ) + ( ρ−1)u ],

B(u) = − (1−ρ2 )−1(1−ρ)[ u +(τ −µ )/2]2 ,

C = exp ((−1/4)(1−ρ2 )−1(1+ρ)(τ −µ )2 ).

∂PA/ ∂β= (∂PA/∂µ − ∂PA/∂τ )(−x) = φ(µ)x , ∂PB/∂β= (∂PB/ ∂µ − ∂PB /∂τ)(−x) = −(φ(µ) −φ(τ))x, 

∂PC / ∂β= (∂PC /∂µ − ∂PC /∂τ)(−x) = −φ(τ )x , (A-13)

∂PA/∂∆ = ∂PA/∂τ (−x) = 0, ∂PB/∂∆ =∂PB/∂τ (−x) = −φ(τ )x, ∂PC /∂∆ =∂PC /∂τ (−x ) = φ(τ)x.

∂PA/∂α = φ(µ),  ∂PB /∂α = −φ(µ),  ∂PC /∂α = 0,

∂PA/∂γ = 0,  ∂PB / ∂γ = −φ(τ ),  ∂PC /∂γ = φ(τ) (A-12)

∂PA /∂ρ = (2π)−1(1−ρ2 )−1/2 C ∫µ
∞
A (u) exp (B(u))du

は

まず、∂ϑ(u) /∂ρ = (1−ρ2 )−3/2[ρ (−µ + τ ) + (ρ−1) u ] より、

∂PA/∂ρ = (1−ρ2 )−3/2∫µ
∞φ(u)φ((1−ρ2)−1/2 [−µ + τ +(1−ρ)u] ) [ρ(−µ + τ ) + (ρ−1)u ]du

∂PA /∂ρ

= (2π)−1(1−ρ2 )−1/2 C [∫µ
∞
B ′(u)(1/2)exp (B(u))du + (1−ρ2 )−1(τ−µ)(1/2)∫µ

∞
(1+ρ)exp (B(u))du]



と表される。ただし、ここで

とおく。ρ が −1 に近づくとき、

と0 に収束するため、第2の積分は第1の積分と比べると無視できる大きさである。

したがって、

が成立する。ただし、o (1)は ρ→ −1のとき、0に収束する項を表す。対称性より
次の式も得られる。
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− (1/2)(2π)−1(1−ρ2 )−1/2 exp (B (µ))

B (µ) ≡ −(1−ρ2 )−1(1−ρ)( τ +µ )2 /4

∂PC /∂ρ = ∂PA / ∂ρ . (A-15)

|(1−ρ2 )−1∫µ
∞
(1+ρ) exp (B(u))du / ∫µ

∞
B′(u) exp (B(u))du | 

< (1−ρ2 )−1(1+ρ)∫µ
∞
exp (B(u))du / | B′(µ) | ∫µ

∞
exp (B(u))du

= (1−ρ2 )−1(1+ρ)/[ (1−ρ2 )−1(1−ρ) (τ +µ)] → 0

∂PA/∂ρ = − (1/2)(2π)−1(1−ρ2 )−1/2 exp((−1/2)(1−ρ2 )−1(µ2 + τ 2 −2ρτµ) )(1 + o (1))
(A-14)
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