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要 旨 

本稿では、金融機関でのリスク計測における問題点の一つである短期間の

市場変動から長期間の市場変動への調整方法（保有期間調整）に注目して

分析を行う。保有期間調整の代表的な手法としてルート t 倍法や Moving 

Window 法が挙げられるが、どちらの手法も本質的な問題が解決されない

まま金融機関のリスク管理実務に利用されている。ルート t 倍法について

は、先行研究で提案された各手法の修正案を取り上げ、本邦の大手金融機

関のエクスポージャーに即して有効性の検証を行う。また、リスクを合算

する際の保有期間調整についても取り上げ、相関係数に対する保有期間調

整方法を提案し、その有効性を検証する。Moving Window 法については、

実際の市場データの特性を考慮した場合の影響について分析する。本稿の

分析を通じて、保有期間調整において各手法がもつモデル・リスクの大き

さを明らかにする。 
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ト t 倍法、Moving Window 法 
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１．はじめに 

 金融機関でのリスク管理実務では、市場リスクを計測する際に、金融資産の市

場レート変動が独立な多変量正規分布に従うことを暗黙に仮定していることが多

い。こうした仮定はリスク量計測を簡便化するための前提であるが、実際の市場

変動はこの前提を満たしていないことが問題となっている。具体的には、(1)現実

の金融資産の市場レート変動は正規分布よりもファットテイルである（裾が厚い）

という問題、(2)市場リスク計測に用いるリスク・ファクターとなる複数資産の収

益率の相関は多変量正規分布で想定される相関よりも裾での依存性が強いという

問題、(3)リスク量の計測対象期間である保有期間が長期である場合に、短期間の

データから計測されたリスク量をどのように調整すべきかという問題、の 3 つが

挙げられる。これらの 3 つの問題のうち、前者の 2 つについては、正規分布を仮

定せずに過去の変動をそのまま利用するヒストリカル法をはじめとして多様な手

法・考え方が提案され、実務で利用されている。一方、3 つ目の保有期間調整の問

題については、市場変動が独立な正規分布に従うとの前提を置いたルート t 倍法や

データの独立性を確保できない Moving Window 法での対応が実務的に利用されて

おり、本質的な問題解決はなされていない。 

 市場リスクを計測するリスク指標としては、1990 年代から VaR（Value at Risk）

が一般的に用いられている。Basel Committee on Banking Supervision [1996]では、規

制上の所要自己資本の算定方法として、トレーディング勘定の市場リスクについ

ては内部モデルによる VaR の利用が認められ、保有期間については 10 日間として

いた。これは、トレーディング勘定のリスク・ポジションは 10 日以内にポジショ

ンを解消またはヘッジできるとの前提があったためである。しかしながら、リー

マンショックにおいて、市場流動性が突然低下すると、市場価格に重大な影響を

与えずに流動性の低いポジションを速やかに解消・ヘッジすることが困難になる

ことが明らかになった。そのため、バーゼル銀行監督委員会が 2013 年に公表した

「トレーディング勘定の抜本的見直し」（Basel Committee on Banking Supervision 

[2013]）では流動性ホライズン1の導入が提案されている。この提案では個々のリ

スク・ファクターに対して 10 日、1 ヶ月（20 日）、3 ヶ月（60 日）、6 ヶ月（120

日）、1 年（250 日）という 5 つのホライズンが設定されており、保有期間調整に

は Moving Window 法による調整が提案されている。このような保有期間の長期化

に伴い、リスク量の保有期間の調整による影響への注目度が近年高まっている。 

 本稿では、こうした市場リスク量の保有期間の調整について、その代表的な手

                                                 
1 流動性ホライズンは「ストレスのかかった市場環境の中で、ヘッジ商品の価格を変動させる

ことなく、リスク・ファクターに対するエクスポージャーを解消するために行う取引執行に必

要な時間」と定義されている。VaR 算出における保有期間に相当する。 
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法であるルート t 倍法と Moving Window 法を取り上げ、その前提と問題点などを

整理する。その上で、本邦の金融機関のポートフォリオを踏まえて、市場の実態

に即した修正方法として提案されている方法の検証を行う。なお、Basel Committee 

on Banking Supervision [2013]では VaR に代わる新たなリスク指標として ES

（Expected Shortfall）が提案されているが、本稿では保有期間調整方法がリスク量

に及ぼす影響に限定するため、これまで利用されてきた VaR に注目し、ES との比

較には踏み込まない。 

 本稿の構成は以下の通りである。2 節では、従来の保有期間調整方法としてルー

ト t 倍法と Moving Window 法を説明する。3 節では、計測対象のポートフォリオの

リスク・ファクターとなる市場データの基本統計量を確認する。4 節では、1 変量

のルート t 倍法の調整方法として、Wang, Yeh, and Cheng [2011]と Kinateder and 

Wagner [2014]の調整方法を紹介する。また、5 節では、リスクの合算における保有

期間調整についての考察を行い、保有期間が揃っている場合の保有期間調整方法

と保有期間が異なっている場合に分け、実務への応用を考慮した調整方法を提案

する。6 節では、Moving Window 法の調整方法として、Sun et al. [2009]を取り上げ、

この調整方法の有効性を検討した上で、多変量への拡張を行う。7 節では、今後の

課題を交えながら本稿で得られた結果をまとめる。 

 

２．保有期間調整の手法 

 従来の保有期間調整方法には、保有期間 1 日で求めたリスク量 VaR、ES を多期

間に延ばすルート t 倍法と、保有期間 n 日間の収益率についてデータを重複させな

がら計測する Moving Window 法がある。本節では、これらの手法の前提とその問

題点について整理する。 

 

（１）ルート t 倍法 

 ルート t 倍法は保有期間 1 日の VaR、ES を多期間の VaR、ES に調整する、また

は日次収益率のデータを多期間の収益率のデータに調整する際に使用される手法

である。ルート t 倍法による調整は金融機関のリスク管理の実務において、幅広く

使用されており、バーゼル規制上のリスクアセット算出でも、使用が認められた

手法である（Basel Committee on Banking Supervision [1996]）。これは日次の収益率

が独立同一分布かつ平均 0 の正規分布に従っていれば、保有期間 n 日間の VaR、

ES および収益率は√݊倍になるという性質を使った調整方法である。しかしながら、

実際のマーケットデータは、上記の前提に従っていないことが、数多くの先行研

究で示されており、その前提から乖離した状況でルート t 倍法を使用すると、誤っ
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たリスク評価になる可能性がある。 

 

（２）Moving Window 法 

 Moving Window 法は n 日間収益率の計算において、重複を許して n 日分の日次

収益率を使用する方法2であり、「トレーディング勘定の抜本的見直し」においても

保有期間調整方法として提案されている。具体的には、過去ܶ日間の日次収益率の

データݎ௧			ሺ	ݐ ൌ 1,2, … , ܶሻが得られているときに、n 日間収益率ܴ௧
௡		ሺݐ ൌ 1,2, … ሻを 

 ܴଵ
௡ ൌ ଵݎ ൅ ଶݎ ൅ ⋯൅ ௡ݎ , ܴଶ

௡ ൌ ଶݎ ൅ ଷݎ ൅ ⋯൅   ,⋯,௡ାଵݎ

と定義するものである。この手法のメリットは、長期の収益率を生成する場合で

も、日次収益率のデータ数とほぼ同等のデータ数を得ることができることである。

一方、重複を許しているため、各長期収益率に強い系列相関があることが問題と

されている。 

 

３．市場レート変動の統計的な性質 

 本節では、実際の市場における金融資産の例として主要 4 ヵ国（日本、米国、

英国、ドイツ）の株式、債券（5 年国債）を取り上げ、そのレート変動の性質を統

計的に把握する。これにより、前節で示したルート t 倍法による保有期間調整の手

法の前提が成立しているか否かを検討する。 

 使用するデータは以下の通りであり、各データに対する基本統計量は表 1 の通

りである。 

・株価：TOPIX、Dow、FTSE100、DAX の対数収益率（%） 

各営業日の終値の対数階差を 100 倍して算出 

・債券：国債、米国債、英国債、独国債の 5 年債金利（%） 

Bloomberg で算出される各営業日のジェネリック金利の階差で算出 

・データ期間：2004 年 10 月 1 日～2014 年 9 月 30 日（10 年間） 

                                                 
2 一方、重複なしで n 日間収益率を計算する方法を、Box-Car 法と呼ぶ。この方法では、過去ܶ日
間の日次収益率データが与えられていても、リスク量算出に用いることができるデータ数（サ

ンプルサイズ）はሺܶ െ 1ሻ/݊となる。そのため、例えば、ܶ ൌ 2,500日（10 年）と長期データを

利用しても、݊ ൌ 60日（3 ヶ月）間の収益率を対象とした場合には、データ数が 41 個となり、

99%VaR を安定的に求めることはできなくなる。 
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表 1 主要国の株価収益率・国債金利変化幅の基本統計量 

  

 いずれの株式、債券（金利）も変動の平均の 0 からの乖離が標準誤差の 2 倍（約

5%有意水準）内に収まっており、非ゼロの有意性はないので、平均 0 の仮定は満

たしている。一方、歪度、尖度については、正規分布3から有意に乖離しており、

Jarque-Bera 検定でも正規性を有意に棄却していることが分かる。LB(10)は

Ljung-Box 統計量であり、10 次までの自己相関がすべて 0 であるという帰無仮説

を検定している。また、Ljung-Box 統計量は、分散不均一性がある場合にそのまま

使うと帰無仮説を過剰に棄却してしまうため、Diebold [1988]の方法により分散不

均一性を調整している4。この統計量によると、株式の日次収益率では有意水準 10%

でも帰無仮説は受容されるため、自己相関はないとみなすことができる。一方、

債券の日次収益率において、Ljung-Box 統計量が有意水準 10%で棄却されるものに

ついては自己相関の影響を検討する必要がある。 

 また、日次収益率の 2 乗ではすべて、有意水準 1%でも帰無仮説は棄却されてい

る。収益率の 2 乗はボラティリティの代理変数と考えられるので、このことはボ

ラティリティに有意な自己相関があることを示唆している。実際のマーケットに

おいて、収益率のボラティリティは一旦上昇（低下）すると、その後しばらくの

間ボラティリティの高い（低い）日が続くこと5が知られており、これは上記の結

果と整合的である。 

 この分析の結果、実際の市場データの変動はルート t 倍法の仮定である独立同一

                                                 
3 正規分布の歪度は 0、尖度は 3 である。 

4 渡部［2000］1.5.1 節を参照。 

5 この現象はボラティリティ・クラスタリングと呼ばれる。 

株式 データ期間（2004/10/1~2014/9/30） 債券 データ期間（2004/10/1~2014/9/30）
対数

変化率(%)
TOPIX Dow FTSE100 DAX 変化幅(%)

⽇本国債
5年

⽶国債
5年

英国債
5年

独国債
5年

サンプル数 2,453   2,517   2,526   2,547   サンプル数 2,453   2,517   2,526   2,547   
平均 0.0075   0.0209 0.0147 0.0349 平均 -0.0002   -0.0006 -0.0012 -0.0012

標準誤差 0.0291   0.0234 0.0240 0.0273 標準誤差 0.0005   0.0013 0.0010 0.0010
標準偏差 1.444   1.175   1.208   1.378   標準偏差 0.023   0.064   0.051   0.049   
最⼤値 12.86   10.51   9.38   10.80   最⼤値 0.17   0.41   0.41   0.30   
最⼩値 -10.01   -8.20   -9.27   -7.43   最⼩値 -0.12   -0.42   -0.29   -0.22   
歪度 -0.425   -0.085   -0.149   0.032   歪度 0.316   -0.121   0.395   0.092   

標準誤差 0.049   0.049   0.049   0.049   標準誤差 0.049   0.049   0.049   0.049   
尖度 10.585   14.210   11.789   10.176   尖度 7.465   6.806   7.410   5.246   

標準誤差 0.099   0.098   0.097   0.097   標準誤差 0.099   0.098   0.097   0.097   
JB *1 5,954   13,183   8,139   5,465   JB *1 2,078   1,525   2,113   539   

LB(10) R *2 2.67   15.41   12.20   6.57   LB(10) R *2 8.48   24.78   17.83   6.12   
LB(10) R^2 *2 81.06   131.58   99.57   109.44   LB(10) R^2 *2 235.44   130.67   96.92   152.36   

備考 *1：Jarque-Bera検定 臨界値 4.61(10%)、5.99(5%)、9.21(1%)

   *2：Diebold [1988]の⽅法を⽤い、不均⼀分散性を調整。  Ljung-Box検定 臨界値 15.99(10%)、18.31(5%)、23.21(1%)
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分布かつ正規分布という仮定を満たしていないことが分かる。そのため、収益率

データの性質を考慮しないまま、ルート t 倍法を使用するとリスク量を正確に計測

できない可能性がある。このことを踏まえ、4 節では先行研究を整理し、本節で使

用した市場データを用いて検証を行う。 

 

４．ルート t 倍法の問題点および先行研究における修正案 

（１）市場データの特性を考慮した場合のルート t 倍法のバイアス 

 3 節で示した通り、実際の市場データの変動はルート t 倍法の仮定を満たしてい

ない。Wang, Yeh, and Cheng [2011]は、ルート t 倍法の仮定（独立同一分布かつ平均

0 の正規分布）が満たされない場合に、ルート t 倍法を使用した際のバイアスにつ

いて考察している。分析では、まず、市場データの変動を (1)式のように

ARMA(1,1)-GARCH(1,1)-Jump6モデルで表現している。 

௧ݎ  ൌ ߤ ൅ ߶ଵݎ௧ିଵ ൅ ௧ߝ ൅ ௧ିଵߝଵߠ ൅ ,௧ܬ  

௧ߝ ൌ ,	௧ݖ௧ߪ ௧ଶߪ ൌ ߱ ൅ ௧ିଵߪߚ
ଶ ൅ ௧ିଵߝߙ

ଶ , 

.݅~௧ݖ ݅. ݀. ܰሺ0,1ሻ. 

(1) 

そして、(1)式のモデルの各パラメータがルート t 倍法に与える影響について、シ

ミュレーションで分析し、その結果を表 2 のように与えている。ここでは、エク

スポージャーは 1 単位、ベンチマークとなる VaR(10)については、(1)式をシミュレ

ートした値で算出している。 

表 2 Wang, Yeh, and Cheng [2011]の分析結果 

 

 

                                                 
,ジャンプ幅ܰሺ0、ߣ௧は複合ポアソン過程で、ジャンプ強度ܬ  6 ௝ߪ

ଶሻに従う。 

平均がある場合 (μの変動 ) ⾃⼰相関がある場合 (Φの変動 )

99%VaR -0.08 -0.04 -0.02 0.02 0.04 0.08 99%VaR -0.7 -0.5 -0.2 0.2 0.5 0.7

√10VaR(1)① 0.374   0.369   0.369   0.365   0.365   0.363   √10VaR(1)① 0.514  0.425  0.376  0.376  0.425  0.514  

VaR(10)② 0.384   0.376   0.372   0.363   0.359   0.351   VaR(10)② 0.243  0.261  0.312  0.449  0.684  1.047  

(①/②-1)% -2.66%  -1.63%  -0.55%  0.56%  1.70%  3.49%  (①/②-1)% 111.76% 62.50% 20.26% -16.36% -37.91% -50.88% 

備考 その他パラメータ：Φ=θ=λ=σj=0,σ t=0.05 備考 その他パラメータ：μ=θ=λ=σj=0,σ t=0.05

⾃⼰相関がある場合 (θの変動 ) ボラティリティ・クラスタリングがある場合 ((α,β)の変動 )

99%VaR -0.7 -0.5 -0.2 0.2 0.5 0.7 99%VaR (0.13,0.82) (0.15,0.80) (0.13,0.84) (0.15,0.82)

√10VaR(1)① 0.449  0.410  0.376  0.376  0.412  0.449  √10VaR(1)① 0.394    0.398    0.404    0.410    

VaR(10)② 0.176  0.218  0.304  0.435  0.539  0.608  VaR(10)② 0.404    0.410    0.414    0.423    

(①/②-1)% 155.81% 87.85% 23.49% -13.62% -23.48% -26.17% (①/②-1)% -2.53%   -2.99%   -2.46%   -2.90%   

備考 その他パラメータ：μ=Φ=λ=σj= 0,σt= 0.05 備考 その他パラメータ：μ=Φ=θ=λ=σj= 0



6 

 

 

 表 2 の通り、市場データの特性によって、ルート t 倍法は過小評価にも過大評

価にもなりうる。実際に市場リスクを計測する場合、このバイアスが発生してい

ることに注意する必要がある。以下、本節では、①自己相関がある場合、②ボラ

ティリティ・クラスタリングがある場合、③ファットテイル性がある場合の先行

研究について整理する。 

 

（２）自己相関がある場合のルート t 倍法の修正 

 Wang, Yeh, and Cheng [2011]は、収益率に自己相関がある場合に対して、1 期間の

分散と n 期間の分散の比を使った修正ルート t 倍法を提案した。まず、(2)式のよ

うに、n 期間の分散と 1 期間の分散の n 倍の比を表現する。 

 
VRሺ݊ሻ ൌ

varሾܴ௧
௡ሿ

݊ ∙ varሾݎ௧ሿ
ൌ

1
݊ ∙ varሾݎ௧ሿ

ቊ෍ ෍ covሺݎ௧ି௜, ௧ି௝ሻݎ
௡ିଵ

௝ୀ଴

௡ିଵ

௜ୀ଴
ቋ

ൌ
1

݊ ∙ varሾݎ௧ሿ
൜݊ ∙ varሾݎ௧ሿ ൅ 2෍ ሺ݊ െ ݇ሻcovሺݎ௧, ௧ି௞ሻݎ

௡ିଵ

௞ୀଵ
ൠ

ൌ 1 ൅ 2෍ ൬1 െ
݇
݊
൰ߩ௞

௡ିଵ

௞ୀଵ
. 

(2) 

ここでߩ௞は k 次の自己相関を表す。ルート t 倍法の仮定である独立性が満たされて

いる場合は、自己相関は 0 のため、VR(n)は 1 となる。Wang, Yeh, and Cheng [2011]

は、(2)式の VR(n)を使用して、n 期間の VaR 算出において(3)式のような修正ルー

ト t 倍法による VaR（MVaR(n)）を提案した。 

 MVaRሺ݊ሻ ൌ ඥ݊ ൈ VRሺ݊ሻ ൈ VaRሺ1ሻ. (3) 

(3)式を使用することにより、自己相関を考慮したルート t 倍法による保有期間調

整が可能となる7。 

 

（３）ボラティリティ・クラスタリングがある場合のルート t 倍法の修正 

 Kinateder and Wagner [2014]は、株価収益率そのものの自己相関よりも収益率の絶

                                                 
7 3 節の市場データに対して修正ルート t 倍法を適用した結果については、補論 1 を参照。 

ファットテイル性がある場合 (zの分布にt分布を適⽤) 収益率にジャンプがある場合 ((λ,σj)の変動 )

99%VaR ⾃由度3 ⾃由度5 ⾃由度7 ⾃由度9 99%VaR (0.058,0.02) (0.058,0.03) (0.082,0.02) (0.082,0.03)

√10VaR(1)① 0.719    0.531    0.476    0.447    √10VaR(1)① 0.378    0.390    0.382    0.400    

VaR(10)② 0.676    0.490    0.443    0.420    VaR(10)② 0.376    0.386    0.378    0.394    

(①/②-1)% 6.34%   8.33%   7.37%   6.31%   (①/②-1)% 0.54%   1.06%   1.08%   1.55%   

備考 その他パラメータ：μ=Φ=θ=λ=σj= 0,σt= 0.05 備考 その他パラメータ：μ=Φ=θ= 0,σt= 0.05
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対値に強い自己相関があること（ボラティリティ・クラスタリング）を勘案して

ルート t 倍法の修正方法を提案した。具体的には、収益率の絶対値の自己相関と時

系列データの長期記憶性を表すハースト指数ܪ		ሺ0 ൏ ܪ ൏ 1ሻを使用して、1 期間の

ボラティリティの長期間のボラティリティへの換算式を提案した。ハースト指数H

は 0.5 を境に、これより高い場合には長期記憶性、低い場合には短期記憶性、0.5

の場合にはランダムウォークになることが知られている。 

 なお、補論 2 で示しているように、各収益率の絶対値の自己相関の緩やかな減

衰が観察されており、時系列データの自己相関の長期記憶性が認められる。そこ

で、まずは、長期記憶性の厳密な検証のため、補論 2 の図 A-1、図 A-2 の各市場レ

ートの収益率の絶対値に関して、ハースト指数を算出する。表 3 では、収益率の

絶対値のハースト指数に加え、比較のために各市場レート変動およびその 2 乗に

ついてもハースト指数を算出した8。表 3 から、収益率の絶対値や 2 乗のハースト

指数は、0.5 から有意に乖離しており、長期記憶性があることが分かる。これは、

3 節の Ljung-Box 検定の結果とも整合的である。 

表 3 市場レート変動とその 2乗・絶対値のハースト指数 

 

 Kinateder and Wagner [2014]は、ボラティリティ・クラスタリングを表現するため

に、(4)式の GARCH(1,1)モデルを使用した。一方で、株価収益率そのものには自己

相関がないものと仮定した。 

௧ݎ  ൌ ௧ߝ ൌ ,௧ݖ௧ߪ .݅~௧ݖ ݅. ݀. ܰሺ0,1ሻ, 

௧ଶߪ ൌ ߱ ൅ ௧ିଵߪߚ
ଶ ൅ ௧ିଵߝߙ

ଶ . 
(4) 

この GARCH(1,1)モデルを使用すると、時点 t における n 期間のボラティリティの

条件付期待値は時点 t のボラティリティߪ௧と無条件期待値ߪ)ߪଶ ൌ ॱሾߪ௧ଶሿ ൌ ߱/ሺ1 െ

ߚ െ  。ሻ)を使って、(5)式のように表現できるߙ

                                                 
8 本稿のハースト指数の算出には、Weron [2002]の方法を用いた。 

株式 観測期間（2004/10/1~2014/9/30 10年間） 債券 観測期間（2004/10/1~2014/9/30 10年間）

対数変化率（%） TOPIX Dow FTSE100 DAX 変化幅（%）
⽇本国債

5年
⽶国債

5年
英国債

5年
独国債

5年
R 0.527 0.474 0.431 0.524 R 0.491 0.506 0.550 0.568

R^2 0.785 0.881 0.872 0.869 R^2 0.851 0.873 0.782 0.917
|R| 0.865 0.930 0.917 0.912 |R| 0.917 0.918 0.843 0.962

備考 ハースト指数0.5に対する5％有意⽔準：(0.398,0.597)
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௧ାఛିଵߪ 
ଶ ൌ ॱሾߪ௧ାఛିଵ

ଶ | ௧࣠ିଵሿ ൌ ॱሾ߱ ൅ ௧ାఛିଶߪߚ
ଶ ൅ ௧ାఛିଶߝߙ

ଶ | ௧࣠ିଵሿ

ൌ ॱሾ߱ ൅ ௧ାఛିଶߪߚ
ଶ ൅ ௧ାఛିଶߪߙ

ଶ ௧ାఛିଶݖ
ଶ | ௧࣠ିଵሿ

ൌ ॱሾሺ1 െ ߚ െ ଶߪሻߙ ൅ ሺߙ ൅ ௧ାఛିଶߪሻߚ
ଶ | ௧࣠ିଵሿ

ൌ ॱሾߪଶ ൅ ሺߙ ൅ ௧ାఛିଶߪሻሺߚ
ଶ െ |ଶሻߪ ௧࣠ିଵሿ

ൌ ଶߪ ൅ ሺߪ௧ଶ െ ߙଶሻሺߪ ൅  ,ሻఛିଵߚ

௧,௡ଶߪ ൌ෍ ௧ାఛିଵߪ
ଶ

௡

ఛୀଵ
ൌ ଶߪ݊ ൅෍ ሺߪ௧ଶ െ ߙଶሻሺߪ ൅ ሻఛିଵߚ

௡

ఛୀଵ
. 

(5) 

(5)式より、GARCH(1,1)モデルの場合、時点ݐ ൅ 	߬ െ 1のボラティリティは、

ሺߙ ൅ ሻఛିଵのオーダーで減衰していくことが分かる。Kinateder and Wagner [2014]ߚ

では、ሺߙ ൅ ሻఛିଵは、減衰のスピードが速く、長期記憶性を適切に表現できないたߚ

め、ハースト指数と収益率の絶対値の自己相関に対して、0 ൏ ሺ߬ሻߩ ൏ ,ܪ ∀߬ ൐ 0を

仮定し、(6)式の関数を定め、ሺߙ ൅  。ሻఛିଵの代わりに用いたߚ

 ݃ሾߩሺ߬ሻ, ሿܪ ൌ  ሺ߬ሻሺுିఘሺఛሻሻ. (6)ߩ

上記の仮定の下では、0 ൏ ݃ሾ∙ሿ ൏ 1が成り立ち、݃ ሾ∙ሿは H に対して単調減少、ρに対

して単調増加な関数となる。また、この関数݃ሾ∙ሿは、サンプルデータから直接算出

できることもメリットの 1 つである。Kinateder and Wagner [2014]はሺߙ ൅ ሻఛିଵの代ߚ

わりに݃ሾ∙ሿを用いて、1 期間のボラティリティを n 期間のボラティリティに(7)式の

ように換算した。 

௧ାఛିଵߪ 
ଶ ൌ ଶߪ ൅ ሺߪ௧ଶ െ ሺ߬ߩଶሻ݃ሾߪ െ 1ሻ,  ,ሿܪ

௧,௡ଶߪ ൌ෍ ௧ାఛିଵߪ
ଶ

௡

ఛୀଵ
ൌ ଶߪ݊ ൅෍ ሺߪ௧ଶ െ ሺ߬ߩଶሻ݃ሾߪ െ 1ሻ, ሿܪ

௡

ఛୀଵ
. 

(7) 

また、(7)式は収益率が独立同一分布に従っている場合、つまりܪ ൌ ሺ߬ሻߩ、1/2 ൌ 0の

とき、݃ሾ∙ሿ ൌ 0となり、一般のルート t 倍法を表現できる。この調整方法を用いる

ことで、ボラティリティの長期記憶性を勘案でき、Wang, Yeh, and Cheng [2011]で

も示されていた収益率にボラティリティ・クラスタリングがある場合のルート t

倍法の過小評価を抑えるができる9。 

 

（４）ファットテイル性がある場合 

 Spadafora, Dubrovich, and Terraneo [2014]は、収益率の分布としてファットテイル

                                                 
9 3 節の市場データに対して Kinateder and Wagner [2014]の手法を適用した結果については、補

論 1 を参照。 
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な分布（Student-t 分布、Variance-Gamma 分布）を想定した場合に、ルート t 倍法

がパーセントタイル点に与えるバイアスを理論的に分析した。Spadafora, Dubrovich, 

and Terraneo [2014]によると、収益率が Variance-Gamma 分布に従う場合には、ルー

ト t 倍法による誤差は大きな問題とはならないが、Student-t 分布に従うと考えられ

る場合には、ルート t 倍法の利用は、自由度の大きい場合に限定すべきとした。 

 

５．リスクの合算における保有期間調整 

 前節まで、1 変量の保有期間調整の先行研究について説明してきたが、金融実務

でのリスク管理では、ポートフォリオ全体のリスク量を把握するために、多変量

のリスクの合算が行われている。そこで、本節では、リスクの合算における保有

期間調整について分析を行う。ポートフォリオは、株式と債券のポートフォリオ

とし、保有期間が揃っている場合と保有期間が異なる場合に分けて考察する。 

 

（１）保有期間の揃っているリスクの合算 

 株の持ち高を AS、債券の持ち高を AB とし、3 節と同様、株式は対数階差（∆ܵ）、

債券は金利の階差（∆ݎ）をリスク・ファクターとする。ポートフォリオの損益変

動（∆ܸܲ）は、T を債券の満期として(8)式のように与えられる。 

 
∆ܸܲ ൌ ܵܣ

ܵ݁∆ௌ

ܵ
൅ ܤܣ

݁ିሺ௥ା∆௥ሻ்

݁ି௥்
െ ሺܵܣ ൅  ሻ. (8)ܤܣ

保有期間が揃っている場合には、(8)式から各リスク・ファクターを合算したリス

クはポートフォリオの損益として 1 変量に帰着でき、n 期間の VaR 算出に 4 節で

示した先行研究のルート t 倍法の調整を施すことができる。ここでは、ポートフォ

リオとして、大手金融機関のポートフォリオを参考に株式エクスポージャーを

38,000 億円、債券エクスポージャーを 242,000 億円、債券満期は 5 年とする。この

ポートフォリオに対して、Wang, Yeh, and Cheng [2011]および、Kinateder and Wagner 

[2014]の手法を使用して保有期間 10 日の VaR を比較した結果は表 4 の通りである。

ここで、Kinateder and Wagner [2014]の手法では、GARCH モデルを使用するため、

n 期間のボラティリティは、時点 t のボラティリティに依存する。そのため、1 時

点毎に n 期間のボラティリティをシミュレートし、その平均値を使用する。具体

的には、まず、時点 t において、過去 5 年のデータを使用して GARCH(1,1)モデル

のパラメータを推定し、n 期間のボラティリティを算出する。次に、時点ݐ ൅ 1に

おける過去 5 年間のデータを使用して GARCH(1,1)モデルのパラメータを推定し、

10 日間のボラティリティを算出する。これを繰り返し、その平均値で比較分析を

行う。信頼水準は 99%とし、各修正方法の有効性の検証のために、ベンチマーク
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として、Box-Car 法を使用した保有期間 10 日の VaR（VaR(10)）用いる。 

表 4 修正ルート t倍法による VaR の精度

  

 表 4 より、保有期間が揃っているポートフォリオの VaR 算出において、Wang, 

Yeh, and Cheng [2011]および Kinateder and Wagner [2014]の手法によって、ベンチマ

ークの VaR(10)からの乖離が縮小するため、これらの手法が有効であることが分か

る。この結果から、保有期間が揃っている場合のリスクの合算については、ポー

トフォリオの損益として 1 変量に帰着させ、その性質（自己相関、ボラティリテ

ィ・クラスタリング）に基づいた調整を行うことができると考えられる。 

 

（２）保有期間の異なるリスクの合算 

 保有期間が異なる場合のリスクの合算については、保有期間が揃っている場合

と異なり、ポートフォリオの損益として 1 変量に帰着させ、Wang, Yeh, and Cheng 

[2011]や Kinateder and Wagner [2014]の修正を施すことはできない。そこで、市場デ

ータの性質に即してどのようにリスク合算を行うべきかを考察する。 

 リスク管理実務では、異なる2つのリスクを統合する場合に、リスク間の相関ߩොを

何らかの形で推定し、統合したリスク量をその相関ߩොに基づいて算出する分散共分

散法およびコピュラ法が一般的に利用されている（Klaassen and Eeghen [2009] や

Rosenberg and Schuermann [2006]を参照）。ここでは、分散共分散法を援用して、株

式（リスク・ファクターS、保有期間 m）、債券（リスク・ファクターB、保有期間

n）とした場合（ただし、n<m とする）の、ポートフォリオの保有期間 m の VaR

の算出に(9)式を使用する。 

 ܸܴܽሺܵ ൅ ሻ݉,ܤ ൌ ඥܸܴܽሺܵ,݉ሻଶ ൅ ܸܴܽሺܤ, ݊ሻଶ ൅ ,ܤොܸܴܽሺܵ,݉ሻܸܴܽሺߩ2 ݊ሻ. (9) 

 本節では、(9)式の合算手法は所与として、相関ߩොをリスク管理実務で実装可能な

ようにどのように求めるべきかを考察する。 

ポートフォリオ (観測期間：10年  <2004/10/1~2014/9/30>） ポートフォリオ (観測期間：5年 シミュレーション期間：5年)

99%VaR
(億円)

⽇本 ⽶国 英国 ドイツ
99%VaR
(億円)

⽇本 ⽶国 英国 ドイツ

√10VaR(1)①*1 4,559.5  6,273.4  5,410.9  4,596.9  √10VaR(1)①*1 3,567.3  4,617.8  4,684.0  4,440.7  
MVaR(10)②*2 4,182.3  5,800.3  5,744.5  4,702.8  HVaR(10)②*4 3,905.1  5,904.5  5,227.9  4,807.3  

VR(10) 0.841  0.855  1.127  1.047  H 0.874  0.889  0.819  0.846  
ρ (1) 0.011  -0.052  0.065  0.063  |ρ(1)| 0.289  0.182  0.153  0.133  

VaR(10)③*3 4,029.8  5,359.1  6,133.5  5,028.1  VaR(10)③*3 4,266.7  5,657.2  6,331.2  5,333.4  
(①/③-1)% 13.1%  17.1%  -11.8%  -8.6%  (①/③-1)% -16.4%  -18.4%  -26.0%  -16.7%  
(②/③-1)% 3.8%  8.2%  -6.3%  -6.5%  (②/③-1)% -8.5%  4.4%  -17.4%  -9.9%  

備考 *1：ルートt倍法を使⽤して1⽇のVaRを10⽇に調整
   *2：Wang, Yeh, and Cheng [2011]の修正ルートt倍法を使⽤した10⽇のVaR
   *3：ベンチマークとしてBox-Car法で算出した10⽇のVaR
   *4：Kinateder and Wagner [2014]の修正⽅法を使⽤した10⽇のVaR
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 株式(S)と債券(B)の日次損益の相関係数をߩとし、日次損益が独立に同一の正規

分布に従うという仮定を置くと 

ොߩ  ൌ
√݊

√݉
 (10) ,ߩ

となる（詳細は、補論 3 を参照）。本小節では、この仮定の妥当性と市場データの

性質に即した修正方法を検討する。 

 (9)式の左辺について、ベンチマークとして市場データの性質に即したモデルと

して、CCC-GARCH(1,1)モデルを用いて、シミュレーションにより VaR(S+B,250)

を算出する。CCC-GARCH(1,1)モデルはパラメータ推定やモデル選択の問題からリ

スク管理実務上は利用しにくいモデルであるため、これを直接実務で利用するの

ではなく、(10)式で求めた相関ߩොのずれを評価し、修正していくことを考える。

CCC-GARCH(1,1)モデルを用いて(9)式の左辺の VaR(S+B,250)を算出すると、(9)式

からインプライされる相関係数は、(11)式のように逆算される。 

ො൫インプライド൯ߩ  ൌ
ܸܴܽሺܵ ൅ ሻଶ݉,ܤ െ ܸܴܽሺܵ,݉ሻଶ െ ܸܴܽሺܤ, ݊ሻଶ

2ܸܴܽሺܵ,݉ሻܸܴܽሺܤ, ݊ሻ
. (11) 

 実際の日本と米国の市場データを用いて各 VaR を算出し、ルート t 倍法を用い

た(10)式の相関係数ߩොと(11)式のインプライド相関係数を比較した結果は表 5 の通

りである。ここでは、株価の対数日次階差と金利の日次階差の 2 変量データ（観

測期間：2004 年 10 月～2014 年 9 月）に対し、CCC-GARCH(1,1)を当てはめて、VaR

を算出した。シミュレーション回数は 100,000 回、ボラティリティの初期値は無条

件期待値（ߪ଴）とし、日次の相関係数ߩについては、ボラティリティの変動を除去

した残差の相関係数を使用する。また、GARCH モデルはボラティリティの初期値

に依存するため、初期値が無条件期待値からボラティリティの標準偏差（s）だけ

変動させた場合の分析も行う。ポートフォリオの構成は表 4 と同様とし、保有期

間は株式 250 日、債券 60 日、信頼水準は 99%とする。表 5 では、シミュレーショ

ンによる VaR(S+B,250)との区別のため、 (9)、 (10)式から算出した VaR を

VaR_VC(S+B,250)とする。 
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表 5 ルート t倍法を用いた相関係数と CCC-GARCH(1,1)モデルを使用した 

VaR からインプライされる相関係数の比較 

    

 表 5 から、初期値が無条件期待値から大きく（小さく）なった場合、各金融資

産の変動が大きく（小さく）なり、分散効果も強く（弱く）なることが分かる。

その結果、インプライド相関係数はルート t 倍法を使用した相関係数より大きく

（小さく）なるため、ルート t 倍法を用いた場合、リスクの過大（過小）評価が発

生している可能性がある。 

 ボラティリティの初期値に伴う相関係数のバイアスの要因を分析するため、単

純なケースである(4)式の GARCH(1,1)モデルを用いて、保有期間の異なる場合の相

関係数を導出する。一般に日次の収益率ݎ௧に GARCH(1,1)モデルを使用した場合、

条件を与えなければ、ሺݐ ൅ 1ሻ時点以降のボラティリティは不確実であるため、n 期

間の収益率ܴ௧,௡ ൌ ∑ ௧ାఛିଵ௡ݎ
ఛୀଵ が従う確率分布を解析的に表現できない。そこで、(12)

式のように、ሺݐ ൅ 1ሻ時点以降のボラティリティ項をሺݐ െ 1ሻ時点の情報 ௧࣠ିଵにおけ

る GARCH(1,1)モデルの条件付期待値に置き換えると、ܴ௧,௡の分布は解析的に評価

できる。 

௧ାఛିଵߪ 
ଶ ൌ ॱሾߪ௧ାఛିଵ

ଶ | ௧࣠ିଵሿ ൌ ॱሾ߱ ൅ ௧ାఛିଶߪߚ
ଶ ൅ ௧ାఛିଶߝߙ

ଶ | ௧࣠ିଵሿ	

													ൌ ଶߪ ൅ ሺߪ௧ଶ െ ߙଶሻሺߪ ൅  ሻఛିଵ. (12)ߚ

このとき、n 期間の収益率ܴ௧,௡は、 

 ܴ௧,௡ ൌ෍ ௧ାఛିଵݎ
௡

ఛୀଵ
ൌ෍ ௧ାఛିଵݖ௧ାఛିଵߪ

௡

ఛୀଵ
,  

となる。ݖ௧ାఛିଵは正規分布に従うため、ܴ௧,௡も(13)式のように正規分布に従う。 

 ܴ௧,௡~ܰ ൬0,෍ ௧ାఛିଵߪ
ଶ

௡

ఛୀଵ
൰. (13) 

このとき、各金融資産の保有期間を m、n 期間(n<m)とすると、ߩを 2 つのリスク・

ファクターの日次収益率ሺݎ௧
ሺଵሻ, ௧ݎ

ሺଶሻሻの相関係数として、m、n 期間の分散と共分散が

⽇本（観測期間：10年＜2004/10/1~2014/9/30＞） ⽶国（観測期間：10年＜2004/10/1~2014/9/30＞）
99%VaR(億円) 初期値:σ0 σ0+1s σ0-1s 99%VaR(億円) 初期値:σ0 σ0+1s σ0-1s
VaR(S,250)*1 22,728.2  25,844.1  20,727.7  VaR(S,250)*1 14,636.3  17,357.9  13,042.2  
VaR(B,60)*1 6,455.9  9,013.1  3,944.3  VaR(B,60)*1 14,581.6  19,566.7  9,772.9  

VaR(S+B,250)①*1 22,496.6  25,456.5  20,499.8  VaR(S+B,250)①*1 18,601.4  23,007.9  15,079.0  
VaR_VC(S+B,250)②*2 22,479.9  25,792.9  20,386.9  VaR_VC(S+B,250)②*2 18,877.0  23,930.6  14,950.2  

②/①-1 -0.07%  1.32%  -0.55%  ②/①-1 1.48%  4.01%  -0.85%  
ρ (⽇次)④ -0.37  -0.37  -0.37  ρ (⽇次)④ -0.34  -0.33  -0.34  

ρ (④×√60/250)*3 -0.18  -0.18  -0.18  ρ (④×√60/250)*3 -0.17  -0.16  -0.17  
ρ (インプライド)*4 -0.18  -0.22  -0.15  ρ (インプライド)*4 -0.19  -0.23  -0.15  

備考 *1：CCC-GARCH(1,1)モデルを使⽤して算出される各VaR
   *2：(9)式と(10)式を使⽤して算出されるVaR
   *3：⽇次の相関係数に、(10)式の調整を施した相関係数
   *4：*1のVaRと(11)式から算出される相関係数
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(14)式で与えられる。 

 varቀܴ௧,௠
ሺଵሻ ቁ ൌ෍ ቀߪ௧ାఛିଵ

ሺଵሻ ቁ
ଶ௠

ఛୀଵ
, varቀܴ௧,௡

ሺଶሻቁ ൌ෍ ቀߪ௧ାఛିଵ
ሺଶሻ ቁ

ଶ௡

ఛୀଵ
, 

covቀܴ௧,௠
ሺଵሻ , ܴ௧,௡

ሺଶሻቁ ൌ ෍ߩ ௧ାఛିଵߪ
ሺଵሻ ௧ାఛିଵߪ

ሺଶሻ
௡

ఛୀଵ
. 

(14) 

(14)式より、保有期間が m、n 期間（n<m）である金融資産間の相関係数は、(15)

式のようになる。 

 
ሺ௠,௡ሻߩ ൌ

∑ߩ ௧ାఛିଵߪ
ሺଵሻ ௧ାఛିଵߪ

ሺଶሻ௡
ఛୀଵ

ට∑ ቀߪ௧ାఛିଵ
ሺଵሻ ቁ

ଶ
௠
ఛୀଵ ට∑ ቀߪ௧ାఛିଵ

ሺଶሻ ቁ
ଶ

௡
ఛୀଵ

ൌ ߩ
∑ ටߪଵ

ଶ ൅ ൫ߪଵ,௧
ଶ െ ଵߪ

ଶ൯ሺߙଵ ൅ ଶߪଵሻఛିଵටߚ
ଶ ൅ ൫ߪଶ,௧

ଶ െ ଶߪ
ଶ൯ሺߙଶ ൅ ଶሻఛିଵ௡ߚ

ఛୀଵ

ඨ݉ߪଵ
ଶ ൅ ൫ߪଵ,௧

ଶ െ ଵߪ
ଶ൯
1 െ ሺߙଵ ൅ ଵሻ௠ߚ
1 െ ሺߙଵ ൅ ଵሻߚ

ඨ݊ߪଶ
ଶ ൅ ൫ߪଶ,௧

ଶ െ ଶߪ
ଶ൯
1 െ ሺߙଶ ൅ ଶሻ௡ߚ
1 െ ሺߙଶ ൅ ଶሻߚ

. 
(15) 

ここで、ሺߪଵ,௧, ଶ,௧ሻはߪ 2 つのリスク・ファクターの足許のボラティリティであり、

ሺߪଵ, ,௞ߙଶሻはそれらの無条件期待値である。ሺߪ ௞ሻはリスク・ファクター݇ߚ ൌ 1,2に対

する GARCH(1,1)のパラメータである。(15)式から、足許のボラティリティሺߪଵ,௧, ଶ,௧ሻߪ

を無条件期待値ሺߪଵ, ଶሻと一致させると、保有期間の異なる場合の相関係数はルーߪ

ト t 倍法を使用した相関係数と等しくなることが分かる。一方で、足許のボラティ

リティ水準とパラメータሺߙ௞, ௞ሻによって、相関係数は変動することが分かる。まߚ

た、表 5 のインプライド相関係数と(15)式を使用して算出した相関係数を比較し

た結果は表 6 の通りである。この分析により、表 5 のインプライド相関係数とル

ート t 倍法を用いた相関係数の乖離をある程度説明できる。 

表 6 ルート t倍法を用いた相関係数と GARCH モデルを使用した相関係数 

およびインプライド相関係数の比較 

  

 

相関係数 パラメータ
⽇本 初期値：σ0 σ0+1s σ0-1s ω β α α+β

ρ (ルートt倍) -0.18    -0.18    -0.18    TOPIX 0.500 0.869 0.116 0.985 
ρ (GARCH)*1 -0.18    -0.21    -0.15    国債5Y 0.011 0.921 0.078 0.999 
ρ (インプライド) -0.18    -0.22    -0.15    Dow 0.231 0.890 0.094 0.984 

⽶国債5Y 0.190 0.952 0.045 0.997 
⽶国 初期値：σ0 σ0+1s σ0-1s

ρ (ルートt倍) -0.17    -0.16    -0.17    
ρ (GARCH)*1 -0.17    -0.20    -0.12    
ρ (インプライド) -0.19    -0.23    -0.15    

備考 *1：(15)式から算出した相関係数
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（３）実務への応用例 

 (15)式を使用した相関係数を使用することにより、足許のボラティリティ水準に

合わせた相関係数の調整は可能となるが、GARCH(1,1)モデルは、パラメータ推定

の不安定性やモデル選択の問題があるため、直接実務に応用することは難しい。

そこでまず、(15)式に含まれる足許のボラティリティሺߪଵ,௧, 、ଶ,௧ሻには、(17)式の通りߪ

直近 20 日間（1 ヶ月）の日次のヒストリカル・ボラティリティを使用し、無条件

期待値ሺߪଵ,  。ଶሻには、観測期間全体のボラティリティを使用するߪ

 

௞,௧ߪ ൌ ඨ ଵ
ଶ଴ିଵ

෍ Δܲ ௞ܸ
ଶ

ଶ଴

ఛୀଵ
, ݇ ൌ 1,2. (16) 

また、(15)式に含まれる GARCH(1,1)モデルのパラメータሺߙ௞ ൅ ௞ሻは、損益変動のߚ

2 乗の自己相関(ߩ௞,௜
ሺଶሻ)の減衰率に相当することから、݇ ൌ 1,2に対し、1 を上限に、

線形回帰式で求めたlogቀߩ௞,ଵ
ሺଶሻቁ ,⋯ , logቀߩ௞,ଶ଴

ሺଶሻ ቁの傾きをߠ௞とする。このߠ௞をሺߙ௞ ൅ ௞ሻߚ

の代わりに用いる。すなわち、(15)式は、 

 

ሺ௠,௡ሻߩ ൌ ߩ
∑ ටߪଵ

ଶ ൅ ൫ߪଵ,௧
ଶ െ ଵߪ

ଶ൯ߠଵ
ఛିଵටߪଶ

ଶ ൅ ൫ߪଶ,௧
ଶ െ ଶߪ

ଶ൯ߠଶ
ఛିଵ௡

ఛୀଵ

ට݉ߪଵ
ଶ ൅ ൫ߪଵ,௧

ଶ െ ଵߪ
ଶ൯݃ሺߠଵ,݉ሻට݊ߪଶ

ଶ ൅ ൫ߪଶ,௧
ଶ െ ଶߪ

ଶ൯݃ሺߠଶ, ݊ሻ
,	 (17) 

となる。ただし、 

 

݃ሺߠ, ݈ሻ ൌ ቐ
1 െ ௟ߠ

1 െ ߠ
, ߠ ൏ 1,

݈, ߠ ൌ 1,
  

である。 

 (17)式の相関係数の有効性をシミュレーションにより確認する。まず、シミュレ

ーションのベンチマークとして、ここでは、実際の市場データに即したモデルを

選択する。使用するモデルは GARCH(1,1)モデル、AR(1)-GARCH(1,1)モデル、

ARMA(1,1)-GARCH(1,1)モデルに加え、ボラティリティの非対称性を考慮するため

に、EGARCH(1,1)モデル、AR(1)-EGARCH(1,1)モデル、ARMA(1,1)-EGARCH(1,1)

モデルも使用する。イノベーション項に Student-t 分布10を適用し、BIC によりモデ

ルの適切性を判断する。各金融資産のモデルの推定結果は表 7 の通りである。 

                                                 
10 イノベーション項に正規分布を適用した場合についても推定を行ったが、全て Student-t 分
布を使用した場合の BIC が低くなり、正規分布は採用されなかったため、結果は割愛する。 
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表 7 市場データに対するモデルの推定結果 

          

  

  

   

 表 7 で選択されたモデルをベンチマークとして、各金融資産およびポートフォ

リオの VaR を算出し、(17)式の相関係数を用いて合算した結果は表 8 の通りであ

る。ここで、観測期間は、10 年間（2004/10/1～2014/9/30）とし、ヒストリカル・

ボラティリティの算出時期は、ボラティリティ水準に応じ、日本（期間 1<無条件

期待値と同水準：2007/3/1～2007/3/31>、期間 2<ボラティリティ高：2008/9/1～

2008/9/30>、期間 3<ボラティリティ低：2013/11/1～2013/11/30>）、米国（期間 1<

無条件期待値と同水準：2009/10/1～2009/10/31>、期間 2<ボラティリティ高：

2008/9/1～2008/9/30>、期間 3<ボラティリティ低：2013/3/1～2013/3/31>）とした。

その他のシミュレーションの条件は前節と同条件である。また、(17)式の相関係数

を使用して、(9)式の方法で合算した VaR(S+B,250)を VaR_M(S+B,250)とした。 

TOPIX 観測期間：2004/10/1〜2014/9/30 サンプルサイズ：2453
AR-

GARCH
ARMA-
GARCH

GARCH
AR-

EGARCH
ARMA-

EGARCH
EGARCH

対数尤度 -7,226.3 -7,224.3 -7,226.5 -7,194.6 -7,193.8 -7,196.8 
BIC 14,491.7 14,495.4 14,484.3 14,436.0 14,442.2 14,432.5 

国債5Y 観測期間：2004/10/1〜2014/9/30 サンプルサイズ：2453
AR-

GARCH
ARMA-
GARCH

GARCH
AR-

EGARCH
ARMA-

EGARCH
EGARCH

対数尤度 -5,347.3 -5,345.7 -5,350.2 -5,334.2 -5,329.6 -5,335.7 
BIC 10,733.6 10,738.2 10,731.6 10,715.2 10,713.8 10,710.4 

Dow 観測期間：2004/10/1〜2014/9/30 サンプルサイズ：2517
AR-

GARCH
ARMA-
GARCH

GARCH
AR-

EGARCH
ARMA-

EGARCH
EGARCH

対数尤度 -6,581.8 -6,581.8 -6,584.0 -6,528.6 -6,524.5 -6,530.0 
BIC 13,202.7 13,210.5 13,199.3 13,104.3 13,103.7 13,099.2 

⽶国債5Y 観測期間：2004/10/1〜2014/9/30 サンプルサイズ：2517
AR-

GARCH
ARMA-
GARCH

GARCH
AR-

EGARCH
ARMA-

EGARCH
EGARCH

対数尤度 -8,330.9 -8,327.9 -8,336.0 -8,330.5 -8,337.8 -8,338.0 
BIC 16,700.9 16,702.8 16,703.4 16,708.0 16,730.4 16,715.1 
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表 8 (17)式の相関係数を使用して合算した VaR との比較結果 

   

 表 8 から、(17)式を用いた相関係数の調整は、ルート t 倍法を利用した相関係数

よりもベンチマークのインプライド相関係数に近く、有効であることが分かる。

すなわち、足許のボラティリティの水準に応じて、ルート t 倍法を利用した相関係

数よりも精緻に相関を調整してリスク合算することが望ましいと考えられる。 

 

６．Moving Window 法の問題点 

 ルート t 倍法に比べ、Moving Window 法に関する先行研究は少ない。Moving 

Window 法を使用した 1 変量の VaR が過小評価になることは、Sun et al. [2009]で、

1 期間収益率が独立同一な正規分布に従う場合のみ、シミュレーションで検証した

上で示されているが、実際の市場データが持つ特性（ファットテイル性、自己相

関、ボラティリティ・クラスタリング、ジャンプ）を考慮した場合については分

析が行われていない。また、多変量の場合の影響については研究が少ないため、

本稿では、市場データが持つ特性を考慮した場合の 1 変量の VaR への影響と 2 変

量に拡張した場合の VaR および相関への影響について考察する。 

 

（１）1 変量の場合 

 Sun et al. [2009]は、日次収益率が独立同一分布かつ平均 0 の正規分布に従うと仮

定し、保有期間 n 日の Moving Window 法が与えるリスク量の過小評価度合いを考

察しているほか、分散が理論的に過小評価されることを示した上で、シミュレー

ションによりパーセントタイル点（VaR）の分析を行っている。 

 日次収益率が独立に平均 0、分散 1 の正規分布に従う（ݔ௜~݅. ݅. ݀. ܰሺ0,1ሻ）とする

ポートフォリオ（⽇本） ポートフォリオ（⽶国）
99%VaR(億円) 期間1 期間2 期間3 99%VaR(億円) 期間1 期間2 期間3
VaR(S,250)*1 23,266.4  24,866.1  22,293.4  VaR(S,250)*1 24,545.8  30,308.2  21,536.6  
VaR(B,60)*1 4,969.3  9,216.9  1,386.3  VaR(B,60)*1 15,377.1  38,827.2  6,561.0  

VaR(S+B,250)①*1 22,859.8  24,352.2  22,128.8  VaR(S+B,250)①*1 25,792.5  42,075.9  21,564.6  
VaR_VC(S+B,250)②*2 22,837.4  24,801.6  22,068.8  VaR_VC(S+B,250)②*2 26,726.0  45,138.1  21,452.3  
VaR_Ｍ(S+B,250)③*3 22,846.7  24,541.0  22,092.4  VaR_Ｍ(S+B,250)③*3 26,717.3  43,685.5  21,750.7  

②/①-1 -0.10%  1.85%  -0.27%  ②/①-1 3.62%  7.28%  -0.52%  
③/①-1 -0.06%  0.78%  -0.16%  ③/①-1 3.59%  3.83%  0.86%  
ρ (⽇次)④ -0.39  -0.39  -0.39  ρ (⽇次)④ -0.34  -0.34  -0.34  

ρ (④×√60/250) -0.19  -0.19  -0.19  ρ (④×√60/250) -0.17  -0.17  -0.17  
ρ ((16)式を使⽤) -0.19  -0.22  -0.18  ρ ((16)式を使⽤) -0.17  -0.22  -0.12  
ρ (インプライド) -0.19  -0.24  -0.15  ρ (インプライド) -0.23  -0.28  -0.15  

備考 *1：推定したモデルを使⽤して算出した各VaR
   *2：(9)式と(10)式を使⽤して算出したVaR
   *3：(9)式と(17)式を使⽤して算出したVaR
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と、Moving Window 法を使用した n 期間収益率は ௜ܺ ൌ ∑ ௜ା௞ିଵݔ
௡
௞ୀଵ と表現できる。S

個の n 期間収益率をܺ ൌ ሺ ଵܺ, ܺଶ, … , ௌܺሻୃとすると、ܺ の共分散行列はΩ௜,௝ ൌ max	ሺ݊ െ

|݅ െ ݆|, 0ሻで与えられる。ܺの平均と標本分散を 

 തܺ ൌ
∑ ௜ܺ௜

ܵ
,

varሺܺሻ ൌ
∑ ሺ ௜ܺ െ തܺሻ௜

ଶ

ܵ െ 1
, 

 

とすると、 

 
ॱ൫varሺܺሻ൯ ൌ ॱ൭

∑ ሺ ௜ܺ െ തܺሻ௜
ଶ

ܵ െ 1
൱ ൌ ॱቆ

∑ ሺ ௜ܺ
ଶ െ 2 ௜ܺ തܺ ൅ തܺଶሻ௜

ܵ െ 1
ቇ

ൌ
݊ܵ
ܵ െ 1

െ
1

ܵሺܵ െ 1ሻ
ॱ ቈ൬෍ ௜ܺ

௜
൰
ଶ

቉, 

 

となる。ここで、J=(1,1,…,1) (J は 1×S 行列) とおくと、 

 
ॱ ቈ൬෍ ௜ܺ

௜
൰
ଶ

቉ ൌ ॱሺܺܬሺܺܬሻ௧ሻ ൌ ௧ܬॱሺܺܺ௧ሻܬ ൌ ௧ܬΩܬ

ൌ ܵ݊ ൅ ݊ሺ݊ െ 1ሻሺܵ െ ݊ሻ ൅
1
3
݊ሺ݊ െ 1ሻሺ2݊ െ 1ሻ, 

 

となることから、(18)式が導出される。 

 
ॱ൫varሺܺሻ൯ ൌ ݊ െ

݊ሺ݊ െ 1ሻሺ3ܵ െ ݊ െ 1ሻ
3ܵሺܵ െ 1ሻ

. (18) 

n 期間収益率 ௜ܺに重複がない場合、ॱ ൫varሺܺሻ൯ ൌ ݊となるため、重複がある場合は、

(18)式から、サンプルサイズ（S）が小さく、保有期間（n）が長いほど、重複がな

い場合との乖離が大きくなる。 

 パーセンタイル点（VaR）への影響は、シミュレーション（100,000 回）により

確認する。サンプルサイズは 500、1,000、1,500、2,500 の 4 種類、保有期間は 1 日、

10 日、20 日、60 日、120 日、250 日の 6 種類としている。シミュレーションによ

る乖離の分析結果は表 9 に示されている11。 

                                                 
11 重複がない場合は、正規分布に従うため、理論値を付して表示する。 
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表 9 Moving Window 法による正規過程に対する 99%VaR の乖離 

 

              

 表 9 から、保有期間を長くすればするほど、Moving Window 法の過小評価の程

度が大きくなるが、その乖離はサンプルサイズを大きくすることで縮小できるこ

とが分かる。また、重複がない場合における 99%VaR の理論値とシミュレーショ

ン（ヒストリカル法）による 99%VaR の乖離については、Inui, Kijima and Kitano 

[2005]でも指摘されており、サンプルサイズを大きくすることで、このバイアスが

縮小することが分かる。  

また、重複を許した場合の収益率の分布を分析するために、歪度（Skewness）、

尖度（Kurtosis）および正規性の検定12を行った結果は表 10 の通りである。 

表 10 重複を許した場合における歪度、尖度、正規性の検定結果 

 

                                                 
12 ここでは、VaR を対象にしているため、分布の裾の正規性からの逸脱の検出に優れている

Anderson-Darling 検定を行う。 

重複なし 99%VaR(縦：保有期間 横：サンプルサイズ) Moving Window法 99%VaR
500 1,000 1,500 2,500 理論値 500 1,000 1,500 2,500

1 2.28   2.31   2.31   2.32   2.33   1 2.28   2.31   2.31   2.32   
10 7.23   7.29   7.31   7.33   7.36   10 7.09   7.23   7.27   7.30   
20 10.22   10.32   10.34   10.37   10.40   20 9.76   10.12   10.23   10.29   
60 17.70   17.87   17.91   17.96   18.02   60 14.90   16.49   16.99   17.52   

120 25.06   25.26   25.35   25.39   25.48   120 18.33   21.28   22.59   23.80   
250 36.14   36.49   36.53   36.64   36.78   250 21.45   26.25   28.86   31.64   

重複がない場合からの乖離
500 1,000 1,500 2,500

1 0.0%   0.0%   0.0%   0.0%   
10 -1.9%   -0.9%   -0.5%   -0.3%   
20 -4.5%   -2.0%   -1.1%   -0.8%   
60 -15.8%   -7.7%   -5.1%   -2.5%   

120 -26.9%   -15.8%   -10.9%   -6.3%   
250 -40.6%   -28.0%   -21.0%   -13.7%   

Moving Window法 左：Skewness 右：Kurtosis     (縦：保有期間 横：サンプルサイズ)
500 1,000 1,500 2,500 500 1,000 1,500 2,500

1 0.00   0.00   0.00   0.00   1 2.99   2.99   3.00   3.00   
10 0.00   0.00   0.00   0.00   10 2.93   2.96   2.98   2.98   
20 0.00   0.00   0.00   0.00   20 2.85   2.93   2.95   2.97   
60 0.00   0.00   0.00   0.00   60 2.64   2.79   2.86   2.92   

120 0.00   0.00   0.00   0.00   120 2.45   2.64   2.74   2.82   
250 0.00   0.00   0.01   -0.01   250 2.33   2.43   2.54   2.69   
正規分布のSkewnessは0 正規分布のKurtosisは3
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 表 10 から、重複を許した場合の収益率は保有期間を長くすればするほど（特に、

保有期間を 10 日間以上の場合）、正規分布に従ってないことが分かる。 

 ここまでは、日次収益率が独立に同一の正規分布に従うケースを分析してきた

が、以下、実際の市場データの持つ特性（ファットテイル性、自己相関、ボラテ

ィリティ・クラスタリング、収益率のジャンプ）を考慮した場合の影響について

分析を行う。分散の乖離に関する理論的な分析は割愛し、パーセントタイル点（VaR）

の乖離について、シミュレーションで分析する。シミュレーションの前提は、VaR

の算出期間、信頼水準、保有期間、シミュレーション回数については、上記のシ

ミュレーションと同様であり、サンプルサイズは 500 に限定し、保有期間につい

ては、1 日、10 日、20 日、60 日、120 日として議論する。また、日次収益率の発

生方法は、考察する上記の特性に合わせて設定する。 

 

①ファットテイル性がある場合 

 収益率のファットテイル性を表現するため、日次収益率は正規分布に代えて

Student-t 分布に従うものとする。Student-t 分布の自由度は 3、5、10、20、50 の 5

パターンについて考察する13。99%VaR の乖離は表 11 の通りとなる。 

表 11 Moving Window 法による Student-t 過程に対する 99%VaR の乖離 

  

                                                 
13分散は自由度に応じて 1 となるように調整する。 

Moving Window法 Anderson-Darling検定
500 1,000 1,500 2,500

1 0.38   0.38   0.38   0.39   
10 0.95   0.97   0.97   0.98   
20 1.68   1.76   1.77   1.77   
60 4.10   4.60   4.81   5.04   

120 6.43   8.17   8.88   9.37   
250 8.61   12.98   15.64   17.42   
*1 0.75   0.75   0.75   0.75   

備考 *1：5%有意⽔準

重複なし 99%VaR(縦：保有期間 横：⾃由度) サンプルサイズ：500 Moving Window法 99%VaR
3 5 10 20 50 正規分布 3 5 10 20 50 正規分布

1 2.55   2.55   2.42   2.35   2.31   2.29   1 2.55   2.55   2.42   2.35   2.31   2.29   
10 7.60   7.43   7.30   7.26   7.24   7.23   10 7.95   7.37   7.19   7.15   7.11   7.10   
20 10.62   10.39   10.26   10.24   10.23   10.22   20 10.18   9.90   9.80   9.78   9.76   9.77   
60 18.09   17.83   17.75   17.72   17.71   17.72   60 14.71   14.92   14.99   14.95   14.99   14.95   

120 25.41   25.15   25.08   25.04   25.05   25.05   120 17.87   18.38   18.39   18.31   18.36   18.44   
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 表 11 から、ファットテイル性がある場合、正規分布対比、Moving Window 法の

影響は大きくなることが分かる。一方、自由度が低い場合、正規分布への近づき

方のスピードの違いにより、Moving Window 法が、過大評価してしまう場合があ

る（自由度 3、保有期間 10 日のケース）。 

 

②自己相関がある場合 

 収益率の自己相関を考慮するため、日次収益率は(19)式の ARMA(1,1)モデルに従

うと仮定する。 

௧ݎ  ൌ ߶ଵݎ௧ିଵ ൅ ௧ߝ ൅ ,௧ିଵߝଵߠ  

௧ߝ ൌ ,௧ݖߪ .݅~௧ݖ ݅. ݀. ܰሺ0,1ሻ. 
(19) 

 (19)式の AR 項による影響については、ߠଵ ൌ ߪ			0 ൌ 1と固定した上で 	߶ଵ ൌ

െ0.7, െ0.5, െ0.2, 0.2, 0.5, 0.7の 6 パターンを想定する。この場合の 99%VaR の乖離

は、表 12 のように与えられる。 

表 12 Moving Window 法による AR 過程に対する 99%VaR の乖離 

  

    

 (19)式の MA 項による影響については、߶ଵ ൌ ߪ			0 ൌ 1と固定した上で

ଵߠ ൌ െ0.7, െ0.5, െ0.2, 0.2, 0.5, 0.7の 6 パターンを想定してみる。この場合の 99%VaR

の乖離は、表 13 のように与えられる。 

重複がない場合からの乖離
3 5 10 20 50 正規分布

1 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 
10 4.6% -0.8% -1.5% -1.5% -1.9% -1.7% 
20 -4.2% -4.7% -4.5% -4.6% -4.7% -4.4% 
60 -18.7% -16.3% -15.6% -15.6% -15.4% -15.6% 

120 -29.7% -26.9% -26.6% -26.9% -26.7% -26.4% 

重複なし 99%VaR(縦：保有期間 横：AR項) サンプルサイズ：500 Moving Window法 99%VaR
-0.7   -0.5   -0.2   0.2   0.5   0.7   正規分布 -0.7   -0.5   -0.2   0.2   0.5   0.7   正規分布

1 3.19 2.64 2.34 2.33 2.63 3.18 2.29  1 3.19 2.64 2.34 2.33 2.63 3.18 2.29  
10 4.79 5.13 6.14 8.84 13.47 20.62 7.23  10 4.72 5.05 6.04 8.70 13.20 20.25 7.10  
20 6.41 7.04 8.60 12.65 19.75 31.68 10.22  20 6.19 6.74 8.22 12.04 18.78 29.94 9.77  
60 10.65 11.93 14.81 22.07 35.03 57.70 17.72  60 9.14 10.21 12.54 18.54 29.32 47.42 14.95  

120 14.91 16.79 20.87 31.24 49.80 82.49 25.05  120 11.10 12.44 15.34 22.97 36.14 58.78 18.44  

重複がない場合からの乖離
-0.7   -0.5   -0.2   0.2   0.5   0.7   正規分布

1 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 
10 -0.5% -1.2% -1.7% -1.7% -1.9% -1.7% -1.7% 
20 -1.8% -3.4% -4.1% -4.6% -5.1% -5.0% -4.4% 
60 -9.8% -13.3% -15.2% -15.4% -16.3% -15.9% -15.6% 

120 -19.9% -24.8% -26.4% -26.9% -27.0% -26.6% -26.4% 
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表 13 Moving Window 法による MA 過程に対する 99%VaR の乖離 

  

   

 収益率の自己相関を考慮した場合、正の自己相関がある場合は、正規分布対比

乖離が大きくなり、負の自己相関がある場合は、乖離が小さくなることが分かる。

また MA(1)モデルでは長期ラグの自己相関が 0 となるため、VaR 算出においては

MA 項が小さい場合、乖離がより小さくなることが分かる。 

 

③ボラティティ・クラスタリングがある場合 

 収益率のボラティリティ・クラスタリングを考慮するため、日次収益率は(4)式

の GARCH(1,1)モデルに従うと仮定する。GARCH(1,1)モデルのパラメータは、

ሺߚ, ሻߙ ൌ ሺ0.92,0.07ሻ, ሺ0.88,0.11ሻ, ሺ0.88,0.07ሻ, ሺ0.84,0.11ሻの 4 パターンを想定する14。

この場合の 99%VaR の乖離は、表 14 のように与えられる。 

表 14 Moving Window 法による GARCH 過程に対する 99%VaR の乖離 

 

   

 収益率にボラティリティ・クラスタリングがある場合、正規分布対比、Moving 

Window 法による過小評価の影響は大きくなることが分かる。また、その過小評価

の影響はボラティリティの長期記憶性（ߙ ൅ が大きいほど、大きくなる傾向に（ߚ

                                                 
14 実際の市場データを元にߙ ൅ ߚ ൌ 0.99, 0.95となるように設定した。ሺߙ ൅ ሻの水準はボラテߚ

ィリティの長期記憶性を表す。また、(4)式より、ボラティリティの無条件期待値を 1 に基準

化するように߱ ൌ 1 െ ሺߙ ൅  。ሻと設定したߚ

重複なし 99%VaR(縦：保有期間 横：MA項) サンプルサイズ：500 Moving Window法 99%VaR
-0.7   -0.5   -0.2   0.2   0.5   0.7   正規分布 -0.7   -0.5   -0.2   0.2   0.5   0.7   正規分布

1 2.79 2.56 2.33 2.33 2.55 2.79 2.29 1 2.79 2.56 2.33 2.33 2.55 2.79 2.29 
10 3.47 4.28 5.96 8.55 10.60 11.99 7.23 10 3.45 4.23 5.86 8.41 10.40 11.78 7.10 
20 4.09 5.60 8.30 12.17 15.17 17.19 10.22 20 4.02 5.41 7.96 11.60 14.39 16.32 9.77 
60 5.96 9.14 14.26 21.20 26.47 29.94 17.72 60 5.38 7.93 12.09 17.95 22.16 25.18 14.95 

120 7.99 12.72 20.09 30.05 37.51 42.46 25.05 120 6.40 9.56 14.80 21.96 27.40 31.15 18.44 

重複がない場合からの乖離
-0.7   -0.5   -0.2   0.2   0.5   0.7   正規分布

1 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 
10 -0.5% -1.2% -1.7% -1.7% -1.9% -1.7% -1.7% 
20 -1.8% -3.4% -4.1% -4.6% -5.1% -5.0% -4.4% 
60 -9.8% -13.3% -15.2% -15.4% -16.3% -15.9% -15.6% 

120 -19.9% -24.8% -26.4% -26.9% -27.0% -26.6% -26.4% 

重複なし 99%VaR(縦：保有期間 横：パラメータ（β,α） ) Moving Window法 99%VaR
(0.92,0.07) (0.88,0.11) (0.88,0.07) (0.84,0.11) 正規分布 (0.92,0.07) (0.88,0.11) (0.88,0.07) (0.84,0.11) 正規分布

1 2.36     2.41     2.38     2.33     2.29    1 2.36     2.41     2.38     2.33     2.29    
10 7.97     8.30     7.78     7.55     7.23    10 7.46     7.65     7.61     7.41     7.10    
20 11.26     11.66     10.92     10.64     10.22    20 10.21     10.24     10.31     10.06     9.77    
60 19.32     19.91     18.59     18.19     17.72    60 14.96     14.66     15.10     15.05     14.95    

120 27.11     27.75     25.84     25.48     25.05    120 18.06     17.47     18.13     18.30     18.44    

重複がない場合からの乖離
(0.92,0.07) (0.88,0.11) (0.88,0.07) (0.84,0.11) 正規分布

1 0.0%    0.0%    0.0%    0.0%    0.0%  
10 -6.3%    -7.8%    -2.2%    -1.8%    -1.7%  
20 -9.3%    -12.2%    -5.6%    -5.4%    -4.4%  
60 -22.6%    -26.4%    -18.8%    -17.3%    -15.6%  

120 -33.4%    -37.1%    -29.8%    -28.2%    -26.4%  
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ある。 

 

④収益率にジャンプがある場合 

 収益率のジャンプを表現するため、(20)式のジャンプ拡散過程のモデルを用いる。

ここで、ܬ௧はジャンプの要素であり、その強度ߣは一定とし、ジャンプのサイズは

正規分布ܰ൫0, ௝ߪ
ଶ൯に従うとする。 

௧ݎ  ൌ ௧ߝ ൅ ,௧ܬ  

௧ߝ ൌ ,௧ݖߪ .݅~௧ݖ ݅. ݀. ܰሺ0,1ሻ. 
(20) 

(20)式のパラメータについては、ߪ ൌ 1と固定した上で、ジャンプの強度ߣとサイズ

の標準偏差ߪ௝について、		൫ߣ, ௝൯ߪ ൌ ሺ0.06,0.03ሻ, ሺ0.06,0.05ሻ, ሺ0.12, 0.03ሻ, ሺ0.12,0.05ሻの

4 パターンを想定する15。この場合の 99%VaR の乖離は、表 15 のようになる。 

表 15 Moving Window 法によるジャンプ過程に対する 99%VaR の乖離 

    

 収益率にジャンプを含む場合、Moving Window 法による過小評価の影響は大き

くなることが分かる。また、その影響は、ジャンプ強度とジャンプ幅が大きいほ

ど、乖離は大きくなることが分かる。 

 

⑤マーケットデータを用いた分析 

 3 節で使用した日本と米国の市場データに対し、Moving Window 法を使用して

VaR を試算する。ここでは、表 7 で選択されたモデルを用いて、シミュレーショ

ンを行う。シミュレーションの前提は同様であり、各エクスポージャーについて

は、5 節と同様にする。結果は表 16 の通りである。 

                                                 
15 パラメータの値は、実際の市場データを基に設定した。 

重複なし 99%VaR(縦：保有期間 横：パラメータ（λ,σj） ) Moving Window法 99%VaR
(0.06,0.03) (0.06,0.05) (0.12,0.03) (0.12,0.05) 正規分布 (0.06,0.03) (0.06,0.05) (0.12,0.03) (0.12,0.05) 正規分布

1 2.29     2.29     2.29     2.29     2.29    1 2.29     2.29     2.29     2.29     2.29    
10 7.23     7.23     7.22     7.23     7.23    10 7.10     7.10     7.10     7.10     7.10    
20 10.22     10.23     10.22     10.23     10.22    20 9.76     9.74     9.74     9.75     9.77    
60 17.72     17.71     17.70     17.73     17.72    60 14.95     14.98     14.90     14.89     14.95    

120 25.04     25.03     25.04     25.06     25.05    120 18.40     18.20     18.22     18.27     18.44    

重複がない場合からの乖離
(0.06,0.03) (0.06,0.05) (0.12,0.03) (0.12,0.05) 正規分布

1 0.0%    0.0%    0.0%    0.0%    0.0%  
10 -1.8%    -1.8%    -1.8%    -1.8%    -1.7%  
20 -4.5%    -4.8%    -4.7%    -4.6%    -4.4%  
60 -15.7%    -15.4%    -15.8%    -16.0%    -15.6%  

120 -26.5%    -27.3%    -27.2%    -27.1%    -26.4%  
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表 16 3 節の市場データに対する Moving Window 法による 99%VaR の乖離 

     

 実際の市場データはモデル選択の結果、自己相関、ファットテイル性、ボラテ

ィリティ・クラスタリングの性質があるため、Moving Window 法を用いる場合、

正規分布対比過小評価の影響が大きくなることが分かる。 

 これまで本節では、1 変量のリスク量算出の際に Moving Window 法が与える影

響について、分析を行った。次小節では 2 変量のリスクの合算における Moving 

Widow 法が与える影響について分析を行う。 

 

（２）2 変量の場合 

①保有期間が揃っている場合 

 2 変量の保有期間が揃っている場合における Moving Window 法が与える分散、

パーセントタイル点（VaR）への影響を分析する。ここでは、各金融資産の保有期

間は n 期間とする。まず、Moving Window 法が相関係数に与える影響について示

す。1 変量の場合と同様に日次の各収益率は、独立に正規分布に従うとする

.݅~௜ݔ） ݅. ݀. ܰሺ0,1ሻ, .݅~௜ݕ ݅. ݀. ܰሺ0,1ሻ）と、n 期間収益率は、 ௜ܺ ൌ ∑ ௜ା௞ିଵݔ
௡
௞ୀଵ , ௜ܻ ൌ

∑ ௜ା௞ିଵݕ
௡
௞ୀଵ で表現でき、ݔ௜とݕ௜に一定の相関ߩを与えると、ܺとܻの共分散行列は

Σ௜,௝ ൌ ߩ ∗ max	ሺ݊ െ |݅ െ ݆|, 0ሻとなる。このとき S 個の n 期間収益率（ ܺ ൌ

ሺ ଵܺ, ܺଶ, … , ௌܺሻ௧, ܻ ൌ ሺ ଵܻ, ଶܻ, … , ௌܻሻ௧）に対して、 

TOPIX 99%VaR （億円）(縦：保有期間) 国債5Y 99%VaR （億円）

重複なし①
Moving

Window法②
②/①-1 正規分布 重複なし①

Moving
Window法②

②/①-1 正規分布

1 1,327.1  1,327.1  0.0%   0.0%   1 727.8  727.8  0.0%   0.0%   
10 4,674.7  4,549.6  -2.7%   -1.7%   10 2,614.0  2,305.7  -11.8%   -1.7%   
20 6,768.3  6,127.9  -9.5%   -4.4%   20 3,782.5  3,106.1  -17.9%   -4.4%   
60 11,847.6  8,776.5  -25.9%   -15.6%   60 6,826.3  4,568.1  -33.1%   -15.6%   

120 16,373.8  10,148.5  -38.0%   -26.4%   120 9,896.6  5,369.2  -45.7%   -26.4%   

Dow 99%VaR （億円） ⽶国債5Y 99%VaR （億円）

重複なし①
Moving

Window法②
②/①-1 正規分布 重複なし①

Moving
Window法②

②/①-1 正規分布

1 1,069.5  1,069.5  0.0%   0.0%   1 1,869.5  1,869.5  0.0%   0.0%   
10 3,555.7  3,284.7  -7.6%   -1.7%   10 6,183.8  5,344.2  -13.6%   -1.7%   
20 4,995.5  4,399.0  -11.9%   -4.4%   20 8,942.3  7,275.1  -18.6%   -4.4%   
60 8,524.5  6,362.4  -25.4%   -15.6%   60 15,612.1  10,676.8  -31.6%   -15.6%   

120 11,900.0  7,489.5  -37.1%   -26.4%   120 21,911.9  12,946.8  -40.9%   -26.4%   
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തܺ ൌ

∑ ௜ܺ௜

ܵ
, തܻ ൌ

∑ ௜ܻ௜

ܵ
,

covሺܺ, ܻሻ ൌ
∑ ሺ ௜ܺ െ തܺሻሺ ௜ܻ െ തܻሻ௜

ܵ െ 1
,  

 

とすると、 

 
ॱ൫covሺܺ, ܻሻ൯ ൌ ॱቆ

∑ ሺ ௜ܺ െ തܺሻሺ ௜ܻ െ തܻሻ௜

ܵ െ 1
ቇ

ൌ
݊ܵ
ܵ െ 1

ߩ െ
1

ܵሺܵ െ 1ሻ
ॱ ൤൬෍ ௜ܺ

௜
൰ ൬෍ ௜ܻ

௜
൰൨, 

 

となり、1 変量のときと同様に計算すると、 

 
ॱ൫covሺܺ, ܻሻ൯ ൌ ߩ ቆ݊ െ

݊ሺ݊ െ 1ሻሺ3ܵ െ ݊ െ 1ሻ
3ܵሺܵ െ 1ሻ

ቇ, (21) 

となる。したがって、(18)式を用いると、相関係数は 

 
Corrሺܺ, ܻሻ ൌ ॱቆ

covሺܺ, ܻሻ

ඥvarሺܺሻඥvarሺܻሻ
ቇ ൌ  (22) ,ߩ

となり、重複の影響を受けないことが分かる。また、ܺ ௜と ௜ܻの和の分散については、

(18)式、(21)式の結果を用いて、(23)式のように表現できる。 

 ॱ൫vሺܺ ൅ ܻሻ൯ ൌ ॱ൫vሺܺሻ ൅ vሺܻሻ ൅ 2covሺܺ, ܻሻ൯

ൌ 2ሺ1 ൅ ሻߩ ቆ݊ െ
݊ሺ݊ െ 1ሻሺ3ܵ െ ݊ െ 1ሻ

3ܵሺܵ െ 1ሻ
ቇ. (23) 

重複がない場合は、ॱ൫vሺܺ ൅ ܻሻ൯ ൌ 2݊ሺ1 ൅ ሻとなるため、重複による影響は、(18)ߩ

式の 1 変量の場合と同水準で、保有期間とサンプルサイズの影響を受けることが

分かる。 

 

②保有期間が異なる場合 

 次に保有期間が異なっている場合における Moving Window 法が相関係数に与え

る影響について分析する。各金融資産の収益率の前提は前節と同様とし、各金融

資産の保有期間を m、n	ሺ݊ ൏ ݉ሻとすると、ܺとܻの共分散行列はΣ௜,௝ ൌ ߩ ∗ max	ሺ݊ െ

|݅ െ ݆|, 0ሻとなる。このとき、S 個の m 期間、n 期間収益率（ܺ ൌ ሺ ଵܺ, ܺଶ, … , ௌܺሻ௧, ܻ ൌ
ሺ ଵܻ, ଶܻ, … , ௌܻሻ௧）に対して、 
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തܺ ൌ

∑ ௜ܺ௜

ܵ
, തܻ ൌ

∑ ௜ܻ௜

ܵ
,

covሺܺ, ܻሻ ൌ
∑ ሺ ௜ܺ െ തܺሻሺ ௜ܻ െ തܻሻ௜

ܵ െ 1
,  

 

となり、前節と同様の計算により、X と Y の共分散は、(21)式で与えられる。した

がって相関係数は、 

 
Corrሺܺ, ܻሻ ൌ ॱቆ

covሺܺ, ܻሻ

ඥvarሺܺሻඥvarሺܻሻ
ቇ

ൌ ߩ
൬݊ െ

݊ሺ݊ െ 1ሻሺ3ܵ െ ݊ െ 1ሻ
3ܵሺܵ െ 1ሻ ൰

ቆට݉ െ݉ሺ݉ െ 1ሻሺ3ܵ െ ݉ െ 1ሻ
3ܵሺܵ െ 1ሻ

ට݊ െ ݊ሺ݊ െ 1ሻሺ3ܵ െ ݊ െ 1ሻ
3ܵሺܵ െ 1ሻ ቇ

ൌ ߩ	
√݊

√݉
ඨ
3ܵሺܵ െ 1ሻ െ ሺ݊ െ 1ሻሺ3ܵ െ ݊ െ 1ሻ
3ܵሺܵ െ 1ሻ െ ሺ݉ െ 1ሻሺ3ܵ െ ݉ െ 1ሻ

	, 

(24) 

となる。(22)式、(24)式から、保有期間が揃っている場合と異なり、保有期間が異

なる場合は、相関係数に対しても重複の影響を受け、その大きさは保有期間の乖

離、サンプルサイズに依存することが分かる。また、重複がない場合、保有期間

の異なる相関係数は、補論 3 の(A-4)式のように、ルート t 倍法で調整した相関係

数に一致するが、重複がある場合、(24)式より、ට
ଷௌሺௌିଵሻିሺ௡ିଵሻሺଷௌି௡ିଵሻ

ଷௌሺௌିଵሻିሺ௠ିଵሻሺଷௌି௠ିଵሻ
だけ相関係

数に影響を与えることが分かる。このバイアスは、1 変量の場合と同様にサンプル

サイズを大きくすることで、縮小することができる。分散については、 

 ॱ൫varሺܺ ൅ ܻሻ൯ ൌ ॱ൫varሺܺሻ ൅ varሺܻሻ ൅ 2covሺܺ, ܻሻ൯

ൌ ቆ݉ െ
݉ሺ݉ െ 1ሻሺ3ܵ െ ݉ െ 1ሻ

3ܵሺܵ െ 1ሻ
ቇ			

൅ ሺ1 ൅ ሻߩ2 ቆ݊ െ
݊ሺ݊ െ 1ሻሺ3ܵ െ ݊ െ 1ሻ

3ܵሺܵ െ 1ሻ
ቇ, 

(25) 

となり、保有期間の揃っている場合の(23)式と比べると、保有期間が異なっている

場合の(25)式から、各金融資産の保有期間の違いが分散に影響を与えることが分か

る。また、重複がない場合はॱ൫vሺܺ ൅ ܻሻ൯ ൌ ݉ ൅ ሺ1 ൅ ሻ݊となるため、サンプルߩ2

サイズが小さい場合、バイアスが発生することが分かる。 
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７．おわりに 

（１）分析のまとめ 

 本稿では、金融機関でのリスク計測における保有期間調整方法の代表的な手法

であるルート t 倍法と Moving Window 法を取り上げ、その前提や問題点を整理し、

各手法が持つモデル・リスクの分析を行った。ルート t 倍法では、市場データの特

性に合わせて提案されているルート t 倍法の修正案について代表的な金融資産ポ

ートフォリオに対してその有効性を検証した。 

 ルート t 倍法は、前提として、市場変動が独立同一な正規分布に従うという前提

をおいているが、実際の市場データは、その前提から大きく乖離しており、収益

率のボラティリティの自己相関、債券（金利）では自己相関が観測された。この

乖離に対して、Wang, Yeh, and Cheng [2011]や Kinateder and Wagner [2014]の提案し

た修正方法を使用し、その有効性を確認した。自己相関が観測された債券（金利）

については、Wang, Yeh, and Cheng [2011]の手法が有効であることが分かった。一

方、収益率そのものの自己相関が有意にみられなかった株式に対しては、収益率

の絶対値の自己相関を使用した Kinateder and Wagner [2014]の手法が有効であるこ

とが分かった。 

 また、ルート t 倍法を用いたリスクの合算では、保有期間が揃っている場合と異

なる場合について、分析を行った。保有期間が揃っている場合には、リスク・フ

ァクターの合算はポートフォリオの損益として、1 変量に帰着できるため、Wang, 

Yeh, and Cheng [2011]や Kinateder and Wagner [2014]の手法を用いて、ルート t 倍法

の修正を行った。保有期間が異なっている場合には、1 変量に帰着できないため、

本稿では分散共分散法を援用した手法を用いてリスクの合算を行った。分析では、

ルート t 倍法を用いて調整した相関係数とシミュレーションから算出したインプ

ライド相関係数の比較を行い、足許のボラティリティ水準に応じてインプライド

相関係数が変動することが分かった。この変動を考慮するために、足許のボラテ

ィリティと収益率の 2 乗自己相関を使った調整方法を提案し、その有効性を確認

した。本稿の分析により、ルート t 倍法を用いた合算の際には足許のボラティリテ

ィ水準に応じて、依存関係を調整する必要があることが認識された。 

 Moving Window 法については、実務では幅広く使用されている一方、先行研究

が少ない。Sun et al. [2009]は、日次収益率が独立同一分布かつ正規分布に従う場合、

Moving Window 法は過小評価され、サンプルサイズが小さく、保有期間が長いほ

ど、過小評価の度合いが強まることを示した。また、彼らの結果では取り上げら

れなかった市場データの特性（ファットテイル性、自己相関、ボラティリティ・

クラスタリング、ジャンプ）を考慮した場合の影響分析を行った。結果を項目別

にまとめると以下の通りである。 
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（ファットテイル性） 

 ファットテイル性を表現するために、Student-t 分布を使用した場合の Moving 

Window 法の影響は、正規分布対比やや大きいことが分かった。また、自由度が小

さい場合、正規分布の場合の結果と大きく異なる結果が得られた。これは、自由

度の違いによって、Student-t 分布が正規分布に近づくスピードが異なることが原

因と考えられる。 

（自己相関） 

 自己相関を表現するために、ARMA(1,1)モデルを使用した場合のMoving Window

法の影響は、正の自己相関がある場合、正規分布対比影響は大きくなり、負の自

己相関がある場合、正規分布対比影響は小さくなった。 

（ボラティリティ・クラスタリング） 

 ボラティリティ・クラスタリングがある場合の Moving Window 法の影響は、正

規分布対比大きくなった。また、その影響はボラティリティの長期記憶性が大き

いほど、大きくなる傾向にある。 

（ジャンプ） 

 収益率にジャンプを含む場合、Moving Window 法による過小評価の影響は大き

くなった。また、その影響は、ジャンプ強度とジャンプ幅が大きいほど、乖離は

大きくなった。 

 また、保有期間の揃っている 2 変量（資産間に一定の相関を与えた）の場合、

各収益率は独立同一分布かつ正規分布に従うならば、Moving Window 法による資

産間の相関係数への影響はなく、VaR に対する過小評価のみが影響することが分

かった。一方で、保有期間が異なっている場合、保有期間の乖離の大きさやサン

プルサイズが、相関係数と VaR 両方に影響することが分かった。 

 本稿の分析を通じて、ルート t 倍法や Moving Window 法といった保有期間調整

方法には各々モデル・リスクが存在することが改めて認識された。今後、実務に

おいて保有期間調整を行う際には、このモデル・リスクを認識する必要がある。 

 

（２）今後の課題と展望 

 本稿では、Moving Window 法における分散への影響については 2 変量の場合を

含めて、理論的に示すことができたが、パーセントタイル点（VaR）への影響につ

いては、明示的に示すことができなかった。収益率の分布が独立同一分布かつ平

均 0 の正規分布に従う場合、分散とパーセンタイル点に与える影響は等しいが、



28 

 

実際の市場データの特性を考慮した場合、影響度はその特性により異なる。今後、

パーセントタイル点への影響に対してより深化した分析が望まれる。 

 2 変量の場合では、保有期間の揃っている各収益率が独立同一分布かつ正規分布

に従う場合、Moving Window 法による相関係数への影響はなく、VaR への影響は 1

変量の場合と同じとなったが、ファットテイル性等の市場データの特性を考慮し

た際の影響については、まだ調べられていない。 

 また、本稿では、分散共分散法を援用した手法で保有期間の異なるリスクを合

算し、相関係数に対する保有期間調整方法を提案し、この手法が、単純にルート t

倍法を用いた調整方法よりも本手法の方が有効であることを示した。一方で、リ

スクの合算方法については、これまで多くの先行研究が行われているが、分散共

分散法以外の合算手法に対する保有期間調整方法については、まだ調べられてい

ないため、今後の課題としていきたい。 
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補論１ 先行研究におけるルート t 倍法の修正方法の市場データへの適用 

3 節の市場データに対して Wang, Yeh, and Cheng [2011]の提案した(3)式の修正ル

ート t 倍法の適用した結果は表 A-1 の通りである。各 VaR 算出における前提は、

表 4 と同様である。 

表 A-1 修正ルート t倍法による VaR の精度 

 

表A-1より、3節で、有意な自己相関が観察されなかった株式に対しては、Wang, Yeh, 

and Cheng [2011]の修正があまり有効ではないものの、有意な自己相関が観察され

た債券に対しては、(3)式の修正ルート t 倍法を使用した VaR の方が通常のルート

t 倍法よりもベンチマークに近づくことが分かる。 

また、3 節の市場データに対して Kinateder and Wagner [2014]の手法を適用した結

果は、表 A-2 の通りである。各 VaR 算出における前提は、表 A-1 と同様である。 

表 A-2 収益率絶対値のハースト指数と自己相関係数を用いた VaR の修正 

  
 表 A-2 から、Kinateder and Wagner [2014]の手法は、ボラティリティ・クラスタ

リングによる過小評価を修正する方向に働く一方で、過度に修正され、ベンチ―

マーク対比過大評価される場合があった。 

  

株式  (観測期間：10年  <2004/10/1~2014/9/30>） 債券  (観測期間：10年  <2004/10/1~2014/9/30>）

99%VaR
(億円)

TOPIX Dow FTSE100 DAX
99%VaR
(億円)

⽇本国債
5Y

⽶国債
5Y

英国債
5Y

独国債
5Y

√10VaR(1)①*1 4,615.2  4,140.3  3,929.9  4,683.5  √10VaR(1)①*1 2,663.7  6,418.2  5,410.3  4,698.5  
MVaR(10)②*2 4,342.5  3,535.1  3,496.3  4,410.8  MVaR(10)②*2 2,533.7  5,605.5  5,430.3  4,669.3  

VR(10) 0.878  0.716  0.782  0.880  VR(10) 0.904  0.760  1.007  0.987  
ρ (1) -0.006  -0.108  -0.047  0.008  ρ (1) -0.022  -0.080  0.059  0.037  

VaR(10)③*3 4,401.2  3,965.3  3,955.3  5,125.9  VaR(10)③*3 2,224.2  4,998.7  4,831.5  4,116.2  
(①/③-1)% 4.9%  4.4%  -0.6%  -8.6%  (①/③-1)% 19.8%  28.4%  12.0%  14.1%  
(②/③-1)% -1.3%  -10.8%  -11.6%  -14.0%  (②/③-1)% 13.9%  12.1%  12.4%  13.4%  

備考 *1：ルートt倍法を使⽤して1⽇のVaRを10⽇に調整
   *2：Wang, Yeh, and Cheng [2011]の修正ルートt倍法を使⽤した10⽇のVaR
   *3：ベンチマークとしてBox-Car法で算出した10⽇のVaR

株式 (観測期間：5年 シミュレーション期間：5年) 債券 (観測期間：5年 シミュレーション期間：5年)

99%VaR
(億円)

TOPIX Dow FTSE100 DAX
99%VaR
(億円)

⽇本国債
5Y

⽶国債
5Y

英国債
5Y

独国債
5Y

√10VaR(1)①*1 3,473.2  2,692.7  2,860.4  3,553.7  √10VaR(1)①*1 1,360.0  4,806.5  4,680.7  4,538.4  
HVaR(10)②*2 4,032.2  5,075.3  3,798.9  4,302.0  HVaR(10)②*2 2,135.5  6,678.4  5,937.0  5,494.9  

H 0.865  0.930  0.917  0.912  H 0.917  0.918  0.843  0.962  
|ρ (1)| 0.270  0.280  0.277  0.187  |ρ (1)| 0.278  0.199  0.127  0.155  

VaR(10)③*3 4,577.2  4,090.6  4,199.9  5,406.6  VaR(10)③*3 2,082.5  5,387.3  4,815.0  4,286.5  
(①/③-1)% -24.1%  -34.2%  -31.9%  -34.3%  (①/③-1)% -34.7%  -10.8%  -2.8%  5.9%  
(②/③-1)% -11.9%  24.1%  -9.5%  -20.4%  (②/③-1)% 2.5%  24.0%  23.3%  28.2%  

備考 *1：ルートt倍法を使⽤して1⽇のVaRを10⽇に調整
   *2：Kinateder and Wagner [2014]の修正⽅法を使⽤した10⽇のVaR
   *3：ベンチマークとしてBox-Car法で算出した10⽇のVaR
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補論２ 各金融資産収益率の絶対値の自己相関 

 本稿で使用する各株価収益率、金利階差の絶対値の自己相関をプロットすると、

図 A-1、図 A-2 の通りとなる（サンプル期間は 10 年間、グラフ中の青線は 5%有

意水準）。図 A-1、図 A-2 から、収益率の絶対値には有意な自己相関が見られ、緩

やかに減衰していることが分かる。 

図 A-1 各種株価の日次収益率の絶対値に対する自己相関 

 

図 A-2 各種債券の金利階差の絶対値に対する自己相関 
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補論３ 相関係数のルート t 倍法を用いた調整方法 

 保有期間が異なる場合におけるルート t 倍法を用いた相関係数の調整方法につ

いて説明する。まず日次収益率ݔ௧,  。௧が式の通り、独立同一分布に従うと仮定するݕ

.݅~௧ݔ  ݅. ݀. ,௫ߤ௫ሺܨ ௫ଶሻߪ , .݅~௧ݕ ݅. ݀. ,௬ߤ௬൫ܨ ௬ଶ൯. (A-1)ߪ

このとき、m>n として、ݔ௧の期間 m の収益率、ݕ௧の期間 n の収益率はそれぞれ、 

 
ܺ௧
௠ ൌ෍ ௧ݔ

௠

௧ୀଵ
, ௧ܻ

௡ ൌ෍ ௧ݕ
௡

௧ୀଵ
, (A-2)

となり、ܺ ௧
௠、	 ௧ܻ

௡の分散は、独立同一分布性より、それぞれ݉ߪ௫ଶ、݊ 。௬ଶと表されるߪ

また、ܺ௧
௠と	 ௧ܻ

௡の共分散は、 

 
covሾܺ௧

௠, ௧ܻ
௡ሿ ൌ cov ൤෍ ௧ݔ

௠

௧ୀଵ
,෍ ௦ݕ

௡

௦ୀଵ
൨

ൌ෍ ෍ covሾݔ௧, ௦ሿݕ
௡

௦ୀଵ

௠

௧ୀଵ
ൌ ,௬ߪ௫ߪ௫,௬ߩ݊  

(A-3)

となる。ただし、ߩ௫,௬はݔ௧, ܺ、௧の相関係数である。したがってݕ ௧
௠, ௧ܻ

௡の相関係数は、 

 
௫,௬ߩ
ሺ௠,௡ሻ ൌ

covሾܺ௧
௠, ௧ܻ

௡ሿ

ඥvarሾܺ௧
௠ሿඥvarሾ ௧ܻ

௡ሿ
ൌ ௫,௬ߩ

√݊

√݉
,  (A-4)

となる。 
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