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要 旨 

アメリカン・モンテカルロ法とは、アメリカン・オプションの価格をモ

ンテカルロ法を用いて数値的に計算する手法の総称である。同手法はア

メリカン・オプションの価格評価だけでなく、金融機関のリスク管理に

も利用されるなど幅広く活用されているが、計算の速度と精度には改善

の余地が残されている。本研究では、継続価値と呼ばれるアメリカン・

オプションの将来時点における価値をウィーナー空間上の立体求積法

を用いた新しい手法で精度良く近似することを通じて、アメリカン・モ

ンテカルロ法の計算精度を向上させるアルゴリズムを開発する。本稿で

は、まず、アメリカン・モンテカルロ法について既存研究を踏まえた解

説を行う。次に、本研究が提案するアルゴリズムとその特徴について述

べる。最後に、数値例を用いて、既存の手法では必要な精度を伴った計

算結果を得ることが難しい場合でも、本研究が提案する手法を適用すれ

ば高い精度の計算が可能であることを示す。 
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1 はじめに

アメリカン・オプションとは満期までの任意の時点で権利行使可能なオプションであ

る1。その価格の評価手法は当該商品の価格付けだけでなく、金融機関のリスク管理を始

め幅広く利用されている。例えば、住宅ローンのプリペイメント・リスクを評価する際や、

カウンターパーティー・リスク評価における信用リスク調整（Credit Value Adjustment :

CVA）の算出にも利用されている。

アメリカン・モンテカルロ法とはアメリカン・オプションの価格をモンテカルロ法を用

いて数値的に計算する手法の総称である。本稿では、ウィーナー（Wiener）空間上の立

体求積法を用いた新しい手法で、継続価値と呼ばれるアメリカン・オプションの将来時点

における価値を精度良く近似し、それを通じて、アメリカン・モンテカルロ法の計算精度

を向上させるアルゴリズムを開発する。

アメリカン・オプションの価格は、満期時点から時間をさかのぼる方向に、継続価値と

呼ばれる一時点先のオプション価格の条件付期待値と行使価格とで大きい方の値を求める

計算を繰り返すことで算出できる。このように後退的な繰り返しのある計算を行う際に

は、格子法や有限差分法等を用いる必要があり、原資産のパスを時間の流れに沿って前進

的に発生させるモンテカルロ法を直接用いることはできない。一方で、モンテカルロ法は

アルゴリズムが比較的簡明であること等から汎用性が高いほか、経路依存性がある商品、

多資産を参照する商品、原資産のモデルが多次元の確率過程で表される商品等は、モンテ

カルロ法以外の手法でその価格を評価することは難しいとされている。このため複雑なス

キームを持つデリバティブ取引が増加するにつれデリバティブの価格評価にモンテカルロ

法が用いられることが多くなってきている。仮に全てのデリバティブの価格評価をモンテ

カルロ法で統一できれば、各商品の価格を計算する方法を単一の枠組みで整理・運用する

ことができるため、アメリカン・オプションの価格をモンテカルロ法を用いて評価するこ

とに対する需要は大きい。こうした需要に応えるため、アメリカン・モンテカルロ法と総

称される、後退的な繰り返しのある計算を前進的な計算に置換することでアメリカン・オ

1実際に取引されているアメリカン・オプションの権利行使可能時点は日次、週次、月次等に設定され離
散時点でのみ権利行使が可能である。数理ファイナンスの理論面を扱う文献では任意の時刻で権利行使可
能なオプションをアメリカン・オプション、あらかじめ離散的に定められた任意の時刻で権利行使可能なオ
プションをバミューダン・オプションと呼び厳密に区別している。しかし、間隔が短いバミューダン・オプ
ションはアメリカン・オプションと商品性が類似していることからバミューダン・オプションをアメリカ
ン・オプションと呼ぶことが少なくない。本稿では、アメリカン・オプションを離散的に表現した上でその
価格を評価する手法について議論することを目的とするため、権利行使可能時点の間隔が長い商品につい
て考察を加える第 5節を除きバミューダン・オプションをアメリカン・オプションと呼ぶことにする。
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プションの価格をモンテカルロ法を用いて評価することを可能にした新しい計算手法が開

発された。しかし、同手法についてはこれまでに数多くの研究がなされ、実務での活用も

広がりをみせてきているものの、その計算の速度と精度には依然として改善の余地が残さ

れているというのが実情である。

モンテカルロ法を用いてアメリカン・オプションの価格を評価する際には、原資産パス

の各状態における継続価値を求める必要があるが、その値は一般的に解析的に求めるこ

とができない。このため、多くの場合、条件付期待値を近似値で代用することでこの問

題を解決しており、アメリカン・モンテカルロ法における計算の速度や精度を向上させる

うえでは、条件付期待値を効率的に高い精度で近似する方法を開発することが重要とな

る。計算の速度を向上させることを重視した代表的な手法として Longstaff and Schwartz

[2001]等による、最小二乗モンテカルロ（Least Square Monte Carlo : LSM）法を挙げる

ことができる。これは、事前に選択した幾つかの関数で条件付期待値を回帰する近似手法

を用いており、計算効率の面で優れている。また、実証研究でペイオフを決める関数の形

が複雑とはならない範囲では十分な精度を獲得できることが確認されていることを踏ま

えて、実務でも広く用いられている。しかし、回帰に基づく手法の欠点として、計算の精

度が事前に選択した回帰関数の形に依存するため、選択した関数で条件付期待値がうまく

近似できる場合には精度の高い計算結果が得られるが、そうでない場合には Hamdi and

Marcus[2011]が指摘するように、無視できない計算誤差が生じうる点を挙げることができ

る。こうした回帰による欠点を回避し、より計算の精度を重視した手法として、Broadie

and Glasserman[2004]、Glasserman[2004]は確率メッシュ（Stochastic Mesh）法を提案し

たが、この手法は条件付期待値を計算する際に原資産の推移確率密度関数を必要とするた

め、適用できるモデルが限られてしまうという強い制約を持つ。こうした点を踏まえ、本

論文では計算の精度が問題に依らず安定的に維持できる性質を重視しつつ、原資産の推移

確率密度関数が分からない場合にも適用できる新しい確率メッシュ法を提案する。本稿の

方法では、条件付期待値を計算する際にLyons and Victoir[2003]によるウィーナー空間上

の立体求積法 (Cubature on Wiener Space : 以下、キューバチャー法)という手法を用い

る。この方法は、確率微分方程式の係数から導かれる常微分方程式の解を用いることによ

り、比較的高精度な近似を与えることができる。このため、LSM法に比べて計算量はや

や多いものの、ペイオフ関数の形に依らず常に精度が高い計算結果を得ることができる。

本稿の構成は以下のとおりである。第 2節ではアメリカン・オプションの特徴と価格を

数値的に計算する際に用いる基本的な手法について簡単に解説する。第 3節ではアメリカ
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ン・モンテカルロ法について LSM 法と確率メッシュ法に重点を置きつつ説明を行う。第

4節では本稿が提案する新しい手法のアルゴリズムを示すほか、その手法を利用する際に

生じうる計算誤差を評価する。第 5節では数値例を用いて LSM法と新しい手法の比較を

行い、LSM法では十分な精度を得ることが難しい場合でも、新しい手法を用いれば高い

精度の計算が可能であることを示す。第 6節では結論と将来に向けた課題を紹介する。補

論 1では新しい手法において確率メッシュ上の継続価値から任意の点上の継続価値を計算

する際に用いる補間手法について解説する。補論 2では新しい手法の理論的背景となる

キューバチャー法について解説する。補論 3では新しい手法の計算誤差について理論面か

ら考察し、関連する定理等の証明を示す。

2 アメリカン・オプション

（1） 設定

(Ω,F , {Ft}t∈[0,∞), P )はフィルトレーション付き確率空間とし、{Bα(t)}t∈[0,∞)、α = 1, . . . , d

をそれぞれ 1次元 {Ft}t∈[0,∞)-標準ブラウン運動とする。また、B0(t) = tと書くことにす

る。ここでC∞
b (RD; RD)は、滑らかで、全ての階の微分まで有界な関数全体の空間とし、

関数 V̂0、̂V1, . . . , V̂dは、V̂0、̂V1, . . . , V̂d ∈ C∞
b (RD; RD)となっているとする。

T > 0、s ∈ [0, T ]、x ∈ RDとして、t ∈ [s, T ]に対し次の確率微分方程式を考える。

X(t; s, x) = x +

∫ t

s

V̂0(X(r; s, x))dr +
d∑

α=1

∫ t

s

V̂α(X(r; s, x))dBα(r), (1)

X(s; s, x) = x. (2)

すなわち、Dは確率過程の数を表し、dはランダムなリスクファクターの数を表す2。X(t; s, x)

は時点 sで xから出発する拡散過程の tでの値を表している。なお、X(t; 0, x)について

はX(t, x)と表す場合もある。

また、有界連続関数 f に対し、期待値を表す作用素 Ps,t、Pt、0 5 s 5 tを、

Ps,tf(x) = E[f(X(t; s, x))],

Ptf(x) = E[f(X(t, x))],

2例えばアベレージ・オプションの価格計算では、リスク資産の価格過程を時間平均したものが従う確率
過程を追加することがある。このため、厳密には必ずしもDは資産数と一致しない。
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とし、

Ps,tf(x) =

∫
RD

f(y)ps,t(x, dy),

Ptf(x) =

∫
RD

f(y)pt(x, dy),

により定義する3。さらに以下では特に断らない限り密度関数の存在を仮定しないが、密

度関数を用いる場合は、

ps,t(x, dy) = ps,t(x, y)dy, (3)

pt(x, dy) = pt(x, y)dy, (4)

と表すことにする。

（2） 性質

以下では a ∨ b = max{a, b}という記号を用いる。0 = T0 < T1 < · · · < TN = T を行使

時刻とし g(Tn, x) : {T0, . . . , TN} × RD → Rを時刻 Tnでオプションを行使したときのペ

イオフ関数とする4。各 n = 0, . . . , N に対し gnはリプシッツ連続であり、

|gn(x) − gn(y)| 5 Kg|x − y|, x, y ∈ RD, Kg < ∞,

とする。このとき、アメリカン・オプションの価格は次のように表される。

vn(x) = sup{E [g(τ,X(τ ; Tn, x))] ; τ ∈ Sn}, (5)

Sn = {τ : Ω → {Tn, . . . , TN}; {Ft}-停止時刻 }. (6)

3アメリカン・オプションの価格評価においては、途中の時点 sで状態 xにいるという情報を明記した方
が分かりやすいため、X(t; s, x)という表記を用いた。途中時点を明記しない表記との対応は、

Ps,tf(x) = E[f(X(t; s, x))] = E[f(X(t))|X(s) = x].

となっている。また、この確率過程は時間一様になっており、Ps,t = Pt−s となっているが、同様の理由に
より両方の記号を用いることにする。

4g(Tn, x) = gn(x)のような記法の書き換えは、誤解の恐れのない限り断りなく用いる。
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イ. ダイナミック・プログラミング

価格 vnは以下のダイナミック・プログラミング（Dynamic Programing : DP）により

満期の価格から順に決めていくことができる。vN(x) = g(TN , x),

vn(x) = g(Tn, x) ∨ cn(x), n = 1, . . . , N − 1.

(7)

ここで cn(x)、n = 0, . . . , N は継続価値と呼ばれ、次のように定まる。cN(x) = g(TN , x),

cn(x) = Pn,n+1(cn+1 ∨ g(Tn+1, ·))(x), n = 1, . . . , N − 1.

(8)

この継続価値 cnを計算することがアメリカン・オプションの価格付けには必要である5。

ロ. 最適停止問題

(5)式で supを与える最適行使時刻 τnは、原資産価格が行使領域と呼ばれる領域（E(t)

とおく）に最初に入った時刻として与えられることが知られている6。DPを用いないア

メリカン・オプションの価格計算手法として、行使領域を求めたうえでこの性質を用いる

手法がある7。すなわち、

τn = inf{t ∈ {Tn, . . . , TN}, x ∈ E(t)}, (9)

5行使時刻が連続的である場合、次の行使時点まで継続するという概念は存在しないため、継続価値は定
義できない。この場合は、継続価値を価値関数（value function）と呼ばれる関数に置換した議論が必要と
なる。

6Föllmer and Schied[2011]第 6章、Duffie[2001] 第 8章の G、H参照。
7イ.、ロ.の方法とは異なる手法として、双対（Duality）法と呼ばれるものがある。この手法ではアメ

リカン・オプションの価格を次のように表す。

vn(x) = inf

{
E[ sup

m=n

(g(Tm, X(Tm; Tn, x)) − M(Tm))];M ∈ H1
0

}
,

H1
0 =

{
M : {Ft}-マルチンゲール; M(T0) = 0, sup

n
|M(Tn)|が可積分

}
.

これは、アメリカン・オプションの価格がそれより大きい集合の中からマルチンゲールを動かすことで求め
られる下限と等しいということを主張している。この事実は (5)式のアメリカン・オプションの価格がそれ
より小さい集合の中から停止時刻 τ を動かすことで求められる上限と等しい、という表現の双対をなして
いる。双対法に基づくアメリカン・オプションの数値計算手法の研究に関しては Haugh and Kogan[2004]、
Rogers[2002]を参照されたい。
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となる。さらに、継続価値 cnを既知とすると、時刻 Tnにおける行使領域 E(Tn)は、

E(Tn) = {x ∈ RD, g(Tn, x) > cn(x)},

と表される。よって最適行使時刻 τnは、

τn = inf{t ∈ {Tn, . . . , TN}, g(t,X(t; Tn, x)) > c(t,X(t; Tn, x))}, (10)

となる。そして、vnは次のように表される。

vn(x) = E[g(τn, X(τn; Tn, x))]. (11)

（3） 基本的な数値解法

アメリカン・オプションの評価式が解析的に得られている場合はほとんど無いため、数

値解析法を用いてその価格を求める必要がある。以下では、基本的な数値解法を概観する

ことを通じてアメリカン・オプションの価格計算法に関する基本的事実を簡単に説明する。

なお、本稿では真の値 αに対し、その推定量を α̃のように記号の上に∼を付して表記

する。

イ. ツリー法

ツリー法とは、与えられた原資産価格過程と整合的な２進木または３進木（以下、ツ

リーと呼ぶ）を構成したうえで、構成したツリーのノード上に示された原資産価格を用

いて、オプション価格の評価を行う手法を指す。初期時点（t = 0）から満期（t = T）ま

での期間を k個の区間に分割した２進木の場合、初期時点の原資産価格を所与としたう

えで、1 期間毎に状態数が 1つずつ増加し、満期では k + 1個のノードを持つ（図 1）。各

ノード上の原資産価格は簡単に計算できるため、満期時点の各ノードを出発点として (7)

式の DPを実行することでアメリカン・オプションの価格を評価することができる。ツ

リー法は計算過程が簡単であるほか、計算結果の検証が比較的行いやすいこと等から、現

在でも多くの実務家が好んで用いている。ツリー法ではノード数が爆発的に増えることを

排除するため、各ノード上で複数のパスが合流するようにツリーを構成することが必要と

なることから、経路依存型のオプションの価格計算には工夫なしに使うことができない。

しかし、こうした条件を満たすようなツリーが構成できたとしても、ノード数は時間分割
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数と原資産数の増加に伴い級数的に増加してしまうため、ツリー法を用いて 4種類以上の

原資産を持つオプションを計算することは事実上不可能と言える。ツリー法を用いたア

メリカン・オプションの評価に関する具体的な計算については、例えば Lamberton and

Lapeyre[1996]の第 5章を参照されたい。

0x

T∆0 TkT ∆=T∆2

1+k

)1(

T
x
∆

)2(

T
x
∆

満期での価格＝行使価格

図 1: ツリー法

ロ. 差分法

差分法とは、オプション価格が従う偏微分方程式を差分近似したうえで、これを数値的

に解くことで、オプション価格の評価を行う方法である。初期時点の原資産価格を所与と

したうえで原資産価格の時間発展を数値的に表現するツリー法とは異なり、差分法ではあ

らかじめ計算の対象となる原資産価格の最大値と最小値および初期時点と満期時点を定

めたうえで（これを状態空間と呼ぶ）、状態空間を有限個の区間に分割して数値計算を行

う（図 2）。偏微分方程式の境界条件は、満期時点のオプション価格、原資産価格が最大

値または最小値となる場合におけるオプション価格を与えることで設定する。境界条件が

与えられれば、差分近似された偏微分方程式は簡単に解くことができる。なお、アメリカ

ン・オプション価格を評価する際には、各ノード上で期前行使の有無を判定する必要があ

る。この際、満期時点の各ノードを出発点として (7)式のDPを実行することでアメリカ

ン・オプションの価格を評価する点はツリー法と同様で、経路依存型オプションの価格計

算には特別な工夫を要する。一方で、各ノード上の原資産価格は状態空間を分割した際
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に定義されるため、計算することなしに得ることができる点は相違している。差分法は、

各ノード上で複数のパスが合流するようにツリーを構成する必要がないため、原資産が

従う確率過程が複雑な形をしていても、リスクファクター数が４未満であれば比較的簡単

に対応できる。こうしたこともあり、ツリー法とならんで多くの実務家が好んで用いてい

る手法と言える。しかし、ツリー法と同様にノード数が時間分割数と原資産数の増加に伴

い級数的に増加してしまうことから、差分法を用いて 4種類以上の原資産を持つオプショ

ンを計算することは事実上不可能と言える。差分法を用いたアメリカン・オプションのの

評価に関する具体的な計算については、例えば Lamberton and Lapeyre[1996]の第 5章、

Duffie[2001]第 12章のH、を参照されたい。

0

xN∆

jix ,

j 1+j

i

1+i

T

1, +jix

1,1 +− jix

1,1 ++ jix

T∆

x∆

1−i

境界条件：満期での価格＝行使価格

空間の上限と下限での価格＝ペイオフ等に応じて問題ごとに設定空間の上限と下限での価格＝ペイオフ等に応じて問題ごとに設定

図 2: 差分法

3 アメリカン・モンテカルロ法

（1） アメリカン・モンテカルロ法の必要性

モンテカルロ法とは、数値的に発生させた乱数を用いて数値実験を繰り返し行い、実験

結果を集計することで期待値を計算する手法である。発生させる乱数が独立であれば試行

回数 Lを増加させると、大数の法則により集計値はある特定の値に収束する。ここでは
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Xl(T )、l = 1, . . . , LをX(t, x)と独立で同分布の確率変数列としたとき、

E[f(X(T, x))] ∼ 1

L

L∑
l=1

f(Xl(T )),

と近似できるという事実を用いる手法をモンテカルロ法と定義することにする。このと

き、計算誤差はX(T, x)に分散が存在するならば、ある定数C > 0に対して、

E[|E[f(X(T, x))] − 1

L

L∑
l=1

f(Xl(T ))|2]
1
2 5 CL− 1

2 , (12)

となることが知られている8。(12)式から分かるように、モンテカルロ法の誤差は変数の

次元に依存しない。また、モンテカルロ法では確率変数のシミュレーションを繰り返し行

なうことで、確率過程をシミュレートし、確率過程に依存する期待値計算を行うことも

できる。この場合には、確率変数を繰り返し用いて前進的にサンプル・パスを構成してい

く。このため、初期時点から満期時点に至る途中の情報がペイオフに反映される等、経路

依存性がある期待値計算も行うことができる。ただし、その際の計算誤差は (12)式の誤

差に加え確率過程をシミュレートする際に用いる時間の離散化による誤差を加えたものと

なる。時間幅∆tを用いて離散化すると、例えば (1)式は次のように書ける（オイラー・

丸山近似）。

X∆(t + ∆t; s, x) = X∆(t; s, x) + V̂0(X
∆(t; s, x))∆t +

d∑
α=1

V̂α(X∆(t; s, x))
√

∆tZα.　 (13)

ここで、Zαは独立な標準正規分布に従う確率変数であるとする。一般に、時間方向の離

散化に伴う誤差は、ある定数C > 0、k > 0を用いて、

|E[f(X∆(t; s, x))] − E[f(X(t; s, x))]| 5 C∆t−k, (14)

と書ける。なお、オイラー・丸山近似を用いて離散化を行った場合には k = 1となること

が知られている。

この方法を用いると、例えば、通常の満期 T のヨーロピアン・オプションと同様のペ

イオフ g(T, x)をもち、満期までに原資産価格が閾値 bに到達したら権利が消滅するよう

8詳しくは、例えば Glasserman[2004]を参照。
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なオプションの価格 vは、

v ∼ 1

L

L∑
l=1

g(T,Xl(T, x0))1{sup{Xl(s);05s<T}<b},

と計算できる。実務ではこのような経路依存性がある商品をはじめ、多資産を参照する商

品等、複雑な商品が数多く取引されているが、経路依存、多次元型の商品はアメリカン・

オプションだけでなくヨーロピアン・オプションであっても、その価格をツリー法や有限

差分法で計算することはできない。このため、これらの商品の価格計算がヨーロピアン・

オプションに対しては比較的容易なモンテカルロ法を用いて経路依存、多次元型のアメリ

カン・オプションの価格を評価したいという需要は大きい。

ところが、モンテカルロ法は前進的な手法であるのに対し、アメリカン・オプションの

計算は後退的であるため、アメリカン・オプションの価格をモンテカルロ法で計算するこ

とは簡単ではない。実際、モンテカルロ法により、cnを求めながらDPの計算をすると、

計算量が膨大になってしてしまう。すなわちn時点での継続価値をL本のパスのモンテカ

ルロ法により求めようとすると、各パスの n + 1時点における継続価値が必要となる。そ

こでこれも L本のパスにより求める、ということを繰り返せば、2節（2）と同様に満期

までをN 期間に分割した場合には結局 T0時点での価格を求めるためにLN 回のオーダー

の計算が必要となってしまう。

このようにモンテカルロ法でDPの計算することは難しい。そこで、アメリカン・モン

テカルロ法と呼ばれる、モンテカルロ法を用いてアメリカン・オプションを計算するいく

つかの方法では、最適停止問題 (11)式に基づいた計算を行うことで DPの計算を回避す

る。すなわち原資産のL本のサンプル・パスX1, . . . , XL（以下、シミュレーション・パス

と呼ぶ）を用いて、

ṽ0 =
1

L

L∑
l=1

g(τ̃0, Xl(τ̃0)), (15)

を計算する。ここで τ0の推定値 τ̃0は、

τ̃0 = inf{t ∈ {T0, . . . , TN}, g(t, Xl(t)) > c̃(t,Xl(t))},

で与えられる。すなわち、DP計算を第 2節 (2)ロ.で述べた行使領域を求める最適停止問

題に置き換える9。しかし、行使領域の推定には継続価値の推定値 c̃nが必要であり、何ら

9最適停止問題 (11)式を用いて計算した ṽ0は v0 以下となる。すなわち、v0は停止時刻全体を代入した
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かの方法で継続価値を計算することが必要である。

アメリカン・モンテカルロ法は、継続価値 cを上手く近似することで計算量が大きくな

りすぎない形で最適停止問題を計算する方法といえる。この際、継続価値そのものを近似

するという意味での近似精度はそれほど高くなくてよいことが知られている。すなわち

c̃nは行使時刻を求めるためだけに使われ、その値は直接には ṽ0に影響を与えないからで

ある。言い換えると (10)式によれば c̃nが真値とどんなに離れても、これらと行使価格と

の大小関係が常に一致していれば正しい価格を得ることができる。ただし、c̃nと cnの誤

差が大きくなれば、行使判定を誤る可能性が高くなることは言うまでもない。

こうしたことから計算量と行使判定が正確であるという意味での c̃nの近似精度のバラ

ンスが重要になる。以下では、既存の手法のうち主なものを紹介する。

（2） 既存研究の手法

イ. LSM法

Longstaff and Shwartz[2001]は、継続価値の推定値 c̃nを、

c̃n(x) =
K∑

k=1

an,kψk(x), (16)

というパラメトリックな関数ψ1, . . . , ψKの線形結合であるとする手法を提案した。ここで

係数 an,1, . . . , an,Kは継続価値を一時点先のオプション価格に回帰することで決定する (図

3）。

LSM法は比較的高速に計算ができるという長所をもつ。計算量はO(KL)10と表現され

る11。一方、継続価値を近似する関数を事前に決めるため、継続価値がその関数ではうま

く近似できないときには計算誤差が大きくなってしまうという短所がある。

LSM法のアルゴリズムは、以下の手順 1から手順を 3によって構成される。

手順 1 : (1)、(2)式に従う原資産のパス {Yl(T1), . . . , Yl(TN)}L0
l=1を発生させる。

ときの上限と一致しているため、一つの停止時刻を代入したものは真の値以下にしかならない。こうした
理由から ṽ0 は負のバイアスをもつ推定量（Low Estimator）と呼ばれる。

10O(LK)は LK の定数倍を表す。
11各行使時刻において、一つのパスに対し (16)式よりK 項の計算から継続価値を計算し、これを L本全
てのパスに関して行う。
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手順 2 : 満期での継続価値は定義により c̃N(x) = g(TN , x)で与えられる。c̃N か

ら c̃n+1が与えられたとき、

τ̃n+1,l = inf {t ∈ {Tn+1, . . . , TN}; g(t, Yl(t)) = c̃(t, Yl(t))} ,

とする。そして、an,k, k = 1, . . . , Kを、

1

L0

L0∑
l=1

∣∣∣∣∣g(τ̃n+1,l, Yl(τ̃n+1,l)) −
K∑

k=1

αn,kψk(Yl(Tn))

∣∣∣∣∣
2

,

を最小化するように決める12。これにより c̃nが決まる。この操作を n = 1まで

繰り返す。

手順 3 : (1)、(2)式に従うシミュレーション・パス {Xl(T1), . . . , Xl(TN)}L
l=1 を

発生させ、

ṽ0 =

(
1

L

L∑
l=1

g(τ̃1,l, Xl(τ̃1,l))

)
∨ g(T0, x0), (17)

によって、ṽ0を求める。

0x

を で回帰して 時点の

継続価値の関数形を推定する
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図 3: LSM法

12Longstaff and Shwartz[2001]は回帰に用いるパスはアウト・オブ・ザ・マネーのものを含めないことで
計算の効率が上がると指摘している。
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LSM法は、前述のとおり 10年以上前に提案された手法であるが、その後もなお活発に

研究が行われている。ここでは、まず計算結果の一致性に関する研究について紹介する。

真の継続価値が得られれば、計算結果は真値に収束するため、この論点に関するほとんど

の既存研究が継続価値を近似した際に生じる誤差に関するものとなっている。Clément et

al.[2002]は基底関数を適切に選べば、シミュレーション・パスの数の増加に伴い継続価値が

真値に収束することを示した。またKusuoka[2003]は基底関数を有限個に固定した下で得

られる推定値と真値との差は、基底関数の線形結合で表される全ての関数と真の継続価値

の誤差のうち最も小さいもの13と、モンテカルロ法から生じる誤差14で抑えられることを

示した。Glasserman and Yu[2004]はシミュレーション・パスの数を増やすと同時に基底関

数の数も増やした時の収束について考察し、原資産をブラウン運動や幾何ブラウン運動と

した場合に、シミュレーション・パスの数は基底関数の数の増大に対して指数のオーダー

で増大させなければ正しい回帰は行えないことを示した。その一方で、Stentoft[2004]はも

し原資産価格の状態空間が有限であれば継続価値を近似するために必要なシミュレーショ

ン・パスの数は多項式オーダーで収まることを主張した。そしてGerhold[2011]はレヴィ

=メクスナー（Lévy -Meixner）・モデルと呼ばれる特別なレヴィ過程のクラス15において、

状態空間が有限の場合とそうでない場合について考察を行い、Glasserman and Yu[2004]

の主張と Stentoft[2004]の双方の主張が成立することを確認した。

次に回帰方法に関する研究を紹介する。回帰計算には、基底関数の種類をどのようにと

るのが良いかという問題と、どのような回帰計算を用いればよいかという問題の 2つの論

点がある。前者については、単項式のほかエルミート多項式、ルジャンドル多項式等の直

交多項式が多く用いられている。例えばブラウン運動は、その特性関数がエルミート多項

式の母関数になっている16ことから、エルミート多項式を基底関数にとると不都合が生じ

る場合が少なくなるとされているが、一般的にどの基底関数を用いることが最もよいかを

示す理論的な根拠は未だ示されていない。また、基底関数をスプライン関数にする手法は

Kohler[2008]で行われている。Bally and Pages[2003]は量子化（Quantization）と呼ばれ

る手法で空間を分割し、各分割の上で定数関数となる形の関数に回帰する手法を提案し

ている。そこでは、最適な空間分割のアルゴリズムを紹介し、最適な空間分割の下では、

13この誤差は基底関数の次数に関して多項式オーダーより速いオーダーで 0に収束する。
14オーダーは 1√

L
となる。

15レヴィ過程のうち、確率過程の特性関数が直交多項式の母関数と一致するもの。条件付期待値が直交多
項式を用いて表現できる。

16Schoutens[2000]参照。
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継続価値の近似値と真の値の誤差はO(L− 1
D )となることを示した17。ただし、モンテカル

ロ法のメリットは次元の増加に伴う計算量の級数的増大を回避できる点にあるのに対し、

スプライン関数の活用や空間の分割は再び次元の増加に伴う計算量の級数的増大の問題

を招くという欠点がある。このほかに、例えば基底関数の中にペイオフ関数を入れる等、

実務的な試行錯誤も研究されている（Glasserman[2004]）。回帰方法についてみると (15)

式は線形回帰であるが、非線形でノンパラメトリックな回帰に拡張するという研究も行わ

れている（Egloff[2005]、Egloff et al.[2007]）。

ロ. 確率メッシュ法

Broadie and Glasserman[2004]は、原資産の推移確率密度関数を用いることができれば

問題によらず高い精度でアメリカン・オプションの価格を計算することができる確率メッ

シュ法を提案した。Tn+1時点での継続価値がL0個の点上18で求まっているとすると、Tn

時点で状態 xとした時の継続価値は、Tn+1時点におけるオプション価格の加重和、

c̃n(x) =
1

L0

L0∑
l=1

ṽn+1(Yl(Tn+1))Wn,n+1(x, Yl(Tn+1)), (18)

によって求められる（図 4）。ここでWn,n+1(x, Yl(Tn+1))を重みと呼ぶ。

確率メッシュ法は準解析的に継続価値を記述しているため、問題によらず計算量に応じ

た精度でオプション価格を計算できる。また、確率メッシュ法の計算量はO(L0L)と表現

される19。LSM法おける基底関数の数Kよりもメッシュの数L0の方が大きいため、LSM

法に比べ確率メッシュ法の計算量は大きくなる。また、重みには原資産の推移確率密度関

数を用いるため、使用できる原資産のモデルが推移確率密度関数が書けるものに限られて

しまう。

確率メッシュ法のアルゴリズムは、以下のとおりである。

手順 1 : (1)、(2)式に従う原資産のパス {Yl(T1), . . . , Yl(TN)}L0
l=1を発生させる

20。

17ここでDは空間の次元、Lは回帰に用いるサンプルのサイズのことである。
18この点は数値的に発生させる。この点のことを確率メッシュと呼ぶ。
19(18)式より各パスに対して L0 項の和を計算する必要がある。
20Y·(Tn)はあくまでメッシュを作るための確率過程であるため、分布は必ずしもX·(Tn)と同じである必
要はない。しかし、メッシュは原資産のパスが密となっている場所で密になっている方が高い計算精度を得
やすい。

14



手順 2 : 各時点における継続価値を次のように決める。

・TN 時点において、

ṽN(x) = c̃N(x) = g(TN , x),

と決める。

・Tn+1時点の継続価値 c̃n+1(x)が関数として得られているとする。この時、Tn

時点での状態 xにおける継続価値は (18)式を用いて、次のように計算される。

c̃n(x) =
1

L0

L0∑
l=1

(gn+1(Yl(Tn+1) ∨ c̃n+1(Yl(Tn+1))) Wn,n+1(x, Yl(Tn+1)). (19)

(19)式により、Tn時点における継続価値 c̃n(x)も関数として定まる。

・この操作を n = 1まで繰り返す。

手順 3 : (1)、(2)式に従うシミュレーション・パス {Xl(T1), . . . , Xl(TN)}L
l=1を発

生させて、

ṽ0 =

(
1

L

L∑
l=1

g(τ̃l, Xl(τ̃l))

)
∨ g(T0, x0), (20)

τ̃l = inf {t ∈ {T1, . . . , TN}; g(t,Xl(t)) = c̃(t, Xl(t))} , (21)

によって、ṽ0を計算する。
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図 4: 確率メッシュ法

(18)、(19)式における重みWn,n+1(x, Yl(Tn+1))の計算方法には色々な方法がありうるが、

このうち最も多く用いられている方法は以下のとおりである。

pn,n+1(x, y)を時点Tnでx、時点Tn+1でyという値をとる推移確率密度関数とし、q0,n+1(x0, y)

をパス Yl(Tn)、l = 1, . . . , L0が時点 T0で x0、時点 Tn+1で yという値を通る推移確率密度

関数とする。重みWn,n+1(x, Yl(Tn+1))を、

Wn,n+1(x, Yl(Tn+1)) =
pn,n+1(x, Yl(Tn+1))

q0,n+1(x0, Yl(Tn+1))
. (22)

と定義する。この時、L0 → ∞において、

1

L0

L0∑
l=1

ṽn+1(Yl(Tn+1))
pn,n+1(x, Yl(Tn+1))

q0,n+1(x0, Yl(Tn+1))
(23)

→
∫

RD

ṽn+1(y)
pn,n+1(x, y)

q0,n+1(x0, y)
q0,n+1(x0, y)dy (24)

=

∫
RD

ṽn+1(y)pn,n+1(x, y)dy (25)

= Pn,n+1ṽn+1(x), (26)
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となるため継続価値の推定値は真値に各点収束する。しかし、この重みは分母がパスYl(Tn)

の推移確率密度関数であるため、分母の値が非常に小さい場合に重みが大きくなりすぎて

上手く計算できないという問題が生じうる。Broadie and Glasserman[2004]はメッシュを

原資産価格と同分布（p0,n+1(x0, y) = q0,n+1(x0, y)）で発生させたうえで、次のような重み

を用いるとこの問題をある程度防ぐことができることを示した。

Wn,n+1(x, Yl(Tn+1)) =
pn,n+1(x, Yl(Tn+1))

1
L0

∑L0

k=1 pn,n+1(Yk(Tn), Yl(Tn+1))
. (27)

L0 → ∞の時、重みは (22)式に近づくほか、

1

L0

L0∑
k=1

Wn,n+1(Yk(Tn), Yl(Tn+1)) = 1,

が成り立つため、継続価値の推定値は真値に各点収束する。

4 キューバチャー法を用いた確率メッシュ法

（1） キューバチャー法を用いた確率メッシュ法の概要

本稿が提案するアルゴリズムである、キューバチャー法21を用いた確率メッシュ（Stochas-

tic Mesh with Cubature : 以下 SMC）法は、確率メッシュ法の継続価値の計算をキュー

バチャー法と補間を用いた計算に置換する。キューバチャー法とは、X の関数 f の期待

値を、有限個の点上の f の値を加重平均することで近似する手法である。この手法では、

時間分割に関する (14)式の誤差のみが生じ、モンテカルロ法に由来する (12)式の誤差が

生じない22。本稿ではキューバチャー法を確率メッシュ法の重み関数に適用することで、

(22) 式のような推移確率密度関数で記述される重みや、2重のモンテカルロ法を用いず

に継続価値 c̃nを計算する。ただし、確率メッシュ法は Tn+1時点のメッシュ上のオプショ

ン価格 ṽn+1(Yl(Tn+1))、l = 1, . . . , L0を加重平均するのに対し、SMC法では必ずしもメッ

21キューバチャー法は確率微分方程式の弱近似手法の一種であり、近年ではその発展に貢献した
Kusuoka[2004]、Lyons and Victoir[2004]、Ninomiya and Victoir[2008]、Ninomiya and Ninomiya[2009]
を踏まえKLNV法とも呼ばれている。これらの論文はその着想に共通点が多いものの、Ninomiya and Vic-
toir[2008]、Ninomiya and Ninomiya[2009]がモンテカルロ法を用いた数値積分を意識した考察を行ってい
るのに対し、Lyons and Victoir[2004]がパスの加重和を用いる形で解析的に積分計算を行う手法を考察し
ているという違いがある。キューバチャー法の詳細については補論 2を参照。

22本稿が用いる手法は、Lyons and Victoir[2004]のもので、継続価値を計算する際の積分計算をモンテ
カルロ法を用いるのではなく解析的に計算する。このため、本稿の手法における継続価値計算では (12)式
の誤差は生じない。もっとも、アメリカン・オプションの価格を計算する際には確率過程に従う変数に対す
る積分をモンテカルロ法で行うため、そこでの誤差は (12)式と (14)式の和となる。
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シュ上にあるとは限らない点上の値を加重平均する。そこで確率メッシュ法とは異なり、

メッシュ上の値を補間するなどして、キューバチャー法が必要とする点上のオプション価

格をあらかじめ計算した上で、それらを加重平均して c̃nを計算する必要がある（図 5）。

本手法は確率メッシュ法の一種であるため、考察対象となるアメリカン・オプションの商

品性に依存することなしに、その価格を計算量に応じた精度で計算することができる。さ

らに、継続価値の計算にキューバチャー法を用いることで、原資産の推移確率密度関数が

陽に得られない場合でも不都合を生じることなくアメリカン・オプションの価格を計算で

きる。また、後で説明するように、計算には確率微分方程式の係数の情報のみが必要であ

り、途中の計算をすべてブラック・ボックス化できるという長所を持つ。

キューバチャー法の詳細については補論 2で述べるとして、以下では本手法の概要を示

す。すなわち、計算のアルゴリズムは、次の手順 1から手順 3によって構成される。

手順 1 : (1)、(2)式に従う原資産のパス {Yl(T1), . . . , Yl(TN)}L0
l=1を発生させる。

手順 2 : 各時点のオプション価格を次のように定義する。

・TN については、

ṽN(x) = c̃N(x) = g(TN , x),

と定義する。

・Tn+1時点の継続価値 c̃n+1(x)が関数として得られているとする。この時、こ

れとキューバチャー法を用いて有限個の状態 Yl(Tn)、l = 1, . . . , L0における継続

価値の近似値、

c̃
(n)
l , l = 1, . . . , L0,

を求める。

・c̃
(n)
l , l = 1, . . . , L0を補間し、Tnにおける継続価値 c̃n(x) を関数として求める。

・この操作を n = 1まで繰り返す。

手順 3 : (1)、(2)式に従うシミュレーション・パス {Xl(T1), . . . , Xl(TN)}L
l=1を発

18



生させて、

ṽ0 =

(
1

L

L∑
l=1

g(τ̃l, Xl(τ̃l))

)
∨ g(T0, x0), (28)

τ̃l = inf {t ∈ {T1, . . . , TN}; g(t,Xl(t)) = c̃(t, Xl(t))} , (29)

によって、ṽ0を計算する。
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図 5: SMC法

（2） 数学的な設定

イ. ストラトノビッチ型確率過程

後述する計算を議論するうえで便利なように、(1)式を (30)式のように書き直す。

X(t; s, x) = x +
d∑

α=0

∫ t

s

Vα(X(r; s, x)) ◦ dBα(r), (30)

V̂
(i)
0 (x) = V

(i)
0 (x) +

1

2

d∑
α=1

D∑
j=1

V (j)
α (x)

∂

∂xj

V (i)
α (x). (31)
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ただし、

Vα(x) =


V

(1)
α (x)

...

V
(D)
α (x)

 , α = 0, . . . , d,

とした。なお (1)式は確率微分方程式の伊藤型表記と呼ばれるのに対し、(30)式は確率微

分方程式のストラトノビッチ（Stratonovich）型表記と呼ばれる。上記のように確率微分

方程式の係数関数が滑らかな状況では、(31)式により、伊藤型とストラトノビッチ型は 1

対 1に対応させることが可能であり自由に書き換えることができる。

ロ. 確定的な継続価値関数と最適停止時刻関数の構成

yN
n = (yn, . . . , yN) ∈ (RD)L0 × · · · × (RD)L0に対し、以下の関数を定義する。

定義 4.1 (1) n = N に対し、

ĉN(x, yN
N ) = v̂N(x, yN

N ) = gN(x), (32)

とする。

(2) 1 5 n 5 N − 1とし、ĉn+1(x,yN
n+1)は決まっているとする。この時、

v̂n+1(x, yN
n+1) = ĉn+1(x, yN

n+1) ∨ gn+1(x),

とする。

{(θk, λk)}p
i=1をm次のキューバチャー法に対するノードと重みのペアとし、全てのα、k

に対し、supt∈[0,T ] |
dθα

k

dt
| ≤ Cwかつ、λk > 0、k = 1, . . . , p、λ1+ · · ·+λp = 1を満たすとする。

また、自然数Iに対し、行使間隔 [Tn, Tn+1]をI分割してTn = tn,0 < tn,1 <… < tn,I = Tn+1

とする。また sn,k = tn,k − tn,k−1とし、分割は、tn,j = Tn + (Tn − Tn−1)(1 − (1 − j
k
)γ)、

γ > m − 1としておく（図 6）。
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図 6: 時間分割、I = 3、γ = 3

m次のキューバチャー法を用いた関数、

Γn(x, yN
n+1)

=

p∑
k1=1,...,kI=1

λk1…λkI
v̂n+1

(
Φ

(
Tn+1 − Tn, θsn,1,k1, ⊗ · · · ⊗ θsn,I ,kI

, x
)
, yN

n+1

)
,

と定義する。ここで、Φ
(
Tn+1 − Tn, θsn,1,k1, ⊗ · · · ⊗ θsn,I ,kI

, x
)
は補論 2の (A-25)式で定義

される常微分方程式の解を表す。さらに y
(n)
l 、l = 1, . . . , L0 における継続価値 ĉ

(n)
l 、l =

1, . . . , L0を、

ĉ
(n)
l = Γn(y

(n)
l ,yN

n+1), l = 1, . . . , L0,

と定めるたうえで、時点 Tnにおける継続価値の近似関数 ĉn(x, yN
n )を ĉ

(n)
l 、l = 1, . . . , L0

を補間することによって定義する。補間方法は一意に定まらないが、{(yl, zl)}L0
l=1という

点を補間して得られた x上の値をΨ(x; {(yl, zl)}L0
l=1)で表すことにする。どのような補間

が適用できるかは補論 1で論ずるが、例えばD = 1の場合、最もシンプルな補間方法は

線形補間である。これは、y1 <… < yL0となるように {(yl, zl)}L0
l=1を並び替えたとして、

Ψ(x; {(yl, zl)}L0
l=1) =


z1, x 5 y1,

zl−1 + zl−zl−1

yl−yl−1
(x − yl−1), yl−1 < x 5 yl,

zL0 , x > yL0 ,

(33)

により与えられる。補間を用いて構成される継続価値の近似関数は、

ĉn(x, yN
n ) = Ψ(x, {(y(n)

l , ĉ
(n)
l )}L0

l=1),

と表される。

Wn = RD(N−n+1)、n = 1, . . . , N を離散時刻におけるパス空間とする。そしてWnの元

21



をwn = (x(Tn), . . . , x(TN))のように表す。上で定まる ĉnを用いて、各 yN
n に対して最適

停止時刻を与えるWn上の関数 τ̂n(·,yN
n ) : Wn → {Tn, . . . , TN}、n = 1, . . . , N を次のよう

に定義する。

τ̂n(wn,yN
n ) = inf{Tm = Tn; g(Tm, x(Tm)) = ĉm(x(Tm), yN

n )}

= Tn1{gn(xn)=ĉn(xn,yN
n )} + τ̂n+1(wn+1,y

N
n+1)1{gn(xn)<ĉn(xn,yN

n )}. (34)

また、{w1,l}L
l=1 ∈ (W1)

L、w1,l = (xl(T1), . . . , xl(TN))に対し、時点 0における継続価値と

オプション価格を表す関数 ĉ∗0、̂v
∗
0を、

ĉ∗0({w1,l}L
l=1,y

N
1 ) =

1

L

L∑
l=1

g(τ̂1(w1,l, y
N
1 ), xl(τ̂1(w1,l,y

N
1 ))),

v̂∗
0({w1,l}L

l=1,y
N
1 ) = ĉ∗0(w

L
1 , yN

1 ) ∨ g0(x0),

と定義する。

ハ. 確率的な継続価値過程と最適停止時刻過程の構成

シミュレーションで発生させるパスを次のように定義する。L本の確率変数のパス、

Xl = (Xl(T0), Xl(T1), . . . , Xl(TN)) , l = 1, . . . , L,

と L0本の確率変数のパス、

Yl = (Yl(T0), Yl(T1), . . . , Yl(TN)) , l = 1, . . . , L0,

を考える。Xl、l = 1, . . . , Lと Yl、l = 1, . . . , L0はそれぞれ独立同分布であり、さらに

σ{Xl, l = 1, . . . , L}と σ{Yl, l = 1, . . . , L0}は独立であるとする。そして、確率微分方程

式 (30)式の解の推移核 pm,n(x, dy)と時点 0からの推移核 q0,n(x, dy)を用いて、Xl,Ylの

W1上の分布 µ、νを、任意の可測集合Ai、i = 1, . . . , N に対して、

µ(A1 ×…× AN) =

∫
A1×…×AN

p0,1(y0, dy1) · · · pN−1,N(yN−1, dyn),
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ν(A1 ×…× AN) =

∫
A1×…×AN

q0,1(y0, dy1) · · · q0,N(y0, dyn)

=
N∏

n=1

q0,n(x0, An),

により与える。

フィルトレーション {Fn}N
n=0、{Gn}N

n=0をそれぞれ、

Fn = σ{Xl(Tm); l = 1, . . . , L,m 5 n}, (35)

Gn = σ{Yl(Tm); l = 1, . . . , L0,m = n}, (36)

と定める。この時、Xlはフィルトレーション {Fn}N
n=0に関して、推移核 {Pn,m}を持つマ

ルコフ過程になっており、任意の有界可測関数 f とm = nに対して、

Pn,mf(Xn) = E[f(Xl(m))|Fn] =

∫
RD

f(y)pn,m(Xl(Tn), dy), P − a.s., (37)

が成り立つ。そしてYn = {Yl(Tn)}L0
l=1とし、 Y N

n = (Yn, . . . , YN)と表す。

定義 4.2 確率的な継続価値過程と最適停止時刻過程を次のように定義する。

n = N に対し、

c̃N(x) = ṽN(x) = gN(x).

1 5 n 5 N − 1に対し、

・継続価値のキューバチャー法による近似値

c̃
(n)
l = Γn(Yl(Tn),Y N

n+1). (38)

・継続価値の補間による近似関数

c̃n(x) = ĉn(x, Y N
n ). (39)

・価値関数の近似関数

ṽn(x) = v̂n(x, Y N
n ). (40)
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・最適停止時刻の推定値 τ̃n : Wn → {Tn, . . . , TN}

τ̃n(wn) = τ̂n(wn,Y N
n ). (41)

・時刻 T0での継続価値の推定値

c̃∗0 = ĉ∗0({Xl}L
l=1, Y

N
1 ). (42)

・時刻 T0でのオプション価格の推定値

ṽ∗
0 = v̂∗

0({Xl}L
l=1, Y

N
1 ). (43)

（3） SMC法のアルゴリズムと計算量

イ. アルゴリズムの数学的記述

以上の定義を用いて、ṽ∗
0を求めるアルゴリズムを数学的に再記する。

手順 1 : (1)、(2)式に従う原資産のパス {Yl(T1), . . . , Yl(TN)}L0
l=1を発生させる。

手順 2 : n = N の時、

c̃N(x) = ṽN(x) = g(TN , x), (44)

と定義する。

n 5 N − 1とする。また、あらかじめ ṽn+1(x) = v̂n+1(x, Y N
n+1)が決まっている

とする。この時各グリッド Yl(Tn)、l = 1, . . . , L0における継続価値の近似値 c̃
(n)
l

を ṽn+1(x, Y N
n+1)とキューバチャー法を用いて求める。

c̃
(n)
l = Γn(Yl(Tn), Y N

n+1)

=

p∑
k1=1,...,kI=1

λk1…λkI
v̂n+1

(
Φ

(
Tn+1 − Tn, θsn,1,k1 ⊗ · · · ⊗ θsn,I ,kI

, Yl(Tn)
)
, Y N

n+1

)
.

(45)

手順 3 : 補間によって継続価値の近似関数 c̃n(x)を求める。

c̃n(x) = Ψ(x, {(Yl(Tn), c̃
(n)
l )}L0

l=1).
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これを用いて、Tnにおける価値関数の近似関数 ṽn(x)を求める。

ṽn(x) = c̃n(x) ∨ gn(x). (46)

手順 4 : n > 1ならば n − 1として手順 2, 3の操作を繰り返す。n = 1ならば、

手順 5に進む。

手順 5 : (1)、(2)式に従うシミュレーション・パス {Xl(T1), . . . , Xl(TN)}L
l=1を

発生させる。ここで、既に c̃n, n = 1, . . . , N が得られているので最適停止時刻

τ̃1 : W1 → {T1, . . . , TN}を求めることができる。これを用いて c̃∗0を求める。

c̃∗0 =
1

L

L∑
l=1

g(τ̃1, Xl(τ̃1)).

なお、時点 T0でのオプション価格の推定値 ṽ∗
0は、

ṽ∗
0 = c̃∗0 ∨ g(T0, x0),

により求まる。

ロ. 計算量

上記のアルゴリズムが必要とする計算量について考察を行う。まず手順2において、c̃
(n)
l

を求める際に必要となる計算量を考える。(45)式より計算が必要な項の数は pI となるこ

とが分かる。次に (45)式の各項、

v̂n+1

(
Φ

(
Tn+1 − Tn, θsn,1,k1 ⊗ · · · ⊗ θsn,I ,kI

, Yl(Tn)
)
,Y N

n+1

)
の計算量を考える。常微分方程式Φ

(
Tn+1 − Tn, θsn,1,k1 ⊗ · · · ⊗ θsn,I ,kI

, Yl(Tn)
)
を s段階ル

ンゲ・クッタ法を用いて、各区間 [Tn,i, Tn,i+1]を r個に分割して計算すると、計算量はO(srI)

となる。次に、v̂n+1(x, yN
n+1) = ĉn+1(x, yN

n+1) ∨ gn+1(x)の計算量を考える必要があるが、

これは ĉn+1(x,yN
n+1) = Ψ(x, {(Yl(Tn+1), c̃

(n+1)
l )}L0

l=1) の関数Ψを用いた補間に伴う計算量

に依存する。例えば、補間関数として近似デルタ関数23を用いた場合には、各 xに対し

Ψ(x, {(Yl(Tn+1), c̃
(n+1)
l )}L0

l=1)を求めるためにO(L0)の計算量が発生する。したがって、c̃
(n)
l

を算出するために必要な計算量はO(pIsrIL0)となる。また手順 2では c̃
(n)
l を 1 5 l 5 L0

23補論 1(2)を参照。
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について繰り返し計算することから、c̃
(n)
l を求める際に必要となる計算量は O(pIsrIL2

0)

となる。また、手順 4では 1 5 n 5 N − 1ついて同様の操作を繰り返すため、手順１から

手順 4までに必要な計算量はO((N − 1)pIsrIL2
0)となる。

手順 5ではシミュレーション・パスXl(·)を発生させて、(34)式を用いて最適停止時刻

を求めたうえで、各シミュレーション・パスのオプション価格を計算した上でそれらを平

均する。この際、ĉn(x, yN
n )、1 5 n 5 N − 1を計算するが、その計算量は手順 2の補間

関数に関する考察からO((N − 1)L0)となる。L本のシミュレーション・パスに対してこ

れを計算するため、手順 5で必要となる計算量はO((N − 1)L0L)となる。これらを合算

すると必要な計算量はO((N − 1)(pIsrIL2
0 + L0L))となる。これを、通常最も大きいパラ

メータであるシミュレーション・パスの数 Lに注目して解釈するとO((N − 1)L0L)と考

えられることから、確率メッシュ法と同等の計算量と考えることができる。

なお、SMC法では pIsrIL2
0も無視できないオーダーになりうる点には留意が必要であ

る。すなわち、キューバチャー法のサイズ pはブラウン運動の個数（ランダムなリスク

ファクターの個数）dとキューバチャー法の次数mに依存して決まるパラメータであり、

dやmが大きくなれば pも増加する24。したがって、組み合わせによっては pが非常に大

きくなる場合も存在しうるため、pIsrIL2
0が L0Lを上回るということも考えられる。

（4） 誤差評価

SMC法を用いて計算するアメリカン・オプション価格 ṽ∗
0と真の価格 v0の差を評価する。

命題 4.3 あるC0 > 0が存在して、次が成り立つ。

E
[
|ṽ∗

0 − v0|2
] 1

2 5 C0L
− 1

2 +
N−1∑
n=1

E
[
P0,n

(
|cn − c̃n|2

)
(x0)

] 1
2 .

定理 4.4 (主定理) 次の (A1)と (A2)を仮定する。

(A1) : 補間関数Ψが次の性質を満たす。

24ただし現状では、pと d、mの間にはっきりとした関係式が存在するわけではなくmが 3、5、7等の場
合と次元 dの組み合わせに応じて、あるサイズ pのキューバチャー法が個々に発見されているに過ぎない。
例えば、m = 3の場合は p < 4dでキューバチャー法を構成できることを補論 2で解説する。
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補間点 (yk, zl)がサンプル点 {(yl, zl)}L0
l=1に対し |zk − zl| 5 K|yk − yl|を満たす時、|Ψ(x; {(yl, zl)}L0

l=1) − Ψ(y; {(yl, zl)}L0
l=1)| 5 K|x − y|,

Ψ(yk; {(yl, zl)}L0
l=1) = zk,

となる。

(A2) : n = 1, . . . , N に対し、X1(Tn)と Y1(Tn)は、それぞれ滑らかな密度関数 p0,n(x0, x)、

q0,n(x0, x)を持ち、

p0,n(x0, x0) > 0, q0,n(x0, x0) > 0,∫
RD

|x|2p0,n(x0, x)dx < ∞,

∫
RD

|x|2q0,n(x0, x)dx < ∞,

となる。この時、ある定数 C0 > 0と、分割数 I に依存して決まる定数25Cn,I > 0、n =

1, . . . , N − 1が存在して、次が成り立つ。

E[|ṽ∗
0 − v0|2]

1
2 5 C0L

− 1
2 +

N−1∑
n=1

Cn,I

{
I−m−1

2 + L
− 1

2D
0

}
. (47)

(47)式により、SMC法を用いると L、I、L0を十分に大きくとれば計算結果は真値に収

束することが確認できる。

5 数値検証

本節では、数値検証により、本稿が提案するアルゴリズムの有効性を確かめる。このた

めに、LSM法との比較を軸として、以下の 3点を確認する。

・LSM法で高精度に計算できる商品について、SMC法が同等の精度の計算を

行うことができること。

・LSM法では精度良く計算できない商品に対して、SMC法を用いると精度の

高い計算を行うことができること。

・モンテカルロ法以外で評価することが難しい商品についても、SMC法により

十分に誤差が小さい計算を行うことができること。

25Cn,I は I に依らずにとれることが望ましい。またそのように取ることができると予想される。
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数値検証に用いる商品としては、次の 3つの商品を考える26。例 1、2、3の検証はそれ

ぞれ本節（1）、（2）、（3）で行う。

例 1 : バミューダン型 2資産最大値オプション（以下、2資産最大値オプション）

g(t, x1, x2) = max(x1 ∨ x2 − K, 0).

例 2 : バミューダン型デジタル・プット・オプション（以下、デジタル・プット・

オプション）

g(t, x) = 10(K1 − x) ∨ 0 + 1{x>K2}.

例 3 : バミューダン型 5資産最大値オプション（以下、5資産最大値オプション）

g(t, x1, . . . , x5) = max(x1 ∨ · · · ∨ x5 − K, 0).

原資産価格Xi(t)はD次元のブラック=ショールズ・モデルに従うとする。すなわちBi、

i = 1, . . . , Dを独立な標準ブラウン運動とする時、

dXi(t) = Xi(t) ((r − µi)dt + σidBi(t)) ,

Xi(x) = xi i = 1, . . . , D.

を満たす。パラメータを以下の表 1のように設定する。ここで、xは原資産の初期値、µ

は連続配当率、rは無リスク金利、σはボラティリティを表し、資産の種類によらず一定

とする（xi = x、µi = µ、σi = σ、i = 1, . . . , D）。さらに、T をオプションの満期、N を

行使可能回数とし、行使間隔は均等とする（Ti = i T
N
）。

表 1: パラメータ
D x µ r σ T N K K1 K2

例 1. 2 100 0.1 0.05 0.2 3.0 9 100 - -

例 2. 1 100 0.0 0.10 0.3 1.0 12 - 100 160

例 3. 5 100 0.1 0.05 0.2 3.0 9 100 - -

26以下の商品は、行使間隔が 1ヶ月から 3ヶ月となっており、アメリカン・オプションと呼ぶには行使間
隔がやや長めの商品になっている。そこで、本節に限りバミューダンという用語を用いることにする。脚注
1も参照。
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また、計算の際に用いる各種パラメータを以下のとおりに定める。

・サンプル数 : モンテカルロ・シミュレーションの回数。

・メッシュ数 : SMC法の手順 2で用いるパスの数。

・回帰数 : LSM法の手順 2で用いるパスの数。

・分割数 : キューバチャー法を用いる際に隣り合う行使時点を分割する分割数27。

・デルタ : 近似デルタ関数補間を用いたときのサポートの大きさ28。

真値として、例1、2では二項ツリーを用いて計算した値29、例3ではBroadie and Glasser-

man[2004]で示された確率メッシュ法を用いて計算した値30をそれぞれ用いた。そしてLSM

法や SMC法を用いて計算した値と真値との差を推定誤差と呼び、その絶対値を絶対誤差

と呼ぶ。また SMC法では、3次のキューバチャー法を用いて計算を行う。

（1） 2資産最大値オプション

このオプションはGlasserman[2004]がLSM法の検証に用いた商品であり、LSM法によ

り高精度に計算できる商品例になっている。そこで、当該商品価格を SMC法により計算

しても同等の精度が得られることを確認する。

表 2: 2資産最大値オプション価格の LSM法と SMC法による計算結果
2項ツリー 13.90

LSM法 回帰数 4,000 サンプル数 4,000

基底関数 推定値 絶対誤差

1, xi, x
2
i , x

3
i , i = 1, 2. 13.67 0.23

1, xi, x
2
i , x

3
i , x1x2, i = 1, 2. 13.68 0.22

1, xi, x
2
i , x

3
i , x1x2, g(x1, x2), i = 1, 2. 13.78 0.12

SMC法
(メッシュ数, サンプル数) 推定値 絶対誤差

(1000, 2000) 13.75 0.15

(2000, 2000) 13.81 0.09

はじめに SMC法の計算精度を LSM法と比較して考察する。表 2は 2資産最大値オプ
27(A-26)式における kのことである。(A-27)式より、分割数を増やすとキューバチャー法による近似誤
差は小さくなるが、近似式の項数が指数的に増えるため、計算コストも増大する。

28(A-4)式における δのことである。
291年を 1

80 に分割して計算した。
30メッシュ数を 3,200、サンプル数を 32,000とする。
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ションのLSM法と SMC法による計算結果である。ここで SMC法の補間手法としては近

似デルタ関数補間を用いており、デルタは 0.0001として計算している。LSM法では、絶

対誤差はペイオフ関数の選び方によって大きさは異なるものの、いずれも 0.2程度の低い

水準に収まっている。そして、SMC法でも絶対誤差が 0.2未満に収まっており、LSM法

と同等以上の高精度でオプション価格を計算できていることが確認できる。ただし、LSM

法は約 1分程度の計算時間であるのに対し、SMC法では 15分から 30分程度を要する。

図 7と図 8は、2資産最大値オプションについて、満期から一期手前の行使時刻におけ

る継続価値を LSM法と SMC法により近似した関数（以下、近似継続価値）を表してい

る31。真の行使境界はグラフの継続価値と行使価格が交わる点（原資産価格 115付近）で

ある。図 7のLSM法による近似継続価値は、原資産価格が 90以下の所では継続価値と大

きく乖離しているものの、行使境界付近では概ね良い近似になっている。特に、LSM法

による近似継続価値と行使価格の交点（原資産価格が 120手前付近）は真の行使境界に近

いことがわかる。また、図 8の SMC法による近似継続価値は、全体的に継続価値の良い

近似になっており、特に行使価格との交点はほぼ真の行使境界と一致していることがわか

る。したがって、いずれの手法においても行使境界を精度良く近似できており、その結果

表 2のように絶対誤差が低い水準に収まっていると考えられる。
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図 7: 2資産最大値オプションの LSM法による継続価値

31ただし、図 7と図 8は簡単のため 1資産に単純化した商品の継続価値を表している。
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図 8: 2資産最大値オプションの SMC法による継続価値

（2） デジタル・プット・オプション

このオプションはHamdi and Marcus[2011]で用いられている商品で、LSM法では精度

良く評価できない商品の例である。本商品を用いて、LSM法では精度が出ないようなオ

プションに対しても、SMC法では精度の高い計算が行えることを確認する。

表 3: デジタル・プット・オプション価格の LSM法と SMC法による計算結果

2項ツリー 92.69

LSM法 回帰数 10,000 サンプル数 10,000

基底関数 推定値 絶対誤差

1, x, x2 84.41 8.28

SMC法 メッシュ数 500 サンプル数 30,000

補間方法 時間分割数 推定値 絶対誤差

近似デルタ関数補間 （デルタ 0.001） 4 92.54 0.14

近似デルタ関数補間 （デルタ 0.0001） 4 92.76 0.07

リプシッツ補間 2 92.45 0.24

線形補間 2 92.78 0.09

表 3に示した計算結果から、LSM法では絶対誤差が大きいのに対し、SMC法では補間

方法によらず小さな誤差でオプション価格を計算できていることがわかる。ただし、計算

時間に関しては、LSM法が約 5分程度であるのに対し、SMC法は 90分程度を要した。
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図 9と図 10は、それぞれ満期から一期手前の行使時刻における近似継続価値をLSM法

と SMC法により構成した結果を表している。真の行使境界は継続価値と行使価格が交わ

る点（原資産価格が 90と 160の付近）である。図 9の LSM法による近似継続価値をみる

と、真の継続価値と大きく乖離しており、近似継続価値と行使価格は 160付近では全く交

わっていない（交点は 80、130、210付近）。一方、図 10の SMC法による近似継続価値

は真の継続価値の良い近似になっており、行使価格との交点は真の行使境界のそれとほぼ

一致している。この結果、表 3のように LSM法では大きな誤差が生じたのに対し、SMC

法では小さい誤差の計算結果を得たと考えられる。

100

200

300

400

500

600 継続価値行使価格近似継続価値
LSM法2次

-100

0

100

200

300

400

500

600

50 70 90 110 130 150 170 190 210 230 250原資産価格原資産価格原資産価格原資産価格

継続価値行使価格近似継続価値
LSM法2次

図 9: デジタル・プット・オプションの LSM法による継続価値
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図 10: デジタル・プット・オプションの SMC法による継続価値

また図 11では SMC法で近似デルタ関数補間を用い、パラメータを分割数 4、メッシュ

数 500、デルタ 0.0001としたときの推定誤差の平均と標準偏差を表している。サンプル

数を 3,000から 30,000に増やすと推定誤差 0を中心に標準偏差が大きく減少している。
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図 11: デジタル・プット・オプション価格の SMC法による推定誤差の平均と標準偏差

なおメッシュ数やデルタといったパラメータの議論については後述の（4）を参照され

たい。

（3） 5資産最大値オプション

このオプションはBroadie and Glasserman[2004]が確率メッシュ法の検証に用いた商品

である。SMC法でも高次元のアメリカン・オプションの価格が小さな誤差で計算できる

ことを確認する。ここでは、分割数を 2とし、補間手法は近似デルタ関数補間を用いてデ

ルタを 0.0001として計算を行う。

図 12はサンプル数 30,000までの収束を表したものである。このような高次元のオプショ

ンに関しても、十分に多くのメッシュ数をとればサンプル数が 10,000以上のサンプル数

では絶対誤差が小さな値となっていることが分かる。ただし計算には 2日程度を要した。
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図 12: SMC法による 5資産最大値オプション価格の絶対誤差の収束

（4） パラメータの考察

SMC法では、サンプル数、メッシュ数、分割数というパラメータや補間方法を選択す

る必要がある。ここでは（2）節で扱った商品を用いて、パラメータの選択について考察

する。

イ. 分割数とメッシュ数の比較

図 13は分割数とメッシュ数の組み合わせを変化させた際の絶対誤差の状況を表してい

る。まず、分割数とメッシュ数の組が (10-50)のときをみると、サンプル数を 100,000ま

でとっても絶対誤差が 0に収束していないことから、この問題の計算では少なくとも 100

以上のメッシュ数が必要であると考えられる。また、分割数とメッシュ数の組が (2-500)

のときは、サンプル数が 20,000辺りで絶対誤差が 0.2を上回るなど、やや不安定になって

おり、絶対誤差が 0.1以下となるためにはサンプル数が 70,000程度必要となっている。一

方で、分割数とメッシュ数の組が (4-500)や (10-100)の場合は、サンプル数が 10,000以上

であれば絶対誤差が 0.1以下となることが分かる。そこで、以下では (4-500)の組を基準

として、分割数とメッシュ数の一方を動かすことによって、計算量と計算精度のバランス

が比較的良いと思われるパラメータを探すことにする。
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図 13: 分割数とメッシュ数の比較

ロ. 分割数の比較

図 14はメッシュ数を 500に設定し、分割数をそれぞれ 1、 2、 4、10と変化させた場合

の様子である。分割数が 10のときはサンプル数が少ないときも安定して絶対誤差の水準

が小さくなっているものの、サンプル数が 15,000以降では分割数が 4の場合の方が絶対

誤差が小さくなっている。従って、分割数の増大に伴う計算コストも考慮すれば、分割数

は 4もとれば十分であると考えられる。

35



0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1,000 4,000 7,000 10,000 13,000 16,000 19,000 

絶対誤差絶対誤差絶対誤差絶対誤差 分割数 1分割数 2分割数 4分割数 10

メッシュ数 500デルタ 0.0001

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1,000 4,000 7,000 10,000 13,000 16,000 19,000 

絶対誤差絶対誤差絶対誤差絶対誤差
サンプル数サンプル数サンプル数サンプル数

分割数 1分割数 2分割数 4分割数 10

メッシュ数 500デルタ 0.0001

図 14: 分割数の比較

ハ. メッシュ数の比較

図 15は分割数を 4で固定したときに、メッシュ数を 50、100、500、1,000と変化させた

場合の様子である。メッシュ数が 100でもサンプル数が 15,000以上では絶対誤差が 0.1以

下となることから、メッシュ数は 100程度にまで減らすことも可能であると考えられる。
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図 15: メッシュ数の比較
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ニ. 補間手法の比較

図 16ではメッシュ数を 500としたとき、補間手法の違いが収束に与える影響を考察す

る。まず、近似デルタ関数補間のパラメータのデルタを 0.001とした場合と 0.0001の場合

を比較する。サンプル数が 100,000以上では、デルタが 0.001の場合は絶対誤差が大きく

なっていくのに対し、デルタが 0.0001の場合は絶対誤差が 0付近に収束している。

また、分割数が 2の線形補間は、分割数が 4の近似デルタ関数補間と同等の絶対誤差の

推移を示しているため、分割数を増やすことによる計算コストを考慮すると、この問題の

設定では線形補間の方が計算効率が高いと考えられる。もっとも、線形補間は多次元への

拡張が難しいため、次元に影響せず汎用的に利用できる近似デルタ関数補間 やリプシッ

ツ補間は、問題によっては引き続き有用である点には留意が必要である。

なお、リプシッツ補間は線形補間同様、補間点を通るような補間になっており32線形補

間に近い性質を持っているものの、サンプル数を 100,000以上にしても絶対誤差が 0に十

分近づいておらず、線形補間や近似デルタ関数補間よりも精度をあげることが難しい。

こうした結果を踏まえると、低次元の問題には線形補間を用い、高次元の問題には近似

デルタ関数補間が有効であると考えられる。
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図 16: 補間方法の比較

32近似デルタ補間は必ずしも補間点を通らない。
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6 まとめ

本稿では、アメリカン・モンテカルロ法の価格計算方法について、継続価値の推定法に

着目した分析を行った。第 3節では、既存の手法のうち LSM法と確率メッシュ法につい

て、その特徴を議論した。LSM法は計算量がやや少ないものの、計算精度が回帰の基底

関数の選び方に大きく依存して、商品によっては継続価値がうまく近似できずに、大きな

計算誤差を生じる可能性がある。また、確率メッシュ法は継続価値を準解析的に計算する

ことから、商品によらず安定した計算結果が得られるというメリットがあるが、継続価値

の計算に原資産の推移確率密度関数を用いる必要があるため、使用できるモデルが限ら

れてしまうという限界がある。本稿では、継続価値の計算にキューバチャー法を用いるこ

とで、推移確率密度関数の存在を仮定しない新しい確率メッシュ法を提案した。そして、

第 4節では、本稿が提案する手法の理論的妥当性を確認した。特に定理 4.4で示した計算

誤算の評価は、本稿が提案する手法だけでなく類似した数値解析手法に対して一般的に適

用可能な結果であり、本稿の数理ファイナンス面における主たる貢献といえる。第 5節で

は、LSM法が得意とする商品、LSM法が不得手とする商品、モンテカルロ法以外では実

現不可能な高次元のオプションを例に数値検証を行い、本アルゴリズムの実務的有効性を

確認した。

今後の課題としては、本稿が提案した手法の計算速度を向上させることが挙げられる。

このためには、速度と精度のバランスという意味で、より計算効率が高い補間方法を見つ

けることが課題となろう。本稿では 3次のキューバチャー法を用いたが、5次以上の手法

を適用することで精度が向上することを確認することも課題である。また、メッシュを作

る過程やモンテカルロ計算を行う際に、準乱数を用いると収束の速度が向上することが予

想されるため、それを数値例を用いて検証することも今後の課題としたい。

補論1 補間関数

SMC法のアルゴリズムに用いる補間方法についてまとめる。L0個の既知のサンプル点

{yl}L0
l=1とその点上の値 {zl}L0

l=1の組を {(yl, zl)}L0
l=1 ∈ (RD ×R)L0とする。そしてこの点列

を補間する関数を、

Ψ(·; {(yl, zl)}L0
l=1) : RD → R,

で表すことにする。以下で、その具体例をいくつか挙げる。
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（1） 線形補間

ここでは線形補間としてD = 1のときを考える。y1 <… < yL0となるように{(yl, zl)}L0
l=1

を並び替えておく。このとき、例えば以下の関数は線形の補間を与える。

Ψ(x; {(yl, zl)}L0
l=1) =


z1, x 5 y1,

zl−1 + x−yl−1

yl−yl−1
(zl − zl−1), yl−1 < x 5 yl,

zL0 , x > yL0 .

(A-1)

（2） 近似デルタ関数による補間

ϕδ(x) : RD → Rが近似デルタ関数（approximate identity）であるとは、任意の r > 0

に対して、 ∫
RD

ϕδ(x)dx = 1, (A-2)

lim
δ→0

∫
|x|>r

ϕδ(x)dx = 0, (A-3)

となることである。このとき、補間関数を、

Ψ(x; {(yl, zl)}L0
l=1) =

∑L0

l=1 zlϕδ(x − yl)∑L0

l=1 ϕδ(x − yl)
, (A-4)

とする。このとき、仮に Yl、l = 1, . . . , L0が独立同分布で、Zl = f(Yl)となっていたとす

ると、 ∑L0

l=1 Zlϕδ(x − Yl)∑L0

l=1 ϕδ(x − Yl)
→

∫
RD f(y)ϕδ(x − y)p0,n(x0, y)dy∫

RD ϕδ(x − y)p0,n(x0, y)dy
, L0 → ∞, (A-5)

→ f(x)p0,n(x0, x)

p0,n(x0, x)
, δ → 0, (A-6)

= f(x), (A-7)

となる。すなわちサンプル数を無限大にし、さらに近似デルタ関数のサポートの大きさ δ

を無限小にすれば真の関数に各点収束するような補間になっている。本稿では ϕδとして

以下を用いている。

ϕδ(x) =
1√
2πδ

exp(−|x|2

2δ
).
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（3） リプシッツ補間

補間点がリプシッツ連続、すなわち {(yl, zl)}L0
l=1が、

|zk − zl| 5 K|yk − yl|,

となっているとする。

Ψ(x; {(yl, zl)}L0
l=1) = inf{zl + |x − yl|; l = 1, . . . , L0}. (A-8)

このとき、補間関数Ψはリプシッツ連続で、同じリプシッツ係数Kを用いて、

|Ψ(x; {(yl, zl)}L0
l=1) − Ψ(y; {(yl, zl)}L0

l=1)| 5 K|x − y|,

となっている。同様に、

Ψ(x; {(yl, zl)}L0
l=1) = sup{zl − |x − yl|; l = 1, . . . , L0}, (A-9)

も補間関数の候補となる。

補論2 キューバチャー法

以下では本稿で提案する手法が用いるキューバチャー法について解説する。

（1） ユークリッド空間におけるキューバチャー法とウィーナー空間に

おけるキューバチャー法の対応

イ. RD上のキューバチャー法

定義 A-2.1 Pm をRD の多項式で次数が m次以下のもの全体の集合とする。また µを

RD 上の測度とする。このとき、ある自然数 nに対し、ノード x1, . . . , xn ∈ RD と重み

λ1, . . . , λn ∈ R、λ1, . . . , λn > 0がm次のキューバチャーを満たすとは、任意の p ∈ Pmに

対し、 ∫
RD

p(x)µ(dx) =
n∑

i=1

λip(xi), (A-10)

となることである。このとき、nをキューバチャーのサイズと呼ぶ。
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この公式に関する研究は古くから行われている。そしてこの公式の存在と、サイズとし

て dimPmをとることが可能であることが示されている。

ロ. ウィーナー空間上のキューバチャー法

C0([0,∞); Rd) = {w : [0,∞) → Rd, wは連続, w(0) = 0}という連続パスの空間上の

σ加法族 Bを 0 < t1 < · · · < tn < ∞、Ai ∈ B(RD)、i = 1, . . . , nに対し {w; w(t1) ∈

A1, . . . , w(tn) ∈ An} という集合で生成される最小のものとする。また、測度 µを、

µ({w; w(t1) ∈ A1, . . . , w(tn) ∈ An}) =

∫
A1×···×An

pt1(0, dx1) · · · ptn−tn−1(xn−1, dxn),

pt(x, dy) =
1

√
2πt

D
exp

(
−|x − y|2

2t

)
dy,

により定める。このとき (C[0,∞),B, µ)をウィーナー空間と呼ぶ。ここでウィーナー空間

上の関数Bt : C[0,∞) → RdをBt(w) = w(t)により定めると、これはブラウン運動とな

る。

一方、ストラトノビッチ型確率微分方程式、

dX(t, x) = V0(X(t, x))dt +
d∑

α=1

Vα(X(t, x)) ◦ dBα(t), (A-11)

X(0, x) = x, (A-12)

が強い解を持つとすると、解は X(t, x) = F (t, x, B)と表現できる。このためこの解は

ウィーナー空間上の汎関数となっている。このとき f(X(t, x))の期待値はウィーナー空間

上の積分で表すことができ、

E[f(X(t, x))] =

∫
C[0,∞)

f(X(t, w, x))µ(dw), (A-13)

となっている。

詳細は後で説明するのでここでは結果のみを記すが、有界変動なパス θ1, . . . , θnと重み

λ1, . . . , λn ∈ R、λ1, . . . , λn > 0がキューバチャーをなしているとは、任意の f : RD → R

に対して、 ∫
C[0,∞)

f(X(t, w, x))µ(dw) ∼
n∑

i=1

λif(X(t, θi, x)), (A-14)
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という近似ができるということをいう。これは古典的なキューバチャー法のウィーナー空

間への拡張であると見なせる。このとき右辺の計算は、左辺の期待値を近似して計算して

いると考えることができる。

ただし、このとき右辺X(t, θi, x)は何かという問題が残ることに注意が必要である。そ

もそも確率微分方程式の解は a.s.に定義され、一本ずつのパスに対して定義されるわけ

ではない。(A-14)式のX(t, θi, x)を正確に意味づけると次の常微分方程式の解のことで

ある。

dΦ(t, θi, x) = V0(Φ(t, θi, x)) +
d∑

α=1

Vα(Φ(t, θi, x))dθα
i (t), (A-15)

Φ(0, θi, x) = x. (A-16)

この常微分方程式は確率微分方程式 (A-11)のブラウン運動の部分を有界変動パス θiに置

き換えた形になっている。この対応関係を踏まえてX(t, θi, x)と表記した。

（2） キューバチャー法の定義

イ. 記号の準備

Am = {(α1, . . . , αk) ∈ {0, . . . , d}k, k + ♯{j; αj = 0} 5 m, k ∈ N}とする33。また、

α = (α1, . . . , αk) ∈ Amに対し、∥α∥ = k + ♯{j; αj = 0}とする。すなわち、ベクトルの大

きさに、成分が 0の個数をさらに加えるというノルムを定める。このような記号を定める

理由は重複ウィーナー積分の tに関するオーダーが次のようになることに由来している。

注意 A-2.2 時刻 tまでの重複ウィーナー積分は時刻 1までの重複ウィーナー積分により、

次のように表される。∫
0<t1<···<tk<t

dBα1(t1) ◦ · · · ◦ dBαk(tk)
(d)
= t

∥¸∥
2

∫
0<t1<···<tk<1

dBα1(t1) ◦ · · · ◦ dBαk(tk).

(A-17)

ここで
(d)
= は分布が等しいという意味で用いた。ただし、∫

0<t1<···<tk<t

dBα1(t1) ◦ · · · ◦ dBαk(tk) =

∫ t

0

∫ tk

0

. . .

∫ t2

0

dBα1(t1) ◦ · · · ◦ dBαk(tk),

33ここで ♯は集合の元の個数を表す。
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とする。

さらにC0,bv([0,∞); Rd+1) ⊂ C0([0,∞); R+1)を有界変動な関数全体とする。

定義 A-2.3 有界変動なパスθ1, . . . , θn ∈ C0,bv([0, T ]; Rd+1)と重みλ1, . . . , λn ∈ R、λ1, · · · , λn >

0がm次のキューバチャーをなすとは、任意のα = (α1, · · · , αk) ∈ Amに対し、

E[

∫
0<t1<···<tk<T

dBα1(t1) ◦ · · · ◦ dBαk(tk)]　

=λ1

∫
0<t1<···<tk<T

dθα1
1 (t1) · · · dθαk

1 (tk) + · · · + λm

∫
0<t1<···<tk<T

dθα1
n · · · dθαk

n , (A-18)

となることである。ただし θ0
i (t) = t、i = 1, 2, . . . , nとする。

注意 A-2.4 実は T = 1として定義を満たす θi ∈ C0,bv([0, 1], Rd+1)、i = 1, . . . , nが存在す

れば、θT,i(t) =
√

Tθi(
t
T
)と変数変換したθT,iを導入することによりθT,i ∈ C0,bv([0, T ],Rd+1)、

i = 1, . . . , nは (A-18)式を満たす。実際、注意A-2.2より、

E[

∫
0<t1<···<tk<T

dBα1(t1) ◦ · · · ◦ dBαk(tk)]

=E[T
∥¸∥
2

∫
0<t1<···<tk<1

dBα1(t1) ◦ · · · ◦ dBαk(tk)]

=T
∥¸∥
2

(
n∑

i=1

λi

∫
0<t1<···<tk<1

dθα1
i (t1) · · · dθαk

1 (tk)

)
.

ここで si = Ttiと変数変換すると dθ
αj

i (
sj

T
) = 1

T
dθ

αj

T,i(sj)となることに注意して、

=T− ∥¸∥
2

(
n∑

i=1

λi

∫
0<s1<···<sk<T

dθα1
i (

s1

T
) · · · dθαk

i (
sk

T
)

)

=
n∑

i=1

λi

∫
0<s1<···<sk<T

dθα1
T,i(s1) · · · dθαk

T,i(sk),

となる。よって T = 1に対するキューバチャーを求めれば十分である。ここではまず定義

A-2.3を満たす λと θが与えられたと仮定して、それを使ってどのように期待値が近似で

きるのかを見たのちに、λと θをどう見つければよいかを議論することにする。

そのために、まず確率テイラー展開について説明を行う。
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ロ. 確率テイラー展開

定理 A-2.5

f(X(t, x))

=
∑

(α1,...,αk)∈Am

Vα1 · · ·Vαk
f(x)

∫
0<t1<···<tk<t

dBα1(t1) ◦ · · · ◦ dBαk(tk) + Rm(t, x, f).

(A-19)

ただし、

Rm(t, x, f)

=
∑

(α1,...,αk)∈Am,
(α0,...,αk)/∈Am

∫
0<t1<···<tk<t

Vα0 · · ·Vαk
f(X(t0, x))dBα0(t0) ◦ · · · ◦ dBαk(tk),

∥E[Rm(t, x, f)]∥∞ 5 Ct
m+1

2 sup
α∈Am+2fflAm

∥Vα1 · · ·Vαk
f∥∞, (A-20)

である34。

証明 ストラトノビッチ型確率微分方程式に対する伊藤の公式より、

df(X(t, x)) =
D∑

j=1

∂

∂xj

f(X(t, x)) ◦ dXj(t, x)

=
D∑

j=1

d∑
α=0

∂

∂xj

f(X(t, x))V (j)
α (X(t, x)) ◦ dBα(t)

=
d∑

α=0

D∑
j=1

V (j)
α (X(t, x))

∂

∂xj

f(X(t, x)) ◦ dBα(t). (A-21)

ここで Vα、α = 0, . . . , dを、

Vα =
D∑

j=1

V (j)
α (x)

∂

∂xj

,

34∥ · ∥∞ は ∥f∥∞ = sup{|f(x)|;x ∈ RD}という、一様ノルムを表す。
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という微分作用素と同一視すると、伊藤の公式は、

f(X(t, x)) = f(x) +
d∑

α=0

∫ t

0

Vαf(X(s, x)) ◦ dBα(s),

となる。さらに Vαf(X(s, x))に対して伊藤の公式を用いると、

f(X(t, x))

= f(x) +
d∑

α=0

∫ t

0

{
Vαf(x) +

d∑
β=0

∫ s

0

VβVαf(X(r, x)) ◦ dBβ(r)

}
◦ dBα(s)

= f(x) +
d∑

α=0

Vαf(x)

∫ t

0

◦dBα(s)

+
d∑

α=0

d∑
β=0

∫ t

0

∫ s

0

VβVαf(X(r, x)) ◦ dBβ(r) ◦ dBα(s).

これを繰り返すことで、(A-19)が得られる。また、注意A-2.2より (A-20) も分かる。¤

ハ. キューバチャー法に基づく期待値計算

θk ∈ C0,bv([0,∞); Rd+1)に対し、Φ(t, θk, x)を常微分方程式、

du(t, x)

dt
=

d∑
α=0

Vα(u(t, x))
dθα

k (t)

dt
, (A-22)

u(0, x) = x, (A-23)

の解とする。このとき、テイラー展開により、以下を得る。

f(Φ(t, θk, x)) =
∑

(α1,...,αl)∈Am

Vα1 · · ·Vαl
f(x)

∫
0<t1<···<tl<t

dθα1
k (t1) · · · dθαl

k (tl)

+ R̃m,k(t, x, f).

ただし、

∥R̃m,k(t, x, f)∥∞ 5 Ctm+1 sup
α∈Am+2fflAm

∥Vα1 · · ·Vαl
f∥∞

5 Ct
m+1

2 sup
α∈Am+2fflAm

∥Vα1 · · ·Vαl
f∥∞, t < 1.
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上記を使うと以下が成り立つ。

∥E[f(X(t, x))] −
n∑

k=1

λkf(Φ(t, θk, x))∥∞

=

∥∥∥∥∥∥
∑

(α1,...,αl)∈Am

Vα1 · · ·Vαl
f(x)

∫
0<t1<···<tl<t

dBα1(t1) ◦ · · · ◦ dBαl(tl) + Rm(t, x, f)

−
n∑

k=1

λk

 ∑
(α1,...,αl)∈Am

Vα1 · · ·Vαl
f(x)

∫
0<t1<···<tl<t

dθα1
k (t1) · · · dθαl

k (tl) + R̃m,k(t, x, f)


∥∥∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥∥∥
∑

(α1,...,αl)∈Am

Vα1 · · ·Vαl
f(x)

∫
0<t1<···<tl<t

dBα1(t1) ◦ · · · ◦ dBαl(tl) + Rm(t, x, f)

−
∑

(α1,...,αl)∈Am

Vα1 · · ·Vαl
f(x)

n∑
k=1

λk

∫
0<t1<···<tl<t

dθα1
k (t1) · · · dθαl

k (tl) −
n∑

k=1

λkR̃m,k(t, x, f)

∥∥∥∥∥∥
∞

.

これは、キューバチャー法の定義より、

=

∥∥∥∥∥Rm(t, x, f) −
n∑

k=1

λkR̃m,k(t, x, f)

∥∥∥∥∥
∞

,

と書ける。したがって、次が成り立つことが分かる。

定理 A-2.6

∥E[f(X(t, x))] −
n∑

k=1

λkf(Φ(t, θk, x))∥∞

5 Ct
m+1

2 sup
α∈Am+2fflAm

∥Vα1 · · ·Vαl
f∥∞, t < 1. (A-24)

ゆえに、期待値 E[f(X(t, x))]を常微分方程式の解を用いた
∑n

k=1 λkf(Φ(t, θk, x))により

近似できることが分かる。

ニ. 時間分割

定理A-2.6による近似は tが小さい時のみ有効な近似である。しかし、tがある程度大

きい場合にも区間 [0, t]を分割することで、この近似を活用することができる。区間を k

分割して 0 = t0 < t1 < · · · < tk = tとする。また、sl = tl − tl−1とする。このとき、一区
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間ごとに定理A-2.6を用いると、次を得る。

E[f(X(t, x)))] = E[E[f(X(t, x))|X(tk−1, x)]]

∼ E[
n∑

i=1

λif (Φ (sk, θsk,i, X(tk−1, x)))]

=
n∑

i=1

λiE[E[f (Φ (sk, θsk,i, X(tk−1, x))) |X(tk−2, x)]]

∼
n∑

i=1

λiE[
n∑

j=1

λjf(Φ(sk, θsk,i, Φ(sk−1, θsk−1,j, X(tk−2, x))))]

=
n∑

i=1

n∑
j=1

λiλjE[f(Φ(sk, θsk,i, Φ(sk−1, θsk−1,j, X(tk−2, x))))].

これを t0まで繰り返せば、

E[f(X(t, x))] ∼
n∑

i1,...,ik=1

λi1 . . . λikf (Φ(t, θs1,i1 ⊗ · · · ⊗ θsk,ik , x)) ,

という近似ができる。ここでΦ(t, θs1,i1 ⊗ · · · ⊗ θsk,ik , x)は、

Φ(t, θs1,i1 ⊗ · · · ⊗ θsk,ik , x) = Φ(sk, θsk,ik , Φ(tk−1, θs1,i1 ⊗ · · · ⊗ θsk−1,ik−1
, x)), (A-25)

により再帰的に定義される、各小区間ごとの常微分方程式 (A-22)式の解をつなげたもの

である。そしてこのように近似した場合の誤差評価は以下のようになる。

∥E[f(X(t, x))] −
n∑

i1,...,ik=1

λi1 . . . λikf (Φ(t, θs1,i1 ⊗ · · · ⊗ θsk,ik , x)) ∥∞

5 C
k∑

j=1

s
m+1

2
j sup

(α1,...,αl)∈Am+2fflAm

∥Vα1 · · ·Vαl
Pt−tjf∥∞.

ここで近似誤差はfの高階の微分Vα1 · · ·Vαl
fを用いて評価されているが、係数V0, . . . , Vd

がUFG条件35という条件を満たすに時にはマリアバン解析を用いてさらに詳細な評価を

35Kusuoka[2004]参照。
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行うことにより、

∥E[f(X(t, x))] −
n∑

i1,...,ik=1

λi1 . . . λikf (Φ(t, θs1,i1 ⊗ · · · ⊗ θsk,ik , x)) ∥∞

5 C∥∇f∥∞

(
s

1
2
k +

k−1∑
i=1

s
m+1

2
i

(t − ti)
m
2

)
,

が成り立つ。また、f がリプシッツ連続の場合も同様の評価が成り立つことが知られて

いる。

さらにこの評価は、時間分割は必ずしも均等分割が効率的でないことを示唆している。

実際、時間分割を、

tj = t(1 − (1 − j

k
)γ), (A-26)

とすると、誤差評価は、

∥E[f(X(t, x))] −
n∑

i1,...,ik=1

λi1 . . . λikf (Φ(t, θs1,i1 ⊗ · · · ⊗ θsk,ik , x)) ∥∞

≤


Ck− γ

2 ∥∇f∥∞, 0 < γ < m − 1,

Ck−m−1
2 log(n)∥∇f∥∞, γ = m − 1,

Ck−m−1
2 ∥∇f∥∞, γ > m − 1,

(A-27)

となる。

（3） キューバチャーの構成

イ. 期待値演算の微分作用素としての見方

確率テイラー展開によると拡散過程の期待値は、

Ptf(x) = E[f(X(t, x))]

=
∑

(α1,...,αk)∈Am

Vα1 · · ·Vαk
f(x)E[

∫
0<t1<···<tk<t

dBα1(t1) ◦ · · · ◦ dBαk(tk)] + O(t
m+1

2 )

=
∑

(α1,...,αk)∈Am

E[

∫
0<t1<···<tk<1

dBα1(t1) ◦ · · · ◦ dBαk(tk)]t
∥(α1,...,αk)∥

2 Vα1 · · ·Vαk
f(x)

+ O(t
m+1

2 ), (A-28)
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と書ける。この式は、拡散過程の期待値作用素 Ptを、重複ウィーナー積分の期待値を係

数とした微分作用素の線形結合で近似していると解釈できる。

∑
(α1,...,αk)∈Am

E[

∫
0<t1<···<tk<1

dBα1(t1) ◦ · · · ◦ dBαk(tk)]t
∥(α1,...,αk)∥

2 Vα1 · · ·Vαk
.

確率微分方程式の係数 Vαがどのような形でも、Ptは必ずこの形に展開できる。また、Pt

を微分作用素と見たとき、α ∈ Amの項まで計算すれば、tに関して m+1
2
次の近似となっ

ている。ただし、係数に表れる重複ウィーナー積分の期待値の計算は必ずしも容易では

ない。

上記の微分作用素としての見方に関連して、古くから確率微分方程式の解と偏微分方程

式の関係が知られている。

ロ. 確率微分方程式と偏微分方程式の関係

2階の微分作用素 Lを、

L = V0 +
1

2

d∑
α=1

V 2
α ,

とおく。このときファインマン=カッツの定理よりPtf(x)は次の偏微分方程式の解となる。

∂u(t, x)

∂t
= Lu(t, x), (A-29)

u(0, x) = f(x). (A-30)

Ptf(x)をテイラー展開すると、(A-29)により、

Ptf(x) =
n∑

k=0

(tL)k

k!
f(x) + O(tn+1), (A-31)

を得る。右辺は exp(tL)を形式的に n次まで展開したものに等しいので、

Pt = exp(tL) = exp t

(
V0 +

1

2

d∑
α=1

V 2
α

)
,

と書くこともできる。Lの定義より、(A-31)もPtを微分作用素 Vα, α = 0, . . . , dで、展開

していると見なすことができる。そして、(A-28)と比較すれば、exp t
(
V0 + 1

2

∑d
α=1 V 2

α

)
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を展開して、

exp t

(
V0 +

1

2

d∑
α=1

V 2
α

)
=

∑
(α1,...,αk)∈Am

a(α1,...,αk)Vα1 · · ·Vαk
+ · · · , (A-32)

と考えれば、

Ptf(x) =
∑

(α1,...,αk)∈Am

a(α1,...,αk)Vα1 · · ·Vαk
f(x) + O(t

m+1
2 ), (A-33)

という、誤差O(t
m+1

2 ) の近似になっている。そこで、先ほどの重複ウィーナー積分を計算

する問題は exp t
(
V0 + 1

2

∑d
α=1 V 2

α

)
を展開する問題に置換できた。しかし、この式を直接

用いて f が決まるたびに多重の微分計算により期待値を近似するというアルゴリズムは

効率的でないほか、ファイナンスの問題では fが滑らかでない場合が多いため微分できな

い場合がある。そこで、以下では常微分方程式を用いて (A-33)をさらに近似する。

ハ. 常微分方程式を用いた計算 : ベクトル場とフロー

1次の微分作用素、

Vα =
D∑

i=1

V (i)
α (x)

∂

∂xi

,

はRD上のベクトル場36であると考えられる。例えば空間内に流れがあったとすると空間

の各点でその流れの速度ベクトルを観測できる。このためこの空間はベクトル場となる。

あるベクトル場、

V =
D∑

i=1

V (i)(x)
∂

∂xi

,

が与えられたとする。このとき、このベクトル場を時間微分として持つ関数は次の常微分

方程式の解として表される。

dui(t, x)

dt
= V (i)(u(t, x)), (A-34)

u(0, x) = x.

これをフローと呼びExp(tV )(x)で表す。また、Exp(tV )(x)は次のように展開できる。

36空間の全ての点にベクトルが配置されているとき、この空間をベクトル場と呼ぶ。
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命題 A-2.7

f(Exp(tV )(x)) =
n∑

k=0

tk

k!
V kf(x) +

∫ t

0

(t − s)n+1

(n + 1)!
V n+1f(Exp(sV )(x))ds. (A-35)

特に、

f(Exp(V )(x)) =
n∑

k=0

1

k!
V kf(x) +

1

(n + 1)!
∥V n+1f∥∞, (A-36)

となる。

証明 テイラー展開により、

f(Exp(tV )(x)) = f(x) +
n∑

k=0

tk

k!

(
d

dt

)k

f(Exp(tV )(x))|t=0

+

∫ t

0

(t − s)n+1

(n + 1)!
V n+1f(Exp(sV )(x))ds,

となる。さらに式 (A-34)より、(
d

dt

)k

(f(Exp(tV )(x))) =

(
d

dt

)k−1 D∑
i=1

∂

∂xi

f(Exp(tV )(x))V (i)(u(t、x))

=

(
d

dt

)k−1

V f(Exp(tV )(x))

= . . .

=
d

dt
V k−1f(Exp(tV )(x)) = V kf(Exp(tV )(x)),

となる。 ¤

注意 A-2.8 式 (A-36)の右辺は exp(V )を形式的に展開した形になっているので、「ベクト

ル場 V に対して exp(V )を n次まで形式的に展開したものを f に作用させたものは、関数

f の中にフローを代入したもので近似できる」ということを表している。すなわち、1階

の微分作用素（ベクトル場）に対して expを作用させた exp(V )という微分作用素は常微

分方程式の解で表現できる。ただし、今求めたい微分作用素は exp(L)であり、Lは 2階

の微分作用素になっているため、さらに Vα、α = 0, . . . , dで生成されるベクトル場によっ

て Lを近似し、その結果 Ptを常微分方程式を用いて近似する。
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ニ. 近似作用素を見つける空間 : ベクトル場のなすリー代数

注意A-2.8で述べたように、作用素Lを近似するために、近似を探す空間を考える。Vα、

α = 0, . . . , dから派生するベクトル場について考える。ベクトル場の線形結合全体はベク

トル空間をなすため a、b ∈ Rに対し、

aVα + bVβ,

も再びベクトル場になる。一方、ベクトル場の積は、

VαVβ =
D∑

k,l=1

(
V (k)

α (x)
∂V

(l)
β (x)

∂xk

∂

∂xl

+ V (k)
α (x)V

(l)
β (x)

∂2

∂xk∂xl

)
, (A-37)

より、2階の微分作用素となるためベクトル場ではない。ところが [Vα, Vβ]を VαVβ −VβVα

とおいて、これを計算すると 2階微分の項が消え、

[Vα, Vβ] =
D∑

k,l=1

(
V (k)

α (x)
∂V

(l)
β

∂xk

− V
(k)
β (x)

∂V
(l)
α

∂xk

)
∂

∂xl

,

というベクトル場になる。これを交換子積と呼ぶ。そしてα = (α1, . . . , αk)に対し、ベク

トル場 V(¸)を、

V(¸) = [Vα1 , V(α2,...,αk)],

として再帰的に定義する。なお、Span{V(¸), (α) ∈ A} 37は交換子積で閉じた集合38に

なっている。これを「Vα、α = 0, . . . , dが生成するリー代数」と呼びL(V0, . . . , Vd)で表す。

Li ∈ L(V0, . . . , Vd)、i = 1, . . . , nにより Ptを、

n∑
i=1

ai exp Li,

により近似できたとする。このとき
∑n

i=1 ai exp Liという微分作用素は、

n∑
i=1

aiExp(Li),

というフローを用いて表現できる。

37SpanX はX の元の線形結合全体のなすベクトル空間を表す。
38閉じた集合とは、任意の 2つの元の交換子積が再びその集合の元になること。
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ホ. 近似作用素の構成 : 代数的構造

適当な係数 ai ∈ Rと Li ∈ L(V0, . . . , Vd)、i = 1, . . . , nにより Ptを
∑n

i=1 ai exp Liとい

う形で近似することを考える。

ここで、確率テイラー展開 (A-28)式を再記する。

Ptf(x) =
∑

(α1,...,αk)∈Am

E[

∫
0<t1<···<tk<1

dBα1(t1) ◦ · · · ◦ dBαk(tk)]t
∥(α1,...,αk)∥

2 Vα1 · · ·Vαk
f(x)

+ O(t
m+1

2 ).

そして、今考えている近似の特徴を (A-28)式を踏まえて整理すると、次の 2点となる。

・
∑n

i=1 ai exp Liを展開したときに、Vαの並びが重要であり、具体的な微分作

用素としての構造は近似を探す際は必要としない。

・α ∈ Amとなっている項のみを考慮するため、Vαがどのブラウン運動に付

随していたのかという情報が重要であり、むしろ微分作用素として見てしま

うと、この情報が失われてしまう。

例えば V0 = V1 = x1
∂

∂x1
となっているとすると、微分作用素として V0と V1を区別でき

ない。このため v0, . . . , vdというシンボル39を導入する。これから考える近似を、シンボ

ルの並び方で考察した上で見つけ、そののちに再びシンボルにベクトル場を代入すれば、

それが近似になる。さらに、このように構成した近似は Vαの具体的な構造を一切仮定し

ていないため、汎用性が高い。

上記を数学的に表現し直す。まずシンボルの空間を、

D∞(v0, . . . , vd) = {
∑

(α1,...,αk)∈A

a(α1,...,αk)vα1 · · · vαk
; a(α1,...,αk) ∈ R},

Dm(v0, . . . , vd) = {
∑

(α1,...,αk)∈Am

a(α1,...,αk)vα1 · · · vαk
; a(α1,...,αk) ∈ R},

とし、D∞(v0, . . . , vd)にはシンボルをつなげるという積、

(vα1 . . . vαk
) · (vβ1 . . . vβl

) = vα1 . . . vαk
vβ1 . . . vβl

,

39シンボルとは特定の演算や値を示さない文字で、列の長さや順序のみが意味をもつ記号のこと。
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が入っているとする。そして、

v =
∑

(α1,...,αk)∈B

a(α1,...,αk)vα1 · · · vαk
,

に対し、⟨v, vα1 · · · vαk
⟩ = a(α1,...,αk) という係数を返す写像を考える。D∞(v0, . . . , vd)から

Dm(v0, . . . , vd)への射影 jmを、

jm(vα1 . . . vαk
) =

vα1 . . . vαk
, (α1, . . . , αk) ∈ Am,

0, (α1, . . . , αk) /∈ Am,

とし、Ψt : Dm(v0, . . . , vd) → Dm(v0, . . . , vd)、m = 1, . . . ,∞を、

Ψt(vα1 . . . vαk
) = t

∥(α1,...,αk)∥
2 vα1 . . . vαk

,

とおいたうえで、シンボルと微分作用素の対応を与える写像を、

Φ(vα1 · · · vαk
) = Vα1 · · ·Vαk

,

と定義する。

ここでシンボルが生成するリー代数40を考える。まず、

[vα, vβ] = vαvβ − vβvα,

とし、α = (α1, . . . , αk)に対し、

v(¸) = [vα1 , v(α2,...,αk)],

とおく。そして、

L(v0, . . . , vd) = Span{v(¸), (α) ∈ A},

とする。以上を準備したうえで、次の定義をする。

定義 A-2.9 λi ∈ Rと li ∈ L(v0, . . . , vd)、i = 1, . . . , nがm次のモーメント条件を満たす

40シンボルの集合のうち交換子積で閉じているもの。
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とは、次を満たすことである。

jm

(
n∑

i=1

λi exp(li)

)
= jm

(
exp(v0 +

d∑
α=1

v2
α

2
)

)
, (A-38)

⟨li, v0⟩ = 1. (A-39)

ここで、次の命題が成り立つ。

命題 A-2.10 λi ∈ Rと li ∈ L(v0, . . . , vd)、i = 1, . . . , nがm次のモーメント条件を満たす

とする。このとき、f に依存して決まる定数Cf > 0が存在して、∥∥∥∥∥Ptf(x) −
n∑

i=1

λif(Exp(ΦjmΨt(li)(x)))

∥∥∥∥∥
∞

5 Cf t
m+1

2 , (A-40)

となる。

証明の概略 ∥∥∥∥∥Ptf(·) −
n∑

i=1

λif(Exp(ΦjmΨt(li)(·)))

∥∥∥∥∥
∞

5
∥∥∥∥∥Ptf − ΦjmΨt

(
exp(v0 +

d∑
α=1

v2
α

2
)

)
f

∥∥∥∥∥
∞

+

∥∥∥∥∥ΦjmΨt

(
exp(v0 +

d∑
α=1

v2
α

2
)

)
f − ΦjmΨt

(
n∑

i=1

λi exp(li)

)
f

∥∥∥∥∥
∞

+

∥∥∥∥∥ΦjmΨt

(
n∑

i=1

λi exp(li)

)
f −

n∑
i=1

λif(Exp(ΦjmΨt(li)(·)))

∥∥∥∥∥
∞

,

であり、右辺の 3つの項がそれぞれO(t
m+1

2 )となっている。

¤

よって、シンボルがm次のモーメント条件という代数的な関係式を満たせば、Ptf(x)

を
∑n

i=1 λiExp(ΦjmΨt(li)(x))というフローで近似できる。

注意 A-2.11 キューバチャー法と類似点が多い楠岡近似では ξを L(v0, . . . , vd)値確率変
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数に拡張して、

jmE[exp(ξ)] = jm exp(v0 +
d∑

α=1

v2
α

2
), (A-41)

⟨ξ, v0⟩ = 1, (A-42)

となるものを考える。この枠組みで考えれば、キューバチャー法で探している ξとは、

P (ξ = li) = λi, (A-43)

となる離散状態の確率変数であると考えることができる。したがってキューバチャー法は

楠岡近似の枠組みの中に含まれていることが分かる。

楠岡近似の具体的な構成として代表的なものに、Ninomiya and Victoir[2008]（以下、

NV法）やNinomiya and Ninomiya[2009]（以下、NN法）等がある。キューバチャー法が

(A-43)式のような離散状態の確率変数を用いた構成と考えられるのに対し、これらの方

法では連続分布であるガウス型の確率変数を用いた構成となっている点が相違している。

NV法、NN法とキューバチャー法はいずれも楠岡近似の一種であるという点では同じ

であるが、実際の計算に活用する際に、キューバチャー法は理論的に決められた有限個の

パスの値を加重平均することで期待値を近似するのに対しNV法、NN法はモンテカルロ

法を用いる。このため、キューバチャー法の近似誤差は時間を離散分割したことから生じ

る誤差のみであるのに対しNV法、NN法の近似誤差は、大数の法則の収束に関する誤差

と、時間を離散分割したことによる誤差の合計となる。ただし、キューバチャー法は時

間を離散分割する数を増大させると計算量が級数的に増大するため、必ずしもキューバ

チャー法が高速、高精度という訳ではない。本稿では、アメリカン・オプションの継続価

値計算にはそれほど高い精度の計算は必要とならないと考えた上で、それほど精度を高め

ない範囲では計算量を比較的小さく抑えることができるキューバチャー法を用いた。さら

に、こうした立場から、本稿では第 5節の計算例でキューバチャー法の中でも最も計算量

が小さい 3次のキューバチャー法を採用した。以下では 3次のキューバチャー法について

詳しく説明する。
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ヘ. 3次のキューバチャーの構成

命題 A-2.12 zi = (z1
i , . . . , z

d
i ) ∈ Rd、i = 1, . . . , n、λi > 0がRd上のガウス測度に対する

3次のキューバチャーになっているとする。このとき、

li = v0 +
d∑

k=1

zk
i vk,

とすると、(λi, li)
n
i=1 は 3次のモーメント条件を満たす。

証明 まず、

j3(exp(v0 +
1

2

d∑
α=1

v2
α)) = 1 + v0 +

1

2

d∑
α=1

v2
α,

となることに注意して、以下を得る。

j3(exp(li)) = j3(1 + li +
1

2
l2i +

1

6
l3i )

= j3{1 + v0 +
d∑

k=1

zk
i vk +

1

2

d∑
k=1

zk
i (v0vk + vkv0)

+
1

2

d∑
k=1

(zk
i )2v2

k +
1

2

∑
k>l

zk
i zl

i(vkvl + vlvk)

+
1

6
(

d∑
k=1

(zk
i )vk)

3}.

一方、(zi, λi)はガウス測度に対するキューバチャーなので、

n∑
i=1

λi(
d∑

k=1

zk
i vk) = 0, (ガウス測度の 1次のモーメント = 0)

n∑
i=1

λi(
∑
k>l

zk
i zl

i(vkvl + vlvk)) = 0, (ガウス測度の相関 = 0)

n∑
i=1

λi(
d∑

k=1

zk
i vk)

3 = 0, (ガウス測度の 3次モーメント = 0)
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であるから、

n∑
i=1

λij3(exp(li)) = 1 + v0 +
1

2

d∑
α=1

v2
α

= j3(exp(v0 +
1

2

d∑
α=1

v2
α)),

となる。 ¤

注意 A-2.13 Rd上のガウス測度に対する 3次のキューバチャーの構成法は良く知られて

いる。例えば、最も簡単な例としては zi = (z1
i , . . . , z

d
i ) ∈ Rd、zk

i ∈ {−1, 1}を用いて、

{z1, . . . , zn} = {−1, 1}d、zi ̸= zj、i ̸= jとなるように構成し、λi = 1
2d、i = 1, . . . , 2dとす

れば、(λi, zi)、i = 1, . . . , 2dは 3次のキューバチャーとなる。

ここまでで 3次のモーメント条件を満たす λiを具体的に構成できた。引き続き、

E[

∫
0<t1<···<tk<1

dBα1(t1) ◦ · · · ◦ dBαk(tk)]

=
n∑

i=1

λi

∫
0<t1<···<tk<1

dθα1
i (t1) · · · dθαk

1 (tk), (A-44)

となるようなパス θi ∈ C0,bv([0, 1],Rd+1)、i = 1, . . . , nを見つける。

(A-28)式より、

n∑
i=1

λij3 exp(li)

=j3

 ∑
(α1,...,αk)∈Am

E[

∫
0<t1<···<tk<1

dBα1(t1) ◦ · · · ◦ dBαk(tk)]vα1 · · · vαk

 ,

となっている。一方、(A-44)式を満たすパスが存在するとすると、

=j3

 ∑
(α1,...,αk)∈Am

n∑
i=1

λi

∫
0<t1<···<tk<1

dθα1
i (t1) · · · dθαk

1 (tk)vα1 · · · vαk


=

n∑
i=1

λij3

 ∑
(α1,...,αk)∈Am

∫
0<t1<···<tk<1

dθα1
i (t1) · · · dθαk

1 (tk)vα1 · · · vαk


=

n∑
i=1

λi

∑
(α1,...,αk)∈A3

∫
0<t1<···<tk<1

dθα1
i (t1) · · · dθαk

1 (tk)vα1 · · · vαk
,
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となる。よって、

j3 exp(li) =
∑

(α1,...,αk)∈A3

∫
0<t1<···<tk<1

dθα1
i (t1) · · · dθαk

1 (tk)vα1 · · · vαk
, (A-45)

となるようなパス θi ∈ C0,bv([0, 1], Rd+1)、i = 1, . . . , nを見つければよい。例えば 3次の場

合は簡単に見つけることができて、

θi(t) = (t, z1
i t, . . . , z

d
i t),

とすると、(A-45)式を満たしている。

さらに、一般に li ∈ L(v0, . . . , vd)に対し、

j3 exp(li) =
∑

(α1,...,αk)∈Am

∫
0<t1<···<tk<1

dθα1
i (t1) · · · dθαk

1 (tk)vα1 · · · vαk
,

となるw ∈ C0,bv([0, 1]; Rd+1)が存在することが、知られている（Chenの定理）。

（4） ガウス測度に対するキューバチャーの構成について

n = 2d、z1, . . . , zn ∈ {−1, 1}d、λi = 1
2d とすると、注意A-2.13で述べたとおり、これは

3次のキューバチャーとなる。よって、{−1, 1}dの各点に 1
2d の重みのあるRd上の測度を

δGd
、さらにガウス測度を µと表せば、∫

Rd

f(x)µ(dx) =

∫
Rd

f(x)δGd
(dx), f ∈ P3,

となる。ただしこの方法はサイズが 2dであり、次元に対し指数的にサイズが増加してし

まう。そこで次元の増加に対しサイズの増加が線形なオーダーで収まるような構成法につ

いて述べる。

イ. 直交配列

定義 A-2.14 集合 Sの元を用素とするN × kの 2次元配列が |S|レベルの直交配列（Or-

thogonal Array : OA）であるとは、ある t、λ ∈ Zで、任意のN × t部分配列が行方向の

t個の要素の組に対し、同じ組を λ個ずつ含んでいることとする。これを、

OA(N, k, |S|, t),
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と表記する。

注意 A-2.15 OA(N, k, |S|, t)には λは含まれていないが、λと他のパラメータは λ = N
|S|t

という関係がある。

例：OA(4, 3, 2, 2) 
0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

 .

定理 A-2.16 ( Victoir[2004] )

OA(N, d, 2, 2m + 1) =


x1

...

xN

 , S = {−1, 1},

と表し、重みを λj = 1
N
、j = 1, . . . , Nとすると、{(xj, λj)}N

j=1は δGd
に対する 2m + 1次の

キューバチャーになっている。

すなわち、任意の f ∈ P2m+1に対し以下が成り立つ。

N∑
k=1

1

N
f(xk) =

∫
f(z)δGd

(dz)

=

∫
Rd

f(x)µ(dx).

したがって、OA(N, d, 2, 2m + 1)を構成できればガウス測度に対する 2m + 1次のキュー

バチャーがサイズN で作れることになる。

ロ. アダマール行列

定義 A-2.17 (アダマール 行列) H ∈ Mn({−1, 1})がアダマール（Hadmard）行列であ

るとは、

HHT = nIn,

となることである。ここでMn({−1, 1})は成分が {−1, 1}から成る n次の正方行列の集合

を表す。
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A ∈ Mn({−1, 1}), B ∈ Mm({−1, 1})に対して、演算⊗を次のように定義しテンソルと

呼ぶ。

A ⊗ B =


a11B . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . .

an1B . . . annB

 ∈ Mmn({−1, 1}).

命題 A-2.18 Hn ∈ Mn({−1, 1})、Hm ∈ Mm({−1, 1})をアダマール行列とすると、Hn ⊗

Hmもアダマール行列になる。

この命題を用れば、サイズ 2m、m ∈ N のアダマール行列はm回テンソルを繰り返すこと

により構成できる。

H2 =

 1 1

−1 1

 , H2m =
m⊗

i=1

H2.

ハ. 直行配列の構成

アダマール 行列から OA(N, d, 2, 3)を構成することができる。実際次のようにすれば

よい。

手順 1: 2m−1 < d 5 2mの自然数mをとり n = 2mとおく。そしてAをアダマール

行列Hnとする（なお、ここで n < 2dが成り立っている）。

手順 2: 2n × n行列Bを、

B =

 A

−A

 ,

とする。

手順 3: Bの第 d + 1列から第 n列までを消したものを Cとする。このとき、Cは

OA(2n, d, 2, 3)になっている。ここで、2d 5 2n < 4dとなっていることに注意すれ

ば、ガウス測度に関するキューバチャーを 4d未満のサイズで構成できたことにな

る。すなわち δGd
では必要なサイズが次元の増加に対して指数的に増大したが、こ

の方法を用いると必要なサイズは次元に対して線形で増大する形に抑えることがで

きる。
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（5） キューバチャー法の数値例

以下では、2資産ブラック=ショールズ・モデルにおける、ヨーロピアン型 2資産最大

値オプションの価格を例にとり、解析解と 3次のキューバチャー法を用いて計算した近似

解を比較する。

原資産の価格が従う確率微分方程式とオプションのペイオフ関数は、

Xk(t) = xk +

∫ t

0

Xk(s)((r − µk)ds + σkdBk(s)), k = 1, 2, (A-46)

d⟨B1, B2⟩(t) = ρdt,

g(x1, x2) = (max(x1, x2) − K) ∨ 0,

と書ける。オプションの価格は、

E[g(X1(T ), X2(T ))],

と書ける。まず、(A-46)式をストラトノビッチ型に書き直すと以下を得る。

Xk = xk +
2∑

α=0

∫ t

0

V (k)
α (X(s)) ◦ dB̃α(s), (A-47)

ただし、

B̃1(t) = B1(t),

B̃2(t) = ρB1(t) +
√

1 − ρ2B2(t).

V
(1)
0 (x1, x2) = (µ1 −

1

2
σ2

1)x1,

V
(1)
1 (x1, x2) = σ1x1,

V
(1)
2 (x1, x2) = 0.

V
(2)
0 (x1, x2) = (µ2 −

1

2
σ2

2)x2,

V
(2)
1 (x1, x2) = σ2ρx2,

V
(2)
2 (x1, x2) = σ2

√
1 − ρ2x2.
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補論2（4）で解説した直行配列によるガウス測度に対する3次のキューバチャーを(zi, λi)
n
i=1、

zi = (z1
i , z

2
i )とする。また、θs,i(t) = zi√

s
tと変数変換する。

(A-15)式の常微分方程式は、du1(t,x1)
dt

du2(t,x2)
dt

 =

 (µ1 − σ2
1

2
+ σ1

z1
i√
s
)u1

i (t, x1)

(µ2 − σ2
1

2
+ σ2(ρ

z1
i√
s
+ σ2

√
1 − ρ2 z2

i√
s
))u2

i (t, x2)

 ,

と書ける。この常微分方程式は解析的に解くことができて、u1
i (t, x) = x1 exp

(
µ1 − σ2

1

2
+ σ1

z1
i√
s

)
t,

u2
i (t, x) = x2 exp

(
µ2 − σ2

2

2
+ σ2(ρ

z1
i√
s
+ σ2

√
1 − ρ2 z2

i√
s
)
)

t,

となる。例えば時間の離散分割を 0 = t0 < t1 < t2 = T としたとき、期待値の近似計算は、

E[g(X(T ))] =
n∑

i1,i2=1

λi1λi2g(ui2(t2 − t1, ui1(t1, x))),

となる。

以下ではパラメータを表A-1のように設定する。また、ガンマを (A-26)式の γで時間

の離散分割におけるパラメータとする。

表A-2はガンマと時間分割数をそれぞれ変化させた際の計算結果を表す。ここでは解析

解とキューバチャー法による近似解の誤差の絶対値を絶対誤差と呼ぶ。分割数が 6以上で

あれば、ガンマは 3の場合が絶対誤差がもっとも小さくなっている。

図A-1は各ガンマに対し、分割数を変化させた際の絶対誤差の様子を表している。ガン

マが 2、3の場合は分割数に対し速いオーダーで絶対誤差が減少し、十分に精度が高い近

似となっていることが確認できる。

表 A-1: パラメータ
x µ r σ ρ T K

100 0.0 0.0 0.3 0.0 3.0 120
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表 A-2: 分割による比較
解析解 10.226

ガンマ:1 時間分割数 2 4 6 9 10

近似解 11.428 10.238 9.568 10.430 10.139

絶対誤差 1.202 0.012 0.658 0.204 0.087

ガンマ:2 時間分割数 2 4 6 9 10

近似解 10.510 10.072 10.262 10.234 10.231

絶対誤差 0.284 0.154 0.036 0.008 0.005

ガンマ:3 時間分割数 2 4 6 9 10

近似解 9.070 10.242 10.191 10.225 10.224

絶対誤差 1.156 0.016 0.035 0.001 0.002

補論3 定理4.4の証明

本補論では、本研究における数理ファイナンス面での主要な貢献である定理 4.4の証明

を行う。

(7)式より、時点 Tnの継続価値関数 cn(x)は、時点 Tn+1の継続価値関数 cn+1(x)を用い

た条件付期待値計算により cn(x) = Pn,n+1 (cn+1 ∨ gn+1) (x)と計算される。一方、近似計

算では、Tn+1の継続価値を近似した関数 c̃n+1(x)を用いて行使判断を行い、時点 Tnの継

続価値 c̃n(x)を求める。ここでは、1時点先の継続価値を近似した関数 c̃n+1(x)を用いて

行使判断を行い、時点 Tnの継続価値を誤差なく計算できたと仮定したときの時点Tnの継

続価値を un(x)または Un(x)とし、これを準継続価値と呼び、次のように定義する。

定義 A-3.1 準継続価値 un(x)は以下で定義される。n = N のとき、

uN(x) = g(TN , x).

0 5 n 5 N − 1のとき、

un(x, yN
n+1) = Pn,n+1

(
g(Tn+1, ·)1{g(Tn+1,·)=ĉn+1(·,yN

n+1)}

+un+1(·,yN
n+2)1{g(Tn+1,·)<ĉn+1(·,yN

n+1)}

)
(x).
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図 A-1: 分割数に対する絶対誤差の推移

さらに Un : RD × Ω :→ R を、

Un(x) = un(x, Y N
n+1), (A-48)

とおく。

（1） 準継続価値の性質

命題 A-3.2 τ̃nは (41)式で与えられるものとする。このとき、n = 0, . . . , N − 1と任意の

l = 1, . . . , Lに対し、次が成り立つ。

P0,nUn(x0) = E [g(τ̃n+1, Xl(τ̃n+1))|Gn+1] . (A-49)

証明のために次の補題を用意する。

補題 A-3.3 n = 0, . . . , N − 1に対し、次が成り立つ。

un(Xl(Tn), yN
n+1) = E

[
g(τ̂n+1(y

N
n+1), Xl(τ̂n+1(y

N
n+1))|Fn

]
. (A-50)
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証明 帰納法で示す。 τ̂N(yN
N ) = TN に注意して、

uN−1(Xl(TN−1),y
N
N ) = PN−1,Ng(TN , ·)(Xl(TN−1))

= E [g(TN , Xl(TN))|FN−1]

= E
[
g(τ̂N(yN

N ), Xl(τ̂N(yN
N ))|FN−1

]
,

となる。よって n = N − 1のとき成り立つ。

n + 1まで成り立つと仮定すると、

E
[
g(τ̂n+1(y

N
n+1), Xl(τ̂n+1(y

N
n+1))|Fn

]
=E

[
g(Tn+1, Xl(Tn+1))1{ĉn+1(yN

n+1)=g(Tn+1)}

+g(τ̂n+2(y
N
n+2), Xl(τ̂n+2(y

N
n+2)))1{ĉn+1(yN

n+1)<g(Tn+1)}|Fn

]
=E

[
g(Tn+1, Xl(Tn+1)1{ĉn+1(yN

n+1)=g(Tn+1)}

+E
[
g(τ̂n+2(y

N
n+2), Xl(τ̂n+2(y

N
n+2)))|Fn+1

]
1{ĉn+1(yN

n+1)<g(Tn+1)}|Fn

]
.

ここで帰納法の仮定より、

E
[
g(τ̂n+2(y

N
n+2), Xl(τ̂n+2(y

N
n+2)))|Fn+1

]
= un+1(Xl(Tn+1), y

N
n+2)

であるので、

E
[
g(τ̂n+1(y

N
n+1), Xl(τ̂n+1(y

N
n+1))|Fn

]
=E

[
g(Tn+1, Xl(Tn+1)1{ĉn+1(yN

n+1)=g(Tn+1)} + uN+1(Xl(Tn+1))1{ĉn+1(yN
n+1)<g(Tn+1)}|Fn

]
=Pn,n+1

(
g(Tn+1, ·)1{g(Tn+1,·)=ĉn+1(·,yN

n+1)} + un+1(·,yN
n+1)1{g(Tn+1,·)<ĉn+1(·,yN

n+1)}

)
(Xl(Tn))

=un(Xl(Tn),yN
n+1)

となり、nのときも成り立つ。 ¤

次に、補題A-3.3を用いて命題A-3.2を示す。
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証明 (命題A-3.2)

E [g(τ̃n+1, Xl(τ̃n+1))|Gn+1]

=E
[
g(τ̂n+1(Y

N
n+1), Xl(τ̂n+1(Y

N
n+1)))|Gn+1

]
(Xlと Gnは独立より)

=E
[
g(τ̂n+1(y

N
n+1), Xl(τ̂n+1(y

N
n+1)))

] ∣∣∣∣
{yN

n+1=Y N
n+1}

=E
[
un(Xl(Tn), yN

n+1)
] ∣∣∣∣

{yN
n+1=Y N

n+1}
(補題A-3.3より)

=P0,nun(yN
n+1)(x0)

∣∣∣∣
{yN

n+1=Y N
n+1}

=P0,nUn(x0).

よって、題意が成り立つ。 ¤

（2） 準継続価値と継続価値の差

次に準継続価値 un(x)と継続価値 cn(x)の差について考える。

命題 A-3.4 以下が成り立つ。

P0,1

(
|u1(y

N
2 ) − c1|

)
(x0) ≤

N−1∑
n=2

P0,n(|ĉn(yN
n ) − cn|)(x).

命題の証明の前に次を示す。

補題 A-3.5 以下が成り立つ。

|un(x, yN
n+1) − cn(x)| 5 Pn,n+1(|un+1(y

N
n+2) − cn+1|)(x)

+ Pn,n+1(|ĉn+1(y
N
n+1) − cn+1|)(x). (A-51)

証明 Anを準継続価値の行使領域、Bnを継続価値の行使領域とし、

An = {x ∈ RD; g(Tn, x) = ĉn(x, yN
n )},

Bn = {x ∈ RD; g(Tn, x) = cn(x)},
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とおく。以下の証明では記号の簡略のため yN
n を略す。このとき、

|un(x) − cn(x)|

=
∣∣∣Pn,n+1

(
(g(Tn+1)1An+1 + un+11Ac

n+1
) − Pn,n+1(g(Tn+1) ∨ cn+1)

)
(x)

∣∣∣
=

∣∣∣Pn,n+1

(
(g(Tn+1) − cn+1)1An+1∩Bc

n+1

)
(x)

∣∣∣
+

∣∣∣Pn,n+1

(
(un+1 − g(Tn+1))1Ac

n+1∩Bn+1

)
(x)

∣∣∣ +
∣∣∣Pn,n+1

(
(un+1 − cn+1)1Ac

n+1∩Bc
n+1

)
(x)

∣∣∣
5Pn,n+1

(
|g(Tn+1) − cn+1| 1An+1∩Bc

n+1

)
(x) + Pn,n+1

(
|un+1 − cn+1| 1Ac

n+1∩Bc
n+1

)
(x)

+Pn,n+1

(
|un+1 − cn+1| 1Ac

n+1∩Bn+1

)
(x) + Pn,n+1

(
|cn+1 − g(Tn+1)| 1Ac

n+1∩Bn+1

)
(x)

5Pn,n+1 (|un+1 − cn+1|) (x) + Pn,n+1

(
|g(Tn+1) − cn+1| 1{An+1∩Bc

n+1}∪{Ac
n+1∩Bn+1}

)
(x).

となる。ここで最後の式の右辺第二項において、

x ∈ An+1 ∩ Bc
n+1に対して、

c̃n+1(x) 5 g(Tn + 1)(x) < cn+1(x),

であり、x ∈ Ac
n+1 ∩ Bn+1に対して、

c̃n+1(x) > g(Tn + 1)(x) = cn+1(x),

となるので、x ∈ {An+1 ∩ Bc
n+1} ∪ {Ac

n+1 ∩ Bn+1}において、

|g(Tn + 1)(x) − cn+1(x)| 5 |c̃n+1(x) − cn+1(x)|,

となる。よって (A-51)が成り立つ。 ¤

証明 (命題A-3.4) 補題A-3.5より、以下を得る。

P0.n(|un(x, yN
n+1) − cn(x)| − P0,n+1(|un+1(y

N
n+2) − cn+1|)(x)

5 P0,n+1(|ĉn+1(y
N
n+1) − cn+1|)(x). (A-52)
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（3） 命題4.3の証明

命題 A-3.6 以下が成り立つ。

|ṽ∗
0(y

N
1 ) − v0|

5 | 1
L

L∑
l=1

g(τ̂1(y
N
1 ), Xl(τ̂1(y

N
1 ))) − u0(x0, y

N
1 )| +

N−1∑
n=1

P0,n

(
|cn − ĉn(yN

n )|
)
(x0).

証明の前に次の補題を示す。

補題 A-3.7 a、b、c ∈ Rに対し、以下が成り立つ。

|a ∨ c − b ∨ c| 5 |a − b|.

証明 a = bとする。

|a ∨ c − b ∨ c| =


|a − b|, a = b = c,

|a − c| 5 |a − b|, a = c = b,

|c − c| = 0 5 |a − b|, c = a = b,

より、題意が成立する。 ¤

証明 (命題A-3.6) v̂∗
0(y

N
1 ) = ĉ∗0(y

N
1 ) ∨ g(T0, x0)、v0 = c0(x0) ∨ g(T0, x0)であり、補題

A-3.7より、|ĉ∗0(yN
1 ) ∨ g(T0, x0) − c0(x0) ∨ g(T0, x0)| 5 |ĉ∗0(yN

1 ) − c0(x0)|となる。一方、

|ĉ∗0(yN
1 ) − c0(x0)| = | 1

L

L∑
l=1

g(τ̂1(y
N
1 ), Xl(τ̂1(y

N
1 ))) − c0(x0))|

5 | 1
L

L∑
l=1

g(τ̂1(y
N
1 ), Xl(τ̂1(y

N
1 ))) − u0(x, yN

1 )| + |u0(x, yN
1 ) − c0(x0))|,

となる。 ここで命題A-3.4より、

|u0(x, yN
1 ) − c0(x0))| 5 P0,1(|ĉ1(y

N
1 ) − c1|)(x) + P0,1(|u1(y

N
1 ) − c1|)(x),

となり、さらに命題A-3.4を用いれば題意が成立する。 ¤

次に命題 4.3を示す。
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証明 (命題 4.3)

E
[
|ṽ∗

0 − v0(x0)|2
] 1

2

=E
[
E

[
|ṽ∗

0 − v0|2
∣∣∣G1

]] 1
2

=E

[
E

[∣∣v̂∗
0({Xl}L

l=1,y
N
1 ) − v0

∣∣2] ∣∣∣
{yN

1 =Y N
1 }

] 1
2

,

となる。ここで命題A-3.6より、

E
[
|ṽ∗

0 − v0|2
] 1

2

5E

∣∣∣∣∣ 1

L

L∑
l=1

g(τ̃1, Xl(τ̃1)) − U0(x0)

∣∣∣∣∣
2
 1

2

+
N−1∑
n=1

E
[
P0,n

(
|cn − c̃n|2

)
(x0)

] 1
2 ,

となる。一方、命題A-3.2において n = 0の場合を用いれば、右辺第一項について、ある

C0 > 0が存在して、

E

∣∣∣∣∣ 1

L

L∑
l=1

g(τ̃1, Xl(τ̃1)) − U0(x0)

∣∣∣∣∣
2
 1

2

5 C0√
L

,

となる。よって題意が成り立つ。 ¤

（4） 定理4.4の証明

命題 A-3.8 以下が成り立つ。

P0,n(|cn − ĉn(yN
n )|2)(x0)

1
2

5P0,n+1(|cn+1 − ĉn+1(y
N
n+1)|2)(x0)

1
2

+∥Pn,n+1(ĉn+1(y
N
n+1) ∨ gn+1) − Γn(·,yN

n+1)∥∞

+

∫
RD

inf
15l5L0

{|Γn(x, yN
n+1) − Γn(y

(n)
l ,yN

n+1)| + |ĉn(y
(n)
l , yN

n ) − ĉn(x, yN
n )|}2p0,n(x0, dx)

1
2 .

(A-53)

なお、(A-53)式の右辺第 2項と、第 3項をそれぞれE1、E2とおく。
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証明

P0,n(|cn − ĉn(yN
n )|2)(x0)

1
2

=

∫
RD

|cn(x) − ĉn(x, yn)|2p0,n(x0, dx)
1
2

5
∫

RD

|Pn,n+1(cn+1 ∨ gn+1)(x) − Pn,n+1(ĉn+1(y
N
n+1) ∨ gn+1)(x)|2p0,n(x0, dx)

1
2

+

∫
RD

|Pn,n+1(ĉn+1(y
N
n+1) ∨ gn+1)(x) − Γn(x, yN

n+1)|2p0,n(x0, dx)
1
2

+

∫
RD

|Γn(x, yN
n+1) − ĉn(x, yN

n )|2p0,n(x0, dx)
1
2 .

ここで、右辺第 1項は、∫
RD

|Pn,n+1(cn+1 ∨ gn+1)(x) − Pn,n+1(ĉn+1(y
N
n+1) ∨ gn+1)(x)|2p0,n(x0, dx)

1
2

5
∫

RD

Pn,n+1(|cn+1 − ĉn+1(y
N
n+1)|2)(x)p0,n(x0, dx)

=P0,n+1(|cn+1 − ĉn+1(y
N
n+1)|2)(x0)

1
2 ,

となり、右辺第 2項は、∫
RD

|Pn,n+1(ĉn+1(y
N
n+1) ∨ gn+1)(x) − Γn(x, yN

n+1)|2p0,n(x0, dx)
1
2

5 ∥Pn,n+1(ĉn+1(y
N
n+1) ∨ gn+1) − Γn(·,yN

n+1)∥∞,

となる。最後に右辺第 3項は、∫
RD

|Γn(x, yN
n+1) − ĉn(x, yN

n )|2p0,n(x0, dx)
1
2

5
∫

RD

inf
15l5L0

{|Γn(x, yN
n+1) − Γn(y

(n)
l ,yN

n+1)| + |ĉn(y
(n)
l , yN

n ) − ĉn(x, yN
n )|}2p0,n(x0, dx)

1
2 ,

となり、題意が成り立つ。 ¤
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以下E1、E2を評価していく。その前に次の補題を示す。

補題 A-3.9 各 n = 1, . . . , N − 1に対し、ある yN
n によらない定数Kn,I > 0が存在し、任

意の x、y ∈ RDに対して、

|Γn(x, yN
n+1) − Γn(y, yN

n+1)| 5 Kn,I |x − y|, (A-54)

|ĉn(x, yN
n ) − ĉn(y, yN

n )| 5 Kn,I |x − y|, (A-55)

が成り立つ。

証明 帰納法で示す。n = N のとき、

|g(n, x) − g(n, y)| 5 Lip(g)|x − y|,

より成り立つ。n + 1まで成り立つとすると、Tn = tn,0 < · · · < tn,I < Tn+1より、

Γn(x, yN
n+1)

=

p∑
k1,...,kI=1

λk1 · · ·λkI
v̂n+1(ΦTn,Tn+1{θsn,1,k1 ⊗ · · · ⊗ θsn,I ,kI

, x}, yN
n+1)

=

p∑
k1,...,kI=1

λk1 · · ·λkI
v̂n+1(Φtn,I−1,Tn+1{θsn,I ,kI

,

ΦTn,tn,I−1
{θsn,1,k1 ⊗ · · · ⊗ θsn,I−1,kI−1, x}}, yN

n+1),

となる。ここで、

ϕm(x) = Φtn,m−1,tn,m(θsn,m,km , ϕm−1(x)),

とおく。また、

v̂n+1(x, yN
n+1) = ĉn+1(x,yN

n+1) ∨ g(n + 1, x),

より、

Lip(v̂n+1(y
N
n+1)) = Kn+1 ∨ Lip(g),
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であり、これを K̂n+1とおく。このとき、以下を得る。

|Γn(x, yN
n+1) − Γn(y,yN

n+1)|

5
p∑

k1,...,kI=1

λk1 · · ·λkI
|v̂n+1(Φtn,I−1,Tn+1{θsn,I ,kI

, ϕI−1(x)})

− v̂n+1(Φtn,I−1,Tn+1{θsn,I ,kI
, ϕI−1(y)})|

5
p∑

k1,...,kI=1

λk1 · · ·λkI
K̂n+1|Φtn,I−1,Tn+1{θsn,I ,kI

, ϕI−1(x)}

− Φtn,I−1,Tn+1{θsn,I ,kI
, ϕI−1(y)}|.

ここでΦtn,m−1,tn,m(θsn,m,km , x)は次の常微分方程式、

du(t, x)

dt
=

d∑
α=1

Vα(u(t, x))
dθα

sn,m,km
(t)

dt
,

u(0, x) = x,

の解であり、仮定よりすべての k、αに対し、supt∈[0,T ] |
dθα

k

dt
| 5 Cwであるので、

|
dθα

sn,m,km
(t)

dt
| = |

√
sn,mdθα

km
(t/sn,m)

dt
|

5 Cw/
√

sn,m,

が成り立つ。さらに、Vα ∈ Cb(R
D,RD)より、Vαはリプシッツ条件を満たすので、ある

定数 β > 0が存在して、

|u(t, x) − u(t, y)| 5 |x − y| +
∫ t

0

d∑
α=1

|Vα(u(s, x)) − Vα(u(s, y))|
dθα

sn,m,km
(s)

ds
ds

5 |x − y| +
∫ t

0

Cwβ
√

sn,m

|u(s, x) − u(s, y)|ds,

となる。グロンウォールの不等式より、

|Φtn,m−1,tn,m(θsn,m,km , x) − Φtn,m−1,tn,m(θsn,m,km , y))| 5 |x − y| exp(Cwβ
√

sn,m),
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が成り立つ。したがって、以下が成り立つ。

|Γn(x,yN
n+1) − Γn(y, yN

n+1)|

5
p∑

k1,...,kI=1

λk1 · · ·λkI
K̂n+1(exp(Cwβ

√
sn,i))|ϕI−1(x) − ϕI−1(y)|

5
p∑

k1,...,kI=1

λk1 · · ·λkI
K̂n+1

I−1∏
i=1

(exp(Cwβ
√

sn,i))|x − y|.

ゆえに nのときも成り立つ。したがって (A-54)が示された。また、リプシッツ補間の定

義により (A-54)から (A-55)が成り立つ。 ¤

（5） E1の評価

補題より ĉnがリプシッツ連続であることがいえたので、キューバチャー法の誤差評価

より、あるC
(1)
n,I > 0が存在して、

∥∥Pn,n+1(ĉn+1(y
N
n+1) ∨ gn+1) − Γn(yN

n+1)
∥∥
∞ 5 C

(1)
n,II

−m−1
2 , (A-56)

となる。

（6） E2の評価

命題 A-3.10 以下が成り立つ。

E2 5
∫ ∞

0

P (|X1(Tn) − Y1(Tn)| >

√
z

2Kn,I

)L0dz
1
2 . (A-57)
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証明

E2 = E[

∫
RD

inf
15l5L0

{|Γn(x, Y N
n+1) − Γn(Yl(Tn), Y N

n+1)|

+ |ĉn(Yl(Tn), Y N
n ) − ĉn(x, Y N

n )|}2p0,n(x0, dx)]
1
2

=

∫
RD

E[ inf
15l5L0

{|Γn(x, Y N
n+1) − Γn(Yl(Tn),Y N

n+1)|

+ |ĉn(Yl(Tn),Y N
n ) − ĉn(x, Y N

n )|}2]p0,n(x0, dx)
1
2

=

∫
RD

∫ ∞

0

P ( inf
15l5L0

{|Γn(x, Y N
n+1) − Γn(Yl(Tn),Y N

n+1)|

+ |ĉn(Yl(Tn), Y N
n ) − ĉn(x, Y N

n )|}2 > z)dzp0,n(x0, dx)
1
2 .

ここで Γnのリプシッツ連続性により、

5
∫

RD

∫ ∞

0

P ( inf
15l5L0

{2Kn,I |x − Yl(Tn)|}2 > z)dzp0,n(x0, dx)
1
2

=

∫
RD

∫ ∞

0

P (|x − Y1(Tn)| >

√
z

2Kn,I

)L0dzp0,n(x0, dx)
1
2

=(

∫ ∞

0

P (|X1(Tn) − Y1(Tn)| >

√
z

2Kn,I

)L0dz)
1
2 ,

となる。 ¤

命題 A-3.11 以下を満たすC
(2)
n,I > 0が存在する。∫ ∞

0

P (|X1(Tn) − Y1(Tn)| >

√
z

2Kn,I

)L0dz
1
2 ≤ C

(2)
n,IL

− 1
2D

0 . (A-58)

証明 k = 1
2Kn,I

とおく。

P (|X1(Tn) − Y1(Tn)| > k
√

z)

5 P (|X1(Tn) − x0| + |Y1(Tn) − x0| > k
√

z)

5 P (|X1(Tn) − x0| >
k
√

z

2
) + P (|Y1(Tn) − x0| >

k
√

z

2
).

チェビシェフの不等式より、

P (|X1(Tn) − x0| >
k
√

z

2
) ≤ 4

k2z
E[|X1(Tn) − x0|2],
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となる。ここで、

k1 =
4

k2
(E[|X1(Tn) − x0|2] + E[|Y1(Tn) − x0|2]),

とおき、r1 > k1となる r1を一つ固定しておく。このとき、∫ ∞

r1

P (|X1(Tn) − Y1(Tn)| > k
√

z)L0dz ≤ 1

L0 − 1

(
k1

r1

)L0

r1

5 r1

L0 − 1
, (A-59)

となる。次に r0 > 0を、

inf
|x−x0|5

k
√

r0
2

p0,n(x0, x) > 0, inf
|x−x0|5

k
√

r0
2

q0,n(x0, x) > 0,

となるようにとり、ϵ > 0を、

inf
|x−x0|5

k
√

r0
2

p0,n(x0, x) > ϵ, inf
|x−x0|5

k
√

r0
2

q0,n(x0, x) > ϵ,

となるようにとる。このとき、

P (|X1(Tn) − Y1(Tn)| 5 k
√

z)

=P (|X1(Tn) − x0| 5 k
√

z

2
, |Y1(Tn) − x0| ≤

k
√

z

2
)

=P (|X1(Tn) − x0| 5 k
√

z

2
)P (|Y1(Tn) − x0| ≤

k
√

z

2
),

となる。一方 z 5 r0のとき、以下が成り立つ。

P (|X1(Tn) − x0| 5 k
√

z

2
)

=

∫
{|x−x0|5 k

√
z

2
}
p0,n(x0, x)dx

= inf
|x−x0|5 k

√
z

2

p0,n(x0, x)kD
(z

2

)D
2

=ϵkD
(z

2

)D
2

.

ここで、k2 = ϵ2k2D

2D とおくと、

P (|X1(Tn) − Y1(Tn)| 5 k
√

z) = k2z
D, (A-60)
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となる。よって、次を得る。∫ r0

0

P (|X1(Tn) − Y1(Tn)| > k
√

z)L0dz

5
∫ r0

0

(1 − k2z
D)L0dz

5
∫ r0

0

exp(−k2L0z
D)dz.

ここで、u = k2L0z
Dと変数変換することにより、∫ r0

0

exp(−k2L0z
D)dz =

∫ k2L0rD
0

0

1

D
(k2L0)

− 1
D u

1
D
−1e−udu

5
∫ ∞

0

1

D
(k2L0)

− 1
D u

1
D
−1e−udu,

となる。k3 = 1
D

k
− 1

D
2 Γ( 1

D
)とおくと、∫ r0

0

P (|X1(Tn) − Y1(Tn)| > k
√

z)L0dz 5 k3L
− 1

D
0 , (A-61)

となる。また、∫ r1

r0

P (|X1(Tn) − Y1(Tn)| > k
√

z)L0dz 5 P (|X1(Tn) − Y1(Tn)| > k
√

r0)
L0(r1 − r0),

であり、さらに (A-60)式より、

P (|X1(Tn) − Y1(Tn)| > k
√

r0)
L0 5 (1 − k2r

D
0 )L0 ,

となるので、∫ r1

r0

P (|X1(Tn) − Y1(Tn)| > k
√

z)L0dz 5 (1 − k2r
D
0 )L0(r1 − r0)

5 exp(−k2r
D
0 L0)(r − r0), (A-62)

を得る。したがって、(A-59)式、(A-61)式、(A-62)式より、以下が成り立つ。∫ ∞

0

P (|X1(Tn) − Y1(Tn)| >

√
z

2Kn,I

)L0dz

5 r1

L0 − 1
+ k3L

− 1
D

0 + exp(−k2r
D
0 L0)(r − r0).
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よって、あるC
(2)
n,I > 0が存在して、∫ ∞

0

P (|X1(Tn) − Y1(Tn)| >

√
z

2Kn,I

)L0dz 5 C
(2)
n,IL

− 1
D

0 ,

を満たす。 ¤

系 A-3.12 以下を満たす Ĉn,I > 0が存在する。

P0,n(|cn − ĉn(yN
n )|2)(x0)

1
2

5P0,n+1(|cn+1 − ĉn+1(y
N
n+1)|2)(x0)

1
2 + Ĉn,I

{
I−m−1

2 + L
− 1

2D
0

}
.

証明 (定理 4.4) 命題 4.3より、
∑N−1

n=1 E
[
P0,n

(
|cn − c̃n|2

)
(x0)

] 1
2 を評価すればよい。

N−1∑
n=1

E
[
P0,n

(
|cn − c̃n|2

)
(x0)

] 1
2

=
N−1∑
n=1

E
[
E

[
P0,n

(
|cn − c̃n|2

)
(x0)|Gn

]] 1
2

=
N−1∑
n=1

E
[
P0,n

(∣∣cn − ĉn(Y N
n )

∣∣2) (x0)
] 1

2
.

また、系A-3.12より、

5 Ĉ1,I

{
I−m−1

2 + L
− 1

2D
0

}
+ 2EP

[
P0,2

(∣∣c2 − ĉ2(Y
N

2 )
∣∣2) (x0)

] 1
2

+
N−1∑
n=3

E
[
P0,n

(∣∣cn − ĉn(Y N
n )

∣∣2) (x0)
] 1

2

5 · · · 5
N−1∑
n=1

nĈn,I

{
I−m−1

2 + L
− 1

2D
0

}
,

となる。よって nĈn,I = Cn,I として、定理 4.4が成り立つ。 ¤

78



参考文献

Bally, V., G. Pages, and J. Printems, “First-Order Schemes in the Numerical Quantization

Method,” Mathmatical Finance, 13, 2003, pp.1-16.

Belomestny, D., “Pricing Bermudan Options by Nonparametric Regression: Optimal

Rates of Convergence for Lower Estimates,” Finance and Stochastics, 15, 2011, pp.655-

683.

Broadie, M., and P. Glasserman, “A Stochastic Mesh Method for Pricing High-

Dimensional American Options,” Journal of Computational Finance, 7, 2004, pp.35-72.

Clément, E., D. Lamberton, and P. Protter, “An Analysis of a Least Squares Regression

Method for American Option Pricing,” Finance and Stochastics, 6, 2001, pp.449-471.

Duffie, D., Dynamic Asset Pricing Theory, Third Edition, Princeton University Press,

2001.

Egloff, D., “Monte Carlo Algorithms for Optimal Stopping and Statistical Learning,” The

Annals of Applied Probability, 15, 2005, pp.1396-1432.

Egloff, D., M. Kohler, and N. Todorovic, “A Dynamic Look-Ahead Monte Carlo Algorithm

for Pricing Bermudan Options,” The Annals of Applied Probability, 17, 2007, pp.1138-

1171.
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