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要 旨 

近年、情報通信技術の進歩を背景に、電子取引を活用して大口取引執行

時の価格への影響を低減させる動きが広がっているほか、売買の高速化

や代替市場の発展を背景として、米欧市場を中心に取引の執行行動その

ものに変化がみられる。杉原[2011] では、市場参加者の実務的な視点か

らこうした動向を整理したが、本稿では、そのような執行行動に関する

研究をサーベイする。 
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1 はじめに

近年、情報通信技術の進歩を背景に、電子的手段を用いた金融取引（以下、電子取引）

の活用が広がりをみせている。こうした中、大口取引についてみると、注文を数多くの小

口の注文に分割し、マーケット・インパクト1を低減させる戦略が増加している。また、

取引の電子化が進むにつれ、高速売買や代替市場2のプレゼンスが拡大するなど、人手を

介する取引がほとんどであった時代と比較して、取引手段の選択肢そのものが増加してき

ている。これらの取引では、執行戦略の一部または全部をあらかじめ記述し機械的に実現

する取引手法（以下、アルゴリズム取引）が用いられることが多い。本稿では、こうした

アルゴリズム取引を含め、各種の取引執行戦略の構造を説明することを試みた研究を中心

にサーベイする。

これらの研究を市場参加者の取引執行形態に沿って分類すると、大口取引に関連するも

の、高頻度取引に関連するもの、統計的裁定取引に関連するものに大別できる3。大口取

引に関連する主な研究には、取引コストを最小にする執行戦略4（以下、最適執行戦略）

を導出する理論的な研究のほか、マーケット・インパクトの関数形や指値板の形状などに

関する実証分析がある。高頻度取引に関連する研究としては、在庫モデルや情報モデルと

いった市場の微視的構造（以下、マーケット・マイクロストラクチャー）を扱った理論研

究のほかに、計量経済学的手法を用いた高頻度取引データの解析や人工知能を活用した定

性情報の計測制御技術に関するものなどがある。統計的裁定取引に関連する研究では、大

量の取引データを統計処理する手法などを扱っている。また、これらとは別に、隠れた注

文5の規模を予測し、それをもとに複数の市場への最適な注文配分（smart order routing:

SOR6）を導出する研究や、市場間の競合に関する研究など、複数の市場で取引可能な金

融商品の執行戦略に関する研究がある。

本稿は、取引コストの分析や執行戦略を考案する実務家のほか、当該分野の研究者を読

者として想定し、実務に応用可能であるか、実務の取組みを理論的に解釈する研究を幅広

く取り上げる。大口取引における取引コスト・モデルなど研究の歴史が比較的長いテーマ

1 マーケット・インパクトとは、市場の流動性と比べ大規模な量の金融商品を一度に売買すると、需給バ
ランスが崩れ価格が実勢以上に変化すること。

2 代替市場とは、伝統的な取引所の立会取引以外の取引の場のこと。詳しくは、杉原 [2011]の 4節を参照。
3 高頻度取引とは、短期間の売買を高速で繰り返す取引手法のこと。統計的裁定取引とは、数理統計的な
手法を用いて価格間の歪みをいち早く発見することで収益を得ようとする取引形態のこと。詳しくは、杉
原 [2011] 3節 (5)を参照。

4 より正確には、取引に係るリスクを踏まえたうえで取引コストを最小化する執行戦略を指す。
5 隠れた注文とは、指値価格や注文量を開示しない注文形態のこと。詳しくは、杉原 [2011] 3節 (7)を参
照。

6 SORとは、アルゴリズムに基づいて最良執行が可能な市場を探査し執行する仕組み。詳しくは、杉原
[2011] 4節 (5)を参照。
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については、その内容を体系立てて解説する。一方、急速に発達した一部の取引戦略で

は、実務の進歩が学術研究に大きく先行している。こうした中、近年では、やや後付け的

ではあるが学術的な観点から実務の取組みを説明する理論研究が次第に成果を生みつつ

ある。このような研究は、実際の執行戦略を理解するのに役立つと考えられるため、なる

べく広範に関連する研究を紹介する。

なお、本稿では、電子取引やアルゴリズム取引に関連する一部の専門用語について、詳

細な説明を行わず用いている。これらの詳細を確認する必要がある場合等は、適宜、杉原

[2011]等を参照されたい。

2 金融取引の執行戦略に関する研究の概観

（1） 取引頻度と執行戦略の形態

売買の頻度や形態に応じた市場参加者の特徴について、関連する執行戦略理論や取引で

参照する情報などを整理すると図 1のようになる。図の左方ほどポジションの保有時間が

短く売買の頻度（回転）が高い市場参加者、逆に右方ほど保有時間が長く売買の頻度が低

い参加者を示している。図からわかるように、市場の価格形成を分析するうえで売買頻度

は軸の 1つとなる。市場価格は、さまざまな売買頻度をもつ市場参加者の取引が重なり形

成されている。市場参加者の売買頻度の違いは取引執行戦略の違いにつながり、その背後

にある理論的枠組みや利用する情報の違いにもつながる。

売買頻度が低い市場参加者は、通常、企業の収益性や経済のファンダメンタルズをもと

に投資戦略を構築し、ファンダメンタルズの変化を踏まえて売買することから、取引当た

りの売買額は比較的大きい場合が多い。このため、取引コストをいかに小さく執行するか

は 1つの研究テーマとなっている。本稿では、取引コスト・モデルに基づく最適執行戦略

として、そうした研究を整理する（3節）。一方、売買頻度が高い市場参加者は、市場の

需給バランスや価格のトレンド・歪みなどを参照・予測して売買している。本稿では、こ

うした市場参加者のうち、アルゴリズム取引や代替市場を活用する高頻度取引と統計的裁

定取引の執行戦略に着目し、関連する理論と実証研究についてまとめる（4、5節）。

（2） 研究の歴史

金融取引の執行戦略に関する研究の歴史は比較的長く、1970年代から現在までの流れ

は図 2のように整理できる。まず、研究の萌芽期は 1970年代に遡ることができる。当時

は取引形態や市場構造が投資収益（以下、パフォーマンス）に影響を与えうるという着想
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図 1 売買の頻度に応じた市場参加者の特徴と関連する執行戦略理論等売買頻度 
 ﾎﾟｼﾞｼｮﾝ保有時間  秒  分   時間    日    月     四半期    年 執行戦略の理論、関連技術  

市場参加者の形態 
 

参照情報  

 

 

 

伝統的長期投資家（年金・保険等） 公募投資信託 ﾏｸﾛ系ﾌｧﾝﾄﾞ 

 

高頻度取引 ｸｵﾝﾂ取引、ﾏｰｹｯﾄ･ﾆｭｰﾄﾗﾙ系ﾌｧﾝﾄﾞ ﾃｸﾆｶﾙ（ﾓﾒﾝﾀﾑ･ﾘﾊﾞｰｻﾙ等） 

在庫・情報モデル：4節 取引コスト・モデルと最適執行戦略理論：3節 時系列解析、統計的裁定取引関連：5節注文ﾌﾛｰの確率過程等：4節 

ﾏｸﾛ経済指標 経済のﾌｧﾝﾀﾞﾒﾝﾀﾙｽﾞ 

企業の財務情報 注文情報 板情報 

報道情報 価格時系列 ﾁｬｰﾄ 

統計的裁定取引、裁定取引系ﾌｧﾝﾄﾞ 自己のﾎﾟｼﾞｼｮﾝ 価格情報 

高頻度 低頻度 

最適注文回送に関する理論、隠れた注文の推定：6節 

企業の財務情報 ﾊﾞﾘｭｴｰｼｮﾝ指標 

備考：下線部は本稿中の記載箇所を示す。

のもと、価格がファンダメンタルズを必ずしも反映しない事象の発生原因を理論的に考

察したものが多い。これらの研究で導入された理論は、(i) 取引コスト・モデル、 (ii) 在

庫モデル、(iii) 情報モデルに大別することができる。その後、(i)の取引コスト・モデル

は、1990年代に (i-a) 最適執行戦略理論と (i-b) 取引コストを踏まえた価格理論に分化し

た。2000年前後には情報通信技術の進歩を背景に電子取引の活用が急速に広がったこと

で、(i)～(iii)のモデルは、実務的ニーズを反映させ、さまざまなかたちに発展した。この

間、データ処理技術の高度化を背景に、データ・マイニング技術を取引に応用する研究

や、注文フローをティック・ベースで観察し確率過程で表現する理論など、新たな発想に

基づく研究も出現している。

こうした研究は、どういった取引主体を想定しているかという切り口で大別できる。(i-a)

は、大口取引を行う機関投資家を想定している。一方、(i-b)は、統計的裁定取引を想定

した執行戦略に活用されている。(ii)および (iii)は高頻度取引の売買行動を説明する理論
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図 2 本稿で取り扱う主なモデルの歴史 取引形態とパフォーマンス （価格がファンダメンタルズを必ずしも反映しない要因に関する研究） 

取引コストを踏まえた価格付け理論 

在庫 情報 

注文フローの確率過程 

統計的裁定取引の各種理論 

指値板モデル 各種インパクト・モデル 

1970年代 

1990年代 

2000年代 

2010年代 

最適執行戦略理論 

取引コスト 

高頻度取引の在庫モデル 

データ処理の高度化 

逆選択リスクの計量 

情報ベースの価格付け理論 

マイニング技術の取引への応用 大口取引 高頻度取引 統計的裁定取引 3節 5 節 4 節 

電子取引とアルゴリズム取引の発展 

(i-a) 

(i) (ii) (iii) 

(i-b) 

に応用されている。データ・マイニング技術は、高頻度取引と統計的裁定取引の双方への

応用が想定できる。

以下では、本稿で取り扱うモデルを上記文脈に基づいて分類する。

（3） 大口取引の最適執行理論

大口取引の最適執行戦略に関する理論研究は、取引コスト・モデルの設定および執行戦

略に基づいて次のように分類できる。

• 取引コスト・モデルの設定
マーケット・インパクト・モデル：一時的／恒久的インパクト・モデル、過渡的イ
ンパクト・モデル、指値板モデル、流動性供給関数モデル等
ファンダメンタル価格過程： ブラウン運動、幾何ブラウン運動等

• 執行戦略
戦略の目的： 取引コスト最小化、ベンチマークとの乖離最小化等
戦略の動静： スタティック戦略、ダイナミック戦略
想定する資産数： 単資産、2資産、多資産
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執行間隔： 離散執行、連続執行
売買の別： 購入戦略、売却戦略

イ． 取引コスト・モデル

大口取引の最適執行戦略を導出する場合、取引コストを正確に評価することが重要であ

る。マーケット・インパクト・モデルは、取引コストの要素のうちマーケット・インパクト

を予測する目的で用いられ、通常、売買する金融商品の量や金額に依存する関数として与

えられる。その与え方にはいくつかのタイプがある。これらについては 3節で解説する。

他方、取引コストの要素のうち、タイミング・コストや機会コストを評価する際には、

時間経過に伴う市場価格の変動をモデルに織り込む必要がある7。通常、大口取引の執行

戦略を想定した理論研究では、想定する取引主体の執行以外の要因による価格変動を何ら

かのモデルで表現する。本稿では、当該価格を「ファンダメンタル価格」と呼ぶ。ファン

ダメンタル価格は、主にブラウン運動あるいは幾何ブラウン運動でモデル化される。

ロ． 想定する執行戦略

既存研究では、主として取引コストの削減、または何らかのベンチマークに関する執

行主体と市場の乖離を最小化することを目的とした執行戦略の 2つが考察対象となってい

る。本稿では、前者（取引コストの最小化を目的とした執行戦略）についてのみ取り上げ

る8。

既存研究は、戦略の動静に着目し、スタティック型とダイナミック型という分類もでき

る9。また、想定する資産数については、単一資産の執行戦略を想定した研究が多いが、

多資産を同時に執行する戦略にも拡張されている。

執行間隔については、離散的な時刻にのみ執行できる状況（以下、離散執行）を想定し

た研究と、時間連続的な執行が可能な状況（以下、連続執行）を想定した研究がある10。

売買の別については、取引コストが購入と売却で対称であると考え、どちらか一方を議論

7 タイミング・コストとは、取引の執行中に市場や市場流動性が変化することに伴う事後的な費用である。
機会コストは、市場の流動性が低い、あるいは価格が想定外の方向に遷移したなどの理由から取引が一部
あるいは全て執行できなかったことによる逸失利益を指す。詳しくは、杉原 [2011] 2節を参照。

8 ベンチマークの乖離を最小化することを目的とした執行戦略に関する研究としては、Konishi [2002]、
McCulloch and Kazakov [2007]、Bouchard, Dang, and Lehalle [2009]などがある。

9 スタティック型は、過去の市場の動向に応じて執行額とタイミングをすべて決定し、それに従って取引
を執行するタイプである。一方、ダイナミック型は、市場環境が変化した場合に戦略を調整しつつ、スタ
ティック戦略を上回るパフォーマンスを目指すタイプである。詳しくは、杉原 [2011] 3節 (4)ロ．を参照。

10 取引間隔に関する議論は、加藤 [2010]に詳しい。
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している研究がほとんどである11。

こうした大口取引の執行戦略については、3節で取り上げる。

（4） 高頻度取引の執行戦略を巡る研究

高頻度取引とは、売買を高速かつ高頻度で行う取引戦略の一種である。高頻度取引に

関連する研究は、マーケット・マイクロストラクチャーの分野で研究が行われてきたマー

ケット・メイカーの在庫モデルと、市場参加者の情報の非対称性と取引価格の関係に関す

る情報モデルが基となっている。このほか、ティック・ベースの注文フローを確率過程で

表現するモデルなどもある。

イ． 在庫モデル

高頻度取引は、売買した金融商品の保有時間が非常に短期間であるとはいえ、短期間の

ポジション保有に伴う価格変動リスク（在庫リスク）を抱える。在庫リスクを踏まえた執

行戦略理論は、古くからマーケット・メイカーの執行戦略理論として研究が進んでいる。

実際に、高頻度取引では、自身の在庫リスクを逐次評価することで、売買価格やポジショ

ン規模の制御に利用しているとみられる。これについては、4節（1）で解説する。

ロ． 情報モデル

高頻度取引が抱えるもう 1つのリスクが逆選択リスクである。逆選択リスクとは、私的

情報をもたない一般の市場参加者が、私的情報をもち情報優位な一部の市場参加者との取

引において損失を被るリスクである。一部の高頻度取引では、注文に付随する情報量や売

買注文量の偏りなどを分析し、価格の変化方向を予測することで、この逆選択リスクを低

減しパフォーマンスを高めている。逆選択リスクを評価するための手法を説明する理論と

して、情報モデルを挙げることができる。当該理論と実証分析について 4節（2）イ．お

よびロ．で解説する。

このほか、一部の高頻度取引では、ニュースや経済統計といった市場外から到来する情

報が市場価格に影響を与えるとしたうえで、そこから収益を得ること目指すものがある。

これに関連する研究として、Brody, Hughston, and Macrina [2008]による情報ベースの価

11 通常、マーケット・インパクトは売却・購入いずれでも同等（正負の相違と、パラメータの設定の差異程
度）であるとの前提がおかれている。ただし、一部の実証研究（Chiyachantana et al. [2004]、Hu [2009]、
Nguyen et al. [2010]）では、マーケット・インパクトが売買非対称であるとの結果が得られている。ま
た、Saar [2001]では、マーケット・インパクトの非対称性を踏まえたモデルが提案されている。
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格付け理論（information-based asset pricing）がある。当該理論では、情報の流れをモデ

ル化することで価格付けを行う。この点については、4節（2）ハ．で解説する。

（5） 統計的裁定取引の執行戦略を巡る研究

統計的裁定取引とは、市場価格が、過去の価格時系列、他市場での取引価格、他商品の

価格などから推計される統計則に基づいて計算される合理的な価格に平均回帰すると仮

定して、市場価格と合理的な価格との乖離に着目して売買を行う取引手法を指す。統計的

裁定取引の一部では、取引コストを踏まえた価格付け理論が応用されている。この点につ

いては、5節（1）および（2）で解説する。

また、一部の取引戦略では、経済統計など発生頻度が限られているイベントだけでな

く、市場価格に影響しうる可能な限りの定性・定量情報を集め、市場価格のトレンドなど

の推計に活用している。しかし、取引の対象となる情報は膨大にあることから、それらを

個々に分析するのは効率的ではない。そこで、膨大な情報が価格や流動性等にどの程度の

影響を与えうるのかについて、情報の鮮度やインパクトを機械的に計量する研究が行われ

ている。こうした手法は、データ・マイニングと呼ばれている。データ・マイニングには、

数値データのマイニングと、文字情報など定性データのマイニングの主に 2つがある。前

者は、過去の時系列に特徴的に現れる価格変動や流動性などのパターンを、時系列モデル

あるいは人工知能などによって探査し、その予測に活用する一連の手法を指し、統計的裁

定取引で活用されている。この点については、5節（3）で紹介する。後者は、金融市場

ではとりわけ報道情報のマイニング（ニュース・マイニング）が利用され、高頻度取引の

一部で利用されている。この点については、4節（4）で紹介する。

（6） 基本設定

具体的な執行戦略について解説する前に、取引の執行戦略、とりわけ取引コスト・ベー

ス・モデルの基本設定と、本稿の数学表記について解説する。

イ． 離散執行

図 3には、離散執行の問題を考えるうえでの基本設定を示した。想定する執行主体が、

現時刻 0からT までの間12、あらかじめ決められたK回の執行タイミング（tk = kτ ; k =

0, 1, . . . , K; τ = T/K）13において、総額X を執行するとし、時刻 tkにおける執行額を

12 以下に紹介する先行研究によっては T が有限でないとしているものもある。
13 現時刻 0では執行しないものとする。
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図 3 執行問題の基本設定（離散執行、概念図）

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

自己の執行を踏まえた価格の推移

執行量 xk

ファンダメンタル価格 St の推移

マーケット・インパクト

執行タイミング tk

備考：図は、執行期間 T = 10、執行回数K = 10、執行間隔 τ = 1の売却戦略を想定。

xk (0 ≤ tk ≤ T ; k = 0, . . . , K;
∑K

k=1 xk = X)、執行直後の残存執行額をXkと表記する。

X, xk, Xkの符号は、購入の場合は正、売却の場合は負とし、それらには、

x0 = XK = 0, X0 = X, Xk = X −
k∑

i=1

xi, (k = 1, . . . , K), (1)

の関係がある。執行タイミングについては必ずしも等間隔である必要はないが、数学的

な扱いやすさから執行タイミングを等間隔としている先行研究が多い。本稿でも同様の

設定とする。また、離散執行の場合は、執行額、残存執行額からなるベクトルを x =

(x1, x2, . . . , xK), X = (X1, X2, . . . , XK)と太字で記し、執行戦略と呼ぶ。執行戦略xのう

ち最適なものを、アスタリスクを付して x∗ = (x∗
1, . . . , x

∗
K), X∗ = (X∗

1 , . . . , X
∗
K)と表記

する。

ロ． 連続執行

執行戦略は、時刻 t (0 ≤ t ≤ T )における執行レート xt、あるいは残存執行額Xtとし

て与えられ、

Xt = X −
∫ t

0

xsds =

∫ T

t

xsds, (2)
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の関係がある14。連続執行の場合も、離散執行と同様に、最適執行レートあるいは最適残

存執行額にアスタリスクを付して表示する15。

ハ． そのほかの数学表記

そのほかの数学表記として、時刻 tにおける売買対象商品のファンダメンタル価格を

St、最良売り気配、買い気配の価格水準をそれぞれAt, Btとし、取引主体の平均約定価

格（執行価格）を S̃tと表す。また、時刻 tと t + dtの間の市場の出来高を vtdt (> 0)と表

し16、時刻 0から tまでの累積出来高を Vt (Vt =
∫ t

0
vsds)と表す。さらに、ファンダメン

タル価格のボラティリティを σ (> 0)、想定する取引執行主体（トレーダー）のリスク回

避度を γと表記する。また、時刻 tにおける確率変数Zの条件付き期待値をEt [Z]、同分

散をVt [Z]と表記する。

最適執行戦略の問題設定では、(1)式あるいは (2)式が制約条件の 1つとなる。大口取

引の執行戦略では、通常、すべての執行タイミングで売買が同一方向であることも条件と

なるが17、以下の議論ではそれらを条件として明示的に記載しない。また、最適執行戦略

の理論では、通常、1日未満から数日といった比較的短時間の価格変化を扱うことから、

金利については無視できると仮定する。

以下では、5、6節を除き、主として単資産の売却戦略を例にとり解説していく。なお、

最適化計算手法の詳細については踏み込まない。

3 大口取引の最適執行戦略

本節では取引コスト・モデルを紹介し、モデルの設定のもとで大口取引の最適執行戦略

についてみていく。取引コスト・モデルとして、本稿では、（1）一時的／恒久的インパ

クト・モデル（temporary and permanent impact model）、（2）過渡的インパクト・モデ

ル（transient impact model）、（3）指値板モデル（limit order book model）、(4) 流動性

供給関数モデル（liquidity supply curve model）の 4つを取り上げる18。ただし、(4) の

14 離散執行における xk（執行額）と、連続執行における xt（執行レート＝単位時間当たりの執行額）の
物理的次元は異なる。しかし本稿では、わかりやすさを重視し、両者とも xという同じ表記を用いる。

15 連続執行のもとでの最適執行戦略の議論では、数学的扱いやすさから、最適執行戦略が執行レート x∗
t で

はなく残存執行額X∗
t によって表現されることが多い。

16 vt は瞬間出来高レートを表す。xt と同次元。vt = V̇t
17 本節で取り上げる売却戦略では、xk ≤ 0 (k = 1, . . . ,K)が条件となる。
18 このほか、Jondeau, Perilla, and Rockinger [2008]によるマーケット・メイカー型モデルも提案されてい
るが本稿では取り上げない。
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流動性供給関数モデルは、（1）の特殊ケースに相当すると考えられることから、（1）に

含めて紹介する19。

取引コストを最小にする最適執行戦略には、スタティック戦略であるインプリメンテー

ション・ショートフォール（implementation shortfall: IS）戦略とダイナミック戦略であ

るアダプティブ・ショートフォール（adaptive shortfall: AS）戦略があるが、そうした戦

略の静動による相違もみていく20。最後に、執行戦略のモデルを構築するうえで重要な価

格操作の理論について触れる。

（1） 一時的／恒久的インパクト・モデル

一時的／恒久的インパクト・モデルは、マーケット・インパクトを、ファンダメンタル

価格と執行価格の乖離である一時的インパクト（temporary impact）と、一時的インパク

トのうち執行の終了時刻まで残存する恒久的インパクト（permanent impact）の 2つか

ら構成されると考えるモデルである21、22。

図 4には、一時的／恒久的インパクト・モデルの基本概念を示した。k回目の執行時に

19 これらのモデルは、実際に取引に用いられるアルゴリズムの背後で動くモデルとは異なるが、取引執行
の事前分析で活用されているモデルとは類似しているとみられる。ここで、執行の事前分析とは、どう
いったアルゴリズムを用い、どの市場で執行するのが適切であるのかについて、事前に過去の市場データ
などを用いて分析する枠組みのこと。詳しくは、杉原 [2011]の 5節 (1)を参照。

20 大口取引の最適執行戦略に関する理論研究のサーベイとしては、小田・久田・山井 [2000]、Borkovec and
Heidle [2010]、Gökay, Roch, and Soner [2010]、加藤 [2010]がある。本節では、それらも参考にしつつ解
説する。

21 杉原 [2011]の 2節 (1) でも解説したように、大口取引のマーケット・インパクトの経済学的背景につい
ては、古くからマーケット・マイクロストラクチャーの分野で研究が行われてきている。それによると、
マーケット・インパクトは、流動性を需要することに伴う一時的な要素と、取引が市場に割安・割高のシ
グナルを与えることに伴う恒久的な要素の主に 2つによって構成されると考えられている。前者は、古く
は Demsetz [1968]、Stoll [1978]などによって理論化された要素である。同要素は、金融商品のファンダ
メンタルな価値に依存するものではないため、時間の経過に伴い復元する効果をもつと考えられている。
一方、後者は、Scholes [1972]、Kraus and Stoll [1972]などによって提唱された要素である。同要素は、
ファンダメンタルな価値を変化させるため長時間持続すると考えられている。当該要素は、流動性需給の
観点から、需要関数の非弾力性（inelastic demand curves）によって説明されることもある。こうした考
えに基づき、Holthausen, Leftwich, and Mayers [1987]は、マーケット・インパクトが、金融商品の需給
バランスが一時的に変化することに伴う「一時的インパクト」と、売買のシグナリング効果によって永続
する「恒久的インパクト」の 2つによって構成されると考えた。一時的／恒久的インパクト・モデルの枠
組みは、こうした研究が背景となっている。

22 取引コストは、流動性を供給することの対価（プレミアム）と捉えることができる。Çetin, Jarrow, and
Protter [2004]は、流動性の供給関数によって取引コストを表現するモデル（流動性供給関数モデル）を
提案した。これは、一時的／恒久的インパクト・モデルにおいて、恒久的インパクトが存在せず、一時的
インパクトのみから構成される場合と類似する。Roch [2011]は、Çetin, Jarrow, and Protter [2004]を拡
張することで、流動性供給関数の形状が確率的に時間変化するモデルを提案し、バリアンス・スワップの
ヘッジ戦略に応用している。
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図 4 一時的／恒久的インパクト・モデルの概念図

 

 

 

  

一時的インパクト 

恒久的インパクト 

執行価格   ����
 

執行前価格   �����
 

 ���
 

執行後価格   

備考：売却の執行を想定。

ついて、執行直前のファンダメンタル価格 Stk−1
と執行価格 S̃tk は取引コスト等が存在す

るため異なる。売却方向の執行を想定すると、執行後、ファンダメンタル価格は、執行前

のファンダメンタル価格 Stk−1
より低く、執行価格 S̃tk より高い水準となる。執行直前の

ファンダメンタル価格と執行価格の差を一時的インパクト、執行前後のファンダメンタル

価格の差を恒久的インパクトと定義する。恒久的インパクトは、ファンダメンタル価格を

変化させることから、後のすべての約定価格に影響する。

イ． 基本的枠組み

Almgren and Chriss [2000]は、上記の枠組みにおける一時的／恒久的インパクトを適

当な関数として外生的に与えることで、大口取引の執行戦略を導出した。xkの売却執行

に対する恒久的インパクトを g(xk/τ)、一時的インパクトを h(xk/τ)と表現する23,24。こ

のとき、想定する取引主体の売買が行われない場合にはファンダメンタル価格がブラウン

運動するが、取引主体による売り注文 xkの執行により、ファンダメンタル価格が恒久的

インパクトを受け、執行後の価格 Stk は、

Stk = Stk−1
+ τg(xk/τ) + σ

√
τZk, (k = 1, . . . , K), Zk ∼ N (0, 1), (3)

23 g(x) および h(x) は、購入（x > 0）の場合は正（g(x) > 0, h(x) > 0）、売却（x < 0）の場合は負
（g(x) < 0, h(x) < 0）となる関数。gおよび hを xk そのものの関数ではなく xk/τ の関数と設定するの
は、後述の連続時間化において、g、hを瞬間執行額（執行レート）の関数と同一表記するため。

24 当該モデルが合理的であるためには、恒久的インパクト gが取引量の線形関数である必要がある。本節
（4）で解説する。
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と推移する25。また、一時的インパクトのため、k回目の執行での売却価格は、前回の執

行直後の価格 Stk−1
から乖離し、

S̃tk = Stk−1
+ h(xk/τ), (4)

となると設定する。以上のもとで、売却に係る ISは、取引執行直前の時刻 0において、次

のように計算できる26。

IS(x) = S0|X| −
K∑

k=1

S̃tk |xk| =
K∑

k=1

[
Xkτg(xk/τ) + xkh(xk/τ) − σ

√
τXkZk

]
. (5)

上記の枠組みを、取引間隔をゼロに漸近（τ → 0）させることで連続時間化すると、IS

は、時刻 tにおける執行レート xtと残存執行額Xt、標準ブラウン運動Wtを用いて次の

ようにかける。

IS(x) =

∫ T

0

[Xtg(xt) + xth(xt)] dt − σ

∫ T

0

XtdWt. (6)

(5)式、あるいはその連続時間版である (6)式を最小化することで最適執行戦略を導出す

ることができる27。先行研究では、当該モデル設定をもとに、ロ．スタティック戦略であ

る IS戦略と、ハ．ダイナミック戦略であるAS戦略が導出される。以下では、それらを分

けて解説していく。

ロ． スタティック戦略（IS戦略）

Grinold and Kahn [2000]あるいはAlmgren and Chriss [2000]は、gおよび hがそれぞ

れ xkに比例する関数である最も単純なケースについて、平均分散アプローチ

x∗ = arg min
x

[E [IS(x)] + γV [IS(x)]], (7)

によって最適執行戦略を導出している。(7)式を解くと、最適な残存執行額は、

X∗
k = X

sinh[κ(T − tk)]

sinh(κT )
, (k = 1, . . . , K), (8)

25 N (a, b)は平均 a、分散 bの正規分布を表す。
26 ISとは、投資家が投資の意思決定をした時点の市場価格から計算される想定上の損益と執行後に判明す
る実際の損益の乖離のこと。ここでは、現時刻 0の価格 S0で意思決定したとしている。ISについて詳し
くは、杉原 [2011]の 2節 (2)を参照。

27 これに類似した枠組みとして、Kissell and Glantz [2003]、Kissell, Glantz, and Malamut [2004]によっ
て提案された枠組みもある。当該枠組みでは、最初からマーケット・インパクトを一時的／恒久的と分け
て与えるのではなく、売買の偏りをもとにマーケット・インパクト全体をモデル化し、それを一時的／恒
久的インパクトに配分するかたちで表現している。また、Kissell and Malamut [2006]は、このモデルに
基づいて、近似的に最適執行戦略を導出している。
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と解析的に与えられる28。ただし、κは、パラメータのみから構成され、リスク回避度 γ

の平方根とボラティリティσに近似的に比例する固定値である29。また、Almgren [2003]

では、恒久的インパクト gが上記と同様に執行額に比例する関数で、かつ一時的インパク

トがべき関数 h(x) ∝ xα (α ̸= 1)となる場合には、連続時間極限において、

X∗
t = X

[
1 +

(1 − α)t

(1 + α)T∗

]−(1+α)/(1−α)

, (9)

と、最適な残存執行額の解析解が導出できる。ただし、T∗はパラメータと総執行額から

決まる特定の時刻である30。

(8)式、(9)式は、特定の設定のもとで IS戦略の最適な執行パスを解析的に示した結果で

あるが、興味深い点を含んでいる。例えば、γが正であるリスク回避的な取引主体（γ > 0）

を想定した場合、図 5(a)に示すように、最適執行額 x∗
t は時間とともに減衰し

31、その強

弱はリスク回避度 γ等に依存する。図 5(a)では、κ = 0.3, 0.5, 0.7それぞれの場合の最適

執行額を示している。κが大きいほど、すなわち、リスク回避度 γあるいはファンダメン

タル価格のボラティリティσが大きいほど、価格変動リスク（タイミング・コスト）を回

避する傾向が強まるため、早い時刻での執行額が多くなり、執行額の減衰もその分だけ強

くなる。一方、リスク中立的な取引主体（γ = 0, κ ≃ 0）を想定した場合には、均等執行

（TWAP〔time weighted average price〕戦略）が最適となる。また、この場合、執行タイ

ミングを均等な時刻間隔ではなく、出来高の累積値が一定量を超える度に測った時刻間隔

（流動性時刻）に置き換えると、この場合の最適戦略はVWAP（volume-weighted average

price）戦略となることが知られている32。

このような執行スケジュールが最適となる背景には、次の (i)～(iii) の 3つの効果が影

響している。すなわち、(i) 時間をかけて執行することで一時的インパクトを分散させる

効果、(ii) 早めに執行することでタイミング・コストを低減させる効果、(iii) 遅めに執行

する額を増やすことで前段の執行で発生した恒久的インパクトによる後続の執行コスト

28 各取引タイミングにおける最適執行額 x∗
t は、残存執行額を微分することで得られる。この場合は、

x∗
k =

2X sinh(κτ/2) cosh[κ{T − (k − 1/2)τ}]
sinh(κT )

, (k = 1, . . . ,K)

となる。
29 一時的インパクトの比例係数を θとすると、κ =

√
γ/θσ + o(τ)となる。

30 ただし、T∗ < T (α− 1)/(α + 1)の場合、最適な残存執行額X∗
t は時刻 T より前にゼロに達するため、そ

れ以降は、X∗
t = 0と設定する。

31 (8)式、(9)式を時間で 1階微分し−1を乗じた値は x∗
t となる。それをさらに微分すると負値となること

から、xt は一般に単調減少である。ただし、多資産に拡張した場合には必ずしも単調にならないことが
知られている。

32 VWAP戦略とは、自己の売買高加重平均価格を市場の出来高加重平均価格に合わせるかたちで執行する
戦略のこと。詳しくは、Almgren and Lorenz [2007]を参照。
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図 5 一時的／恒久的インパクト・モデルにおける IS／AS戦略

(a) 最適な執行額
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750

800

850

900

950

1000

取
引

コ
ス
ト
の

平
均

取
引

コ
ス
ト
の

平
均

取
引

コ
ス
ト
の

平
均

取
引

コ
ス
ト
の

平
均

IS戦略

AS戦略

500

550

600

650

700

0 50 100 150 200 250 300

取
引

コ
ス
ト
の

平
均

取
引

コ
ス
ト
の

平
均

取
引

コ
ス
ト
の

平
均

取
引

コ
ス
ト
の

平
均

取引コストの分散取引コストの分散取引コストの分散取引コストの分散

備考： T = 10, K = 10、σおよび一時的／恒久的インパクトの比例係数が 0.1のケース。効率的
取引フロンティアとは、注文が発生した時点で想定されるリスクを所与として、取引コスト
が最小となる執行戦略全体をプロットしたもの。AS戦略については本節（1）ハ．を参照。

資料：Almgren and Chriss [2000]による結果をもとに作成。

の上昇を抑える効果である。特に執行回数が多い場合には、(i) と (ii) の効果が大きくな

る。Almgren and Chriss [2000]では、これらの効果について、残存執行量の半減期が 1/κ

となることを用いて分析している。具体的には、τ → 0の連続極限において、半減期 1/κ

は一時的インパクトの比例係数を γσ2で除した量の平方根に漸近する。すなわち一時的イ

ンパクトが大きいほど、半減期が長期化し最適執行戦略におけるXtの水準（以下、最適

な執行速度）が低下する一方、リスク回避度が上昇する、あるいはファンダメンタル価格

のボラティリティが高まるほど、半減期が短期化し最適な執行速度が上昇する。

これに関連した研究として、Konishi and Makimoto [2001]は、Almgren and Chriss

[2000]の枠組みを拡張し、取引期間が無限の極限（T → ∞）における最適執行戦略を、平
均標準偏差最小化問題

min
xt

0≤t<∞
lim

T→∞
{E [IS] + γ̃

√
V [IS]}, (10)

を解くことで導出している33。一時的／恒久的インパクトがともに執行額に比例する場

合、最適残存執行額は時間の経過に関する指数関数に従って減少する。すなわち、Konishi

and Makimoto [2001]では、取引期間が有限であるとの条件を除いたことから、取引期間

33 Konishi and Makimoto [2001]では、最適化問題のペナルティ項（γが掛けられた項）を、ファンダメン
タル価格で評価した総執行額の標準偏差としているが、(3)式の価格過程を前提とすると、同ペナルティ
項と ISの標準偏差は同値であることから、(10)式では ISで表記している。
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が有限の (8)式、(9)式対比で緩やかに執行するのが最適となる34、35。

ハ． ダイナミック戦略（AS戦略）

取引期間が無限（無限満期）のダイナミック戦略（AS戦略）は、適当な条件のもとでは

数学的に解くことができる。例えば、リスク回避的な投資家を想定し、ダイナミックな最

適執行戦略を導出している研究としては Schied and Schöneborn [2009]がある。彼らは、

一時的／恒久的インパクトがともに執行額に比例し、かつ取引期間が無限である場合の最

適執行戦略を効用最大化問題を解くことで導出している。特に効用関数が指数型であり、

そのリスク回避度 γが保有資産規模によらず一定であるときには、最適執行戦略は時刻 t

の指数減少関数

X∗
t = X exp

(
−t

√
σ2γ

2θ

)
, (11)

となる。ただし、θは一時的インパクトの比例係数である。これは、取引期間が無限であ

るとしたKonishi and Makimoto [2001]の結果と同じ指数関数となっている。

有限満期のダイナミック戦略（AS戦略）は、数学的に解くことが困難である。初期の

研究としては、Bertsimas and Lo [1998]が知られているが36、リスク中立的な投資家が

想定されており、価格変動に伴うタイミング・コストは考慮されていない。

Almgren and Lorenz [2006, 2007]、Lorenz and Almgren [2011]では、Almgren and Chriss

[2000]と同様の取引コスト・モデルを用いて有限満期のダイナミックな最適執行戦略を分

析している。Almgren and Lorenz [2007]は、Almgren and Chriss [2000]の平均分散問題

の枠組みを、市場の状況に合わせて更新することで、ダイナミックなコスト型戦略を導出

する枠組みを示している。また、Lorenz and Almgren [2011]では、取引量と残存執行額

34 このほか、Konishi and Makimoto [2001]では、一度に執行できる量に制限がある場合の最適執行戦略も
導出している。

35 このほかの研究として、Gatheral and Schied [2011]では、一時的／恒久的インパクト・モデルを、幾何ブ
ラウン運動の枠組みで再評価している。具体的には、ファンダメンタル価格が St = S0 exp(σWt − σ2t/2)
と表され、一時的／恒久的インパクトがともに執行額の線形関数となる場合を想定している。ただし、
評価関数のペナルティ項については、取引コストの分散や標準偏差ではなく、残存リスク量に相当する
γ

∫ T

0
XtStdtと与えている。結果として、執行にかける時間 T が適当な水準であれば、ブラウン運動、幾

何ブラウン運動それぞれの枠組みで導出した最適な執行速度の差異は、実務上無視できるほど小さいこと
が示されている。このほか、Schmidt [2010]は、Almgren and Chriss [2000]のモデルを一部変更し、為
替市場に応用している。

36 Bertsimas and Lo [1998]は、恒久的インパクトが執行額に比例し、かつ一時的インパクトが存在しない
場合（g(x) ∝ x, h(x) = 0）において、ISを各執行タイミングごとに最小化するダイナミックな最適執行
戦略を導出している。こうした設定のもとで、最適執行戦略は、各執行タイミングの残存執行額に比例す
ることが示されている。分析によると、当該最適執行戦略に基づいた執行は、単純な均等分割の執行戦略
対比で取引コストを 25～40%低減させるとの結果が得られている。
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に係るコストの期待値を制御変数とし、コストの分散を最小にする執行戦略を数値的に導

出している。これらの研究で導出された最適執行戦略は閉じた解析解として求められて

はいないが、数値シミュレーションによりその特性が分析されている。主な分析結果とし

て、AS戦略では、最新の市場情報に応じて執行戦略をダイナミックに更新するため、IS

戦略と比べて、執行にかけるリスク量が同じであっても取引コストをより低く抑えられ

る。これを効率的取引フロンティアの枠組みで考えると、ダイナミック戦略が想定する効

率的フロンティアは、スタティック戦略対比で左下方向へシフトする（図 5(b)）。

AS戦略に関するその他の研究としては、He and Mamaysky [2005]、Forsyth et al. [2011]、

Kharroubi and Pham [2009]、Krokhmal and Uryasev [2007]、Kato [2009]など数多くあ

る。それらの多くは、連続執行のもとでベルマン方程式によって最適執行問題を定式化

し、シミュレーションによってその解である最適執行戦略の性質を調べている。例えば、

He and Mamaysky [2005]は、ファンダメンタル価格過程が幾何ブラウン運動に従い、一時

的・恒久的インパクトの両者が執行額の指数関数となる設定37のもとで、期待効用を最大

化する執行戦略の特徴を数値的に分析している。また、Forsyth et al. [2011]は、取引コス

トの平均分散最小化問題として最適執行問題を定式化している。Krokhmal and Uryasev

[2007]では執行タイミングと執行額の同時最適化を試みている。

ニ． ダイナミック戦略とAIM／PIM

前出の Schied and Schöneborn [2009]では、リスク回避度が保有資産規模の関数となる

との想定のもと、資産規模に対する執行戦略の感応度分析が行われている。具体的には、

リスク回避度が保有資産規模の増加関数となる投資家を想定する場合には、資産価格が

上昇（下落）するほど速く売却（購入）するのが最適となる。すなわち、資産規模が拡大

するほどリスク回避的となることから、価格上昇局面で売却額を増やすこととなる。一

方、リスク回避度が同減少関数となる場合には、資産価格が下落（上昇）するほど速く売

却（購入）するのが最適となる。これらは、それぞれAS戦略のAIM（aggressive in the

money）、PIM（passive in the money）に相当する38。

このように、先行研究で判明しているAIM／PIMの枠組みと戦略や取引コストの関係

は、表 1のように整理できる。Lorenz and Almgren [2011]では、先行きの価格変化の方

向（トレンド）が予想できる場合、そのトレンドに合わせて執行額を変化させることで

37 He and Mamaysky [2005]では、売却戦略を考え、執行後判明する約定価格から計算した売却益を、執
行額に応じて指数的に減少する収益関数 xtSte

−λxt（λはパラメータ）として与えている。この収益関数
は、Almgren and Chriss [2000]の枠組みにおける一時的インパクト関数 hに相当する。

38 AIMとは、ベンチマークに対して有利な市場環境でより積極的に執行することを目指すダイナミック型
執行戦略のこと。PIMはそうした環境において逆に保守的に執行することを目指す執行戦略。詳しくは、
杉原 [2011]の 3節 (4)ロ．を参照。
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表 1 AIM／ PIMの枠組みと取引コスト等の関係

AIM 中立 PIM

効 用 関 数 と の 関 係

（Schied and Schöneborn

[2009]）

IARA（リスク回避度
が資産の増加関数）

CARA（リスク回避
度が一定）

DARA（リスク回避
度が資産の減少関数）

価格トレンドとの関

係（売却戦略、Almgren

and Lorenz [2007]）

価格上昇トレンドで

早く売る一方、下落ト

レンドで遅く売る

価格トレンドに非依

存

価格上昇トレンドで

遅く売る一方、下落ト

レンドで早く売る

取引コストの分布形状

との関係（Kissell and

Malamut [2006]）

最頻値が低コスト側

に遷移する一方、高コ

スト方向のリスクが

増す

─
最頻値が高コスト側

に遷移する一方、低コ

スト方向のリスクが

増す

 

コスト大 コスト小 

 

コスト大 コスト小 

 

コスト大 コスト小 

備考：図中の破線は中立のケース。

AIM／PIMとなることが理論的に示されている。例えば、売却のAIMでは、価格が上昇

するほど、より早く多くの量を執行するのが最適であることが導かれている。このほか、

Kissell and Malamut [2006]では、AIM／ PIMの枠組みと取引コストの分布の関係が分

析されている。

ホ． インパクト関数の特定と推定

一時的／恒久的インパクト・モデルを取引に活用する際には、インパクト関数 g, hを

どういった関数で表現するのが適当であるか、また、銘柄によって市場規模や取引頻度

が異なる中で、インパクト関数のパラメータはどういった値が適当であるかといった点

を考えなくてはならない。これらについて、Almgren et al. [2005b]、Lillo, Farmer, and

Mantegna [2002, 2003]、Kyle and Obizhaeva [2010]を取り上げ解説する。

（イ） 関数形の特定

マーケット・インパクトの関数形に関する実証分析については、計量経済学や経済物理

学の分野の研究対象となっており、主な研究としてHasbrouck [1991]、Kempf and Korn

[1999]、Evans and Lyons [2002]、Plerou et al. [2002]がある。これらでは、マーケット・
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インパクトが取引額に関する上に凸の増加関数であるとの分析結果を得ている。膨大な

データを分析した研究として Lillo, Farmer, and Mantegna [2002, 2003]がある。彼らは、

1995～98年にニューヨーク証券取引所で売買された時価総額が大きい 1,000銘柄の全取引

を解析し、一時的インパクトの関数形を推定した39。それによると、一時的インパクト関

数 h(x)について、次のような関係が観察されている。

　 log{Cα0 |h(x)|} ∝ log{(Cα1 |x|)}. (12)

ここで、Cは対象となる銘柄の時価総額を表す。すなわち、一時的インパクト hは、執行

額 |x|のべき関数で近似できる。Lillo, Farmer, and Mantegna [2003]は、時価総額の調整

で用いるべき関数のパラメータ（べき指数）α0, α1はともに 0.3程度と安定的な値に推定

された一方、一時的インパクトのべき指数値（(12)式の比例係数）の推定値は、計測時期

によって 0.1～0.4の範囲で変動したと報告した40。

Kyle and Obizhaeva [2010]は、マーケット・マイクロストラクチャーの理論と実証分

析に基づいて、流動性や取引回数の相違を踏まえたマーケット・インパクトの関数形を

提案した。具体的には、取引頻度が高い銘柄は、低い銘柄と比べて取引時間（transaction

time）が速く進んでいると考え41、取引頻度、取引量の違いを銘柄固有の「取引時間」の

違いで説明した。そのうえで、この取引時間をそろえることで、取引の活発度が異なる幅

広い銘柄に対して汎用的に利用できるマーケット・インパクトの関数形を導出した。当該

手法に基づくと、マーケット・インパクトは、価格・流動性・ボラティリティの積の 1/3

乗に比例するとの関係が導かれた。Kyle and Obizhaeva [2010]は、2001～05年における

機関投資家の取引データを用いて、前提とする不変量や上記の関係が妥当であることを実

証した。

（ロ） パラメータの推定

Almgren et al. [2005a,b]では、一時的・恒久的インパクト関数 h, gの関数形としてべ

き関数を想定した場合のパラメータを、2001年 12月から 2003年 6月までのシティーグ

ループ株式部門の大規模取引データから推定した42。具体的には、Vを発行済み株式数、

39 ここでの一時的インパクトは、執行後に観測された最良気配と執行価格との価格差として定義されてい
る。

40 こうした研究とは異なり、マーケット・インパクトが取引量にほぼ比例すると結論付けている研究もあ
る。例えば、Breen, Hodrick, and Korajczyk [2002]は、5分と 30分間隔で計測した株価データを用いて
取引コストを分析した結果、線形の一時的インパクト関数が適当であるとしている。

41 あるいは、取引量が大きい銘柄は、小さい銘柄と比べて取引量時間（volume time）が速いともいえる。
42 恒久的インパクトは、執行開始直前の価格 S0を基準に、全注文執行後の価格 ST から算出した増減率と
定義している。一方、一時的インパクト hは、S0 を基準に平均執行価格 (1/X)

∑K
k=1 xkStk

から算出し
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V̄ を日中平均出来高として、{
g(x) ∝ sign(x)|x|0.89±0.1(V/V̄ )0.27±0.2,

h(x) ∝ sign(x)|x|0.60±0.4,

と推定している（±の右に表示された数値は、各パラメータの標準誤差を示す）43。

（2） 過渡的インパクト・モデル

過渡的インパクト・モデル（transient impact model）は、執行後のマーケット・イン

パクトが幾何級数的に減衰すると仮定した連続時間の取引コスト・モデルである（図 6）。

インパクトが生じた後、徐々にファンダメンタル価格に漸近し、恒久的に残存する要素が

ないことから、過渡的インパクトと呼ばれている。当該モデルは、Gatheral [2010]によっ

て提案され、Gatheral, Schied, and Slynko [2011]、Alfonsi, Schied, and Slynko [2010]に

おいて最適執行戦略が導出されている。

イ． 基本的枠組み

過渡的インパクト・モデルでは、ブラウン運動に従うファンダメンタル価格 Stを用い

て、平均約定価格 S̃tが、

S̃t = St +

∫ t

0

ζ(t − s)xsds,

と与えられる44。すなわち、執行を重ねる都度、それより以前の執行（xs）で発生したイ

ンパクトが減衰しつつも累積する。ζ(t)は経過時間 tに関する減少関数で、減衰核（decay

kernel）と呼ばれている45。

過渡的インパクト・モデルを一時的／恒久的インパクト・モデルと比べると、前者は執

行後の価格弾性効果が減衰しつつも、価格が徐々にファンダメンタル価格に漸近すると考

た平均的な増減率と定義している。具体的には、
g

(
X

V̄ T

)
∝ ST − S0

S0
· 1
Tσ

,

h
(

X
V̄ T

)
∝

(1/X)
∑K

k=1 xkStk
− S0

S0
· 1
σ

,

と設定したうえで推計している。
43 恒久的インパクト関数 g に含まれる V/V̄ のべき乗項は、Breen, Hodrick, and Korajczyk [2002]に倣っ
て付加された項。発行済み株式数に応じた流動性の変化を調整している。sign(x)は xの符号を示す。

44 より詳細には、当該モデルは、線形の過渡的インパクト・モデルである。累積するマーケット・インパ
クトが非線形であるようなモデルを構築することもできる。

45 モデルが合理的であるためには、減衰核 aは経過時間に関して下に凸である必要がある。本節（4）で解
説する。
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図 6 過渡的インパクト・モデルの概念図

  

均衡価格   �� 

執行価格   ��� 

マーケット 

インパクト 

減衰 
無限遠で均衡 

価格に漸近 

備考：売却の執行を想定。

えるのに対して、後者は価格弾性効果を一時的インパクトと恒久的インパクトの差として

表現し、復元しない価格変化が恒久的に残存すると考える点が異なっている。

ロ． スタティック戦略（IS戦略）

過渡的インパクトを想定した執行戦略に関する研究はまだ途上であるが、リスク中立

的な取引主体を仮定した IS戦略（期待コスト最小化戦略）は、さまざまな減衰核につい

て解析的に導出されている。Gatheral, Schied, and Slynko [2011]は、ζが経過時間の指数

関数、べき関数、対数関数、周期関数などさまざまなケースについて、期待コスト最小化

戦略を導出している。例えば、指数関数 ζ(t) = e−ρt (ρ > 0)の場合、期待コスト最小化戦

略は、

dX∗
t =

X

ρT + 2
(δ0(dt) + ρdt + δT (dt)) , (13)

（ただし、δt(x)はディラックのデルタ関数）となる。このとき、執行開始直後と終了直前

以外の時刻では一定量執行する戦略が最適となる。

過渡的インパクト・モデルは、次の（3）で紹介する指値板モデルにおいて、指値板上

の注文数が平均回帰するタイプのモデルと類似している。特に、減衰核が指数関数であ

る (13)式の結果は、指値板上の流動性が平均回帰する指値板モデルにおけるリスク中立

的な取引主体の最適執行戦略（(17)式の連続時間版）に相当する。

なお、過渡的インパクト・モデルは比較的新しいことから、ダイナミックな執行戦略に

関しては理論、実証ともに研究途上にあり、論文として発表されたものは見当たらない。

20



（3） 指値板モデル

指値板モデル（limit order book model）とは、注文駆動型あるいはハイブリッド型の

市場46を想定し、注文指値板上の注文数（流動性）をモデル化することで、間接的にマー

ケット・インパクトを計量するモデルである。すなわち、指値板上の注文数の変化をモ

デル化することで、間接的にマーケット・インパクトを算出する。当該モデルの枠組み

は、Obizhaeva and Wang [2005]によって提案され、Alfonsi, Fruth, and Schied [2010]、

Makimoto and Sugihara [2010]、Predoiu, Shaikhet, and Shreve [2011]によって拡張され

ている。

イ． 基本的枠組み

図 7には指値板モデルの概念図を示した。当該モデルでは、指値板上の注文数を、連続

的な価格 sに存在する注文密度関数 f(s) (f(s) > 0)として与え47、その形状や板上の注文

量の時間変化をモデル化する。xの売り注文の成行執行を考える場合、当該注文は市場に

提示されている買い指値注文のうち、価格が高い順、注文の到来が早い順に付け合わされ

る。執行額 xが、最良買い気配価格上に存在する注文量より大きい場合、最良買い気配価

格は執行により低下する（図 7(a)）。価格を連続化した指値板モデルで考えると、xは最

良買い気配価格Bt以下にある指値注文量、すなわち f(s)と縦軸の間の面積に相当する。

執行直前の最良買い気配価格Btと執行直後の最良買い気配価格Bt+、および xの間には、

x =

∫ Bt+

Bt

f(s)ds, (14)

の関係がある（図 7(b)）48。一方、xの執行の平均約定価格 S̃tは、(14)式から計算され

るBt+を用いて、

S̃t =
1

x

∫ Bt+

Bt

sf(s)ds,

と計算できる。

46 注文駆動型市場とは、指値注文板に市場参加者の注文を集め付け合せるタイプの市場のこと。ハイブリッ
ド型市場とは、指値注文板を開示するとともに、マーケット・メイカーを指定したような、呼値駆動型と
注文駆動型の両市場の仕組みを併用しているタイプの市場のこと。詳しくは、杉原 [2011] 4節 (1) を参
照。

47 実際の市場では、指値注文を提示できる価格は離散的であるほか、注文数も売買単位の自然数倍である
が、指値板モデルでは数学的簡単化のため連続的な価格に連続的な規模の指値注文を入れられるとし、指
値板の形状を注文密度として与える。

48 ここでは、売却（x < 0）を考えているので、Bt > Bt+ となる。
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図 7 指値板モデルの概念

(a) 市場の注文指値板におけるマーケット・イ
ンパクト
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(b) 指値板モデルにおけるマーケット・インパ
クト
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マーケット・インパクト 指値板形状関数：

f(p)

備考：売却の執行を想定。

2節（6）で想定したようなK回の分割執行を考える場合、売却に係る ISは次のように

計算できる。

IS(x) = S0|X| −
K∑

k=1

S̃tk |xk| = −S0X +
K∑

k=1

∫ Btk+

Btk

sf(s)ds. (15)

次に、買い注文板上の総注文数（流動性）Ntをモデル化する。先行研究によってまちまち

に設定されているものの、注文量が平均回帰するモデルが比較的多い。例えば、Makimoto

and Sugihara [2010]では、Ntが次のような平均回帰過程に従うと設定している。{
dNt = ρ(N̄ − Nt)dt + σNdWt, (tk < t < tk+1),

Ntk+ = Ntk − xk, t = tk (k = 1, . . . , K).
(16)

ここで、ρ, N̄ , σNは 0 < ρ < 1, N̄ > 0, σN > 0を満たすパラメータである49。Obizhaeva

and Wang [2005]、Alfonsi, Fruth, and Schied [2010]では、(16)第 1式第 2項（確率項）

がないモデルを用いている。(16)式で表される流動性の平均回帰性は、流動性の復元性

（resiliency）とも呼ばれ、執行戦略を導出するうえで重要な要素となる。ρ → 0では復元

性はゼロであり、マーケット・インパクトは、そのほとんどが恒久的インパクトに相当し

長期的に残存する。一方、ρ → 1では復元性は 100%であり、マーケット・インパクトは、

49 平均回帰成分のパラメータ ρおよび N̄ は、指値および取消注文フローの確率過程と関係がある。詳細は、
Makimoto and Sugihara [2010]を参照。
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図 8 指値板モデルのダイナミクス
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備考：フラットな指値板形状を想定。

資料：Makimoto and Sugihara [2010]の図 1(b)をもとに作成。

そのほとんどが一時的インパクトに相当するため、次の執行タイミングまでにほぼ消失す

る。このように、指値板モデルでは、流動性の復元性によりマーケット・インパクトの残

存度が決まる性質があり（図 8）、この点は、本節（2）で解説した過渡的インパクト・モ

デルが減衰核の設定に応じてマーケット・インパクトの残存度が決められたのと類似して

いる50。このような性質は、流動性の戻りを待って執行するような最適執行戦略の導出に

つながっていく。

ロ． 任意の指値板形状に適応可能なリスク中立的戦略

Obizhaeva and Wang [2005]では、指値板がフラットである（f(s)が sによらず一定値

となる）場合の最適執行戦略を導出している。Alfonsi, Fruth, and Schied [2010]は、指値

50 (16)式は、減衰核 ζ(t) = e−ρtのケースに相当。厳密には、平均約定価格とファンダメンタル価格の乖離
には指値板の形状関数が関連する。
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板の形状関数 f(s)を 2階微分可能な任意の関数に拡張し、期待コスト最小化戦略

x∗ = arg min
x

E [IS(x)] ,

を導出している。この解は以下のようになる。
x∗

1 = G(f, ρ,X,K),

x∗
k = (1 − ρ)x∗

1, (k = 2, . . . , K − 1),

x∗
K = X − {1 + (K − 2)(1 − ρ)}x∗

1.

(17)

ただしGは f に依存する関数であり、一般に閉じたかたちでは得られない51。この期待

コスト最小化戦略では、最初と最後の執行以外は均等執行となる。最初の執行タイミング

では、指値板の形状や執行回数、流動性の戻りに応じた執行額が選択される一方、最後の

執行タイミングでは残存量すべてを売り切る戦略となっている（図 9(a)）。

関連した研究として、Predoiu, Shaikhet, and Shreve [2011]は、任意形状の指値板の設

定のもとで、流動性の復元性に関するモデルをより一般化した期待コスト最小化戦略を

導出している。当該戦略では、最初と最後を除いた中間の執行タイミングにおいて流動

性の復元性に合わせた速度で執行するのが最適である。ただ、Alfonsi, Fruth, and Schied

[2010]やPredoiu, Shaikhet, and Shreve [2011]では、指値板形状は任意に設定可能である

一方、リスク回避的な投資家を仮定した戦略が導出されていない。また、指値板上の流動

性Ntのモデルに、(16)の第 1式の第 2項（確率項）に相当する項が含まれていないため、

流動性の変化が決定論的である。

ハ． 流動性が確率的に変動するもとでのリスク回避的戦略

これに対して、Makimoto and Sugihara [2010]は、流動性が不確実性を伴い変動するも

とで、リスク回避的な投資家を仮定した最適執行戦略を導出している。具体的には、ファ

ンダメンタル価格がブラウン運動に従い、指値板形状がフラットであり、さらに板上の流

動性が (16)式に従って変化するとしたうえで、平均分散問題（(7)式）を解析的に解いた。

単資産の場合の執行戦略は、ϕ, ϕ1, ϕ2および φをパラメータからなる固定値として、
x∗

0 = {ϕ1 + (ϕ2 + 1)(ϕK + ϕ−K+1)}φ,

x∗
k =

{
(ϕ − ρ)ϕK−k + (1 − ρϕ)ϕ−K+k

}
φ, (k = 1, . . . , K − 1),

x∗
K = (ϕ + 1)φ,

(18)

とかける52。典型的な執行戦略をみると、図9(b)のようになる。Alfonsi, Fruth, and Schied

[2010]は、執行の途中段階が全て一定の戦略が導出されるが、Makimoto and Sugihara
51 ただし、板の形状がフラットである場合には Gは閉じたかたちで与えられる。
52 Makimoto and Sugihara [2010]では、時刻 0で執行すると設定している。
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図 9 指値型モデルにおける執行戦略の比較
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備考： (a)、(b)とも同一のパラメータ（執行回数K = 11回、総執行額X = 10）で試算。(b) で
は、γ = 0.5を用いた。なお、t0時点（k = 0）でも執行する想定としている点に留意。

[2010]では、タイミング・コスト等を考慮するため執行の中間段階でも執行額を徐々に減

らすのが最適となる53。

ニ． 指値注文板に関する実証分析

指値板モデルでは、指値板の形状や板上の注文数の時間変化が、マーケット・インパ

クトや執行戦略を決める重要な要素となる。指値板モデルの執行戦略の理論研究と並行

するかたちで、こうした板形状等に関する実証分析が一部で行われている。指値板の形

状に関する詳細な分析としては、Bouchaud, Mézard, and Potters [2002a]、Potters and

Bouchaud [2003]、Zovko and Farmer [2002]などがある。Bouchaud, Mézard, and Potters

[2002a]は、2001年 2月のパリ証券取引所における流動性が高い 3銘柄の指値注文を分析

し、最良気配から δだけ離れた価格帯への指値注文の流入数が δに関するべき分布で近似

できるとの結果を得ている。同様に、ロンドン証券取引所に上場する 50社を対象とした

Zovko and Farmer [2002]の調査でも、指値注文の流入数が δに関するべき分布となって

53 さらに、Makimoto and Sugihara [2010]では、(18)式を多資産に拡張し、多資産の場合でも執行戦略が
解析的に導出できることを示している。低流動性銘柄と高流動性銘柄を組み合わせた 2資産の同時執行
の場合、両者の流動性相関が上昇するほど高流動性銘柄をより早めに執行するのが最適となる一方、低流
動性銘柄については流動性相関が変化しても執行速度をほとんど変化させない戦略が最適となることが分
かっている。これは、投資家が相関関係が安定している複数の資産を同時に執行する際には、流動性が高
い銘柄に限って執行速度を調整することで取引コストを削減できることを示唆している。
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図 10 指値注文板の平均的な形状

 

 

備考：縦軸は注文密度、横軸は最良気配からの価格差を表す。縦軸・横軸ともに規格化後。プロッ

トは実データ、実線は (19)式をカリブレートしたもの。

資料：Bouchaud, Mézard, and Potters [2002b]から転載。

いることが示されている。Bouchaud, Mézard, and Potters [2002a]は、こうした結果をも

とに、べき分布の指数を αとして、指値注文板の平均的な形状 f̄ が

f̄(s) = e−s

∫ s

0

u−1−α sinh(u)du + sinh(s)

∫ ∞

s

ũ−1−αe−ũdũ, (19)

といった関数で表現できるとした54。Bouchaud, Mézard, and Potters [2002b]から抜粋し

た図 10をみると、実際の市場の指値板形状（プロット）が、実線で示した (19)式によく

合致することが確認できる。Potters and Bouchaud [2003]では、米国株式の一部につい

ても同様の特徴があることを実証している55。

(19)式のような指値板の形状は、実際のマーケット・インパクトが非線形であることを

示唆している。最良気配近傍の価格帯にある指値注文で吸収可能である比較的小口な成行

注文のマーケット・インパクトは、その注文量の増減にさほど影響を受けないが、それを

超える大口の成行注文では、その注文規模に応じてべき級数的にインパクトが増大するこ

とが示唆される56。この結果については、マイクロストラクチャーが異なる広範な銘柄を
54 この結果は、指値注文の流入数が δに関する指数 αのべき関数になるとの実証結果に加えて、最良気配
の価格変動が拡散過程に従い、かつ流入した指値注文の滞在時間（取り消されるまでの時間）が注文によ
らず一定であるとの 2つの仮定のもとで導かれたもの。

55 ただし、当該調査結果は、一部の売買システムに発注・取引されたデータのみを対象としており、市場
全体の指値注文を対象としているわけではない。

56 Roşu [2009]は、指値板の形状とマーケット・インパクトの非線形性を理論面から論じている。
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対象とした実証研究によって、さらに詳細に検証されることが望まれる。

（4） 執行戦略と価格操作

執行戦略の理論と並行して、価格操作（price manipulation）に関する研究も進んでい

る。取引コスト・モデルにおいて同じ分量を成行で往復売買（round-trip trade、買って

売り戻し、あるいはその逆）した場合に、期待収益が正値となる（利益が発生する）状

況57は「価格操作が可能である」と定義される。ただし、このときビッド・オファー・ス

プレッドは考慮しない。本稿の設定では、

K∑
k=1

xk = 0 and E0 [IS(x)] < 0, (20)

を満たす執行戦略 xが価格操作に該当する58。価格操作の概念は Jarrow [1992, 1994]に

よって提案され、Huberman and Stanzl [2004]によって厳密に定義された。

取引コスト・モデルを用いて執行戦略を考案する場合に価格操作の可能性を許容する

と、その売買を繰り返すことで無限の利益が得られる状況が想定できてしまう。そのた

め、価格操作の可能性を排除するか、往復売買を認めないことが、執行戦略理論を構成す

る上での前提条件として必要となる59。

イ． 一時的／恒久的インパクト・モデルと価格操作

Huberman and Stanzl [2004]は、価格操作の条件（(20)式）を一時的／恒久的インパク

ト・モデルに適用できると考えた場合、価格操作の可能性を排除するためには、恒久的イ

ンパクトが執行額の線形関数でなくてはならない（線形以外の場合はすべて価格操作が

可能となる）ことを示した（図 11）。1回ですべての注文を執行する戦略（実線）と、同

額を 2回に分けて執行する戦略（破線）を考えた場合、価格操作が不可能なモデルでは、

図 11(a)のように執行後の最終的なファンダメンタル価格が一致する。すなわち、一時的

インパクトは異なるが、恒久的インパクトは執行額に比例するため、最終的に発生する恒

久的インパクトはどちらの戦略でも同じとなる60。一方、価格操作が可能なモデルは、図

57 期待取引コストが負となる状況と言い換えることもできる。
58 往復売買なので、xk (k＝ 1, . . . ,K)の符号がそろっている必要はない。なお、符号がそろっている場合
は、価格操作に該当しない。

59 ここでの価格操作は、執行戦略理論の前提条件の一部を構成する概念であり、法制度上の価格操作（相
場操縦）の定義と必ずしも同一ではない。

60 これを一般化すると、「価格操作が発生しない完備な市場では、どのような執行戦略をとっても、ファン
ダメンタル価格に与えるインパクトは同一である」ことが成り立つ。ただし、一時的なインパクトの影響
から、支払う取引コストは戦略によって異なりうる。
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図 11 一時的／恒久的マーケット・インパクト・モデルにおける価格操作（概念図）

(a) 価格操作が発生しないモデル

  

恒久的インパクト 

執行後価格   ��� 

執行前価格   �� 

(b) 価格操作が発生し得るモデル

  

恒久的インパクト 

執行後価格   ��� 

執行前価格   �� 

備考：実線は一括執行、破線は同額を 2回に分割して執行した場合。

資料： Fabozzi, Focardi, and Kolm [2010]を参考に作成

11(b)のように執行後の最終的なファンダメンタル価格が異なる。売買戦略によって最終

的なファンダメンタル価格が異なると、例えば、初めに大口の売却でマーケット・インパ

クトを与えファンダメンタル価格を低減させた後、緩やかに買い戻すことで、ファンダメ

ンタル価格の変化を通じて無限の利益が得られる戦略を取ることが可能となってしまう。

ロ． 過渡的インパクト・モデルと価格操作

過渡的インパクト・モデルに関する価格操作は、Gatheral [2010]およびGatheral, Schied,

and Slynko [2011]が分析している。それによると、過渡的インパクト・モデルでは、ファン

ダメンタル価格への回帰の速さを表す係数 ζ(t)が時間 tに関する下に凸の関数（ζ ′′(t) ≥ 0）

である場合は、価格操作が不可能であることが示されている61。この結果は、流動性が平

均回帰すると仮定する指値板モデルにも適用可能である。

4 高頻度取引の執行戦略を巡る研究

本節では、高頻度取引に関連する研究を整理する。（1）で在庫モデル、（2）で情報モ

デルについてまとめ、（3）で注文フローの確率過程、（4）でニュース・マイニングを紹

介する。

61 この場合、厳密には、最適執行戦略が購入注文のみ、あるいは売却注文のみから構成される。
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表 2 在庫モデルに関連する高頻度取引戦略の例

戦略名 概要
Wait for the other side 自身の買い注文が約定した後、売り指値注文を提示し、ビッド・オファー・スプ

レッドを収益とする最も単純な戦略。
Lean your market 自身の買い注文が約定したら、自身の売り注文および買い注文の指値水準を引き

下げる。スプレッドに係る収益は減るが、ポジション解消の確率を高めることで
在庫リスクを低減する。

Scratch for the rebate リベートが得られる市場で行われる。自身の買い注文が約定した場合、即座に自
身の売り気配を約定した買い気配の水準に変更することによりポジション解消の
確率を高め、在庫リスクを削減する。リベートを収益とする。

資料： Durbin [2010]を参考に作成。

（1） 在庫モデル

イ． 高頻度取引のポジション保有時間と損益

高頻度取引に関連する在庫モデルの研究について紹介する。在庫モデルに関連する高頻

度取引の典型例としては、表 2に示したような戦略がある。これらの戦略では、価格が動

く前にいかに早くポジションを閉じるか、すなわち売買の高速化と在庫リスクの削減が損

益を決めるポイントとなる。

Menkveld [2011]によると、高頻度取引の損益は、

高頻度取引の損益 =スプレッド損益+ポジション損益

と分解できる。ここで、スプレッド損益は、執行価格とファンダメンタル価格の差から生

じる損益62であり、ポジション損益は、ファンダメンタル価格が変動することで在庫（ポ

ジション）の価値が変化することによる損益である。図 12には、Menkveld [2011]による

高頻度取引のポジションの保有時間と損益、リスク量の推計値を示している。高頻度取引

のポジション損益が正値となるのは、ポジション保有時間が 5秒未満の場合のみであり、

それを超える保有時間ではポジション損益が損失となるほか、1分以上の保有時間ではリ

スク量が無視できないほど拡大する。このため、取引主体は執行の遅延（latency）の削減

を目指しているほか、在庫リスクを計算しポジションの制御に活用しているとみられる。

前者の遅延の削減は情報技術の分野であるため本稿では解説しない。後者の在庫リスク

を踏まえた執行戦略理論は、古くからマーケット・マイクロストラクチャーの分野でマー

ケット・メイカーの執行戦略理論として研究が進んでいる。

62 高頻度取引は、指値注文で執行することから、スプレッド損益は、通常、正値（利益）となる。
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図 12 高頻度取引のポジション保有時間と損益等
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スプレッド損益 損益とリスク量の差

備考：スプレッド損益は、保有時間によらない推計値（0.88ユーロ/取引）としている。リスク量
は、ポジション損益の分散にリスク回避度として 0.1を乗じた量を負値で表示している。ま
た、折れ線は、リスク回避度を 0.1とした場合のリスク調整後損益を表している。

資料：Menkveld [2011]を参考に作成。

ロ． 基礎理論

Ho and Stoll [1981, 1983]は、呼値駆動型市場においてマーケット・メイカーの在庫リ

スクと、マーケット・メイカーが自身の収益を最大化するために提示すべき気配値の関係

を説明する理論を考案した。Avellaneda and Stoikov [2008]は、Ho and Stoll [1981, 1983]

の枠組みを注文駆動型市場に拡張し、市場への注文・取消指図の確率的な到来と、実証分

析に基づく指値板の形状を前提に、高頻度取引主体の最適戦略を導出した。以下では、こ

のAvellaneda and Stoikov [2008]のモデルについて解説する63。

時刻 tにおけるファンダメンタル価格が Stである金融商品を売買する取引主体を考え

る。そのポジション（在庫数）およびキャッシュの保有量をそれぞれ qt, ctとし（qtの正

／負はロング／ショートに対応）、提示する売りおよび買い気配価格を St + δA
t , St − δB

t

とかく。取引主体は、ある将来時刻 T (> t)での期待効用が最大となるように時刻 tで提

示する気配値の水準を決める。指数型効用関数を仮定すると、取引主体の最適戦略は、リ

スク回避度を γとして、Et [− exp[−γ(cT + qT ST )]]を最大化する δA
t , δB

t を求めることに

帰着する。

次に、St, ct, qtの変動をモデル化する。ファンダメンタル価格Stはボラティリティσの

ブラウン運動に従うとする。時刻 tに約定する取引主体の買い注文の数量をNB
t 、同売り

注文の数量をNA
t とし、これらは他の市場参加者からの成行注文の頻度と指値板の形状に

63 こうしたモデルのほかに、Chacko, Jurek, and Stafford [2008]のように、マーケット・メイカーが提示
する指値注文のオプション性とその対価という視点から執行戦略を分析している研究もある。
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依存して確率的に変動すると考える。ここでは、N i
t (i = {A,B})は、それぞれ呼値水準

に応じた強度 λ(δi
t) (i = {A,B})のポアソン過程に従うと設定する64。このとき、キャッ

シュctおよび在庫 qtは、{
dct = (St + δA

t )dNA
t − (St − δB

t )dNB
t ,

dqt = dNB
t − dNA

t ,

となる。さらにAvellaneda and Stoikov [2008]では、指値板の形状およびマーケット・イン

パクトがともに注文額のべき関数に近似できるとの実証結果65を踏まえて、強度λ(δi
t) (i =

{A,B})の関数形が δの指数関数 λ(δ) ∝ e−αδになるとしている（αはパラメータ）。

こうした前提のもとで近似を行い動的計画法によって上述の効用最大化問題を解くと、

次のような近似的な関係式が得られる。 S̄t ≃ St − γσ2(T − t)qt,

δA
t + δB

t ≃ γσ2(T − t) +
2

γ
ln

(
1 +

γ

α

)
,

(21)

ここで、S̄tは取引主体からみた主観的なファンダメンタル価格（以下、主観的ファンダメ

ンタル価格）であり、在庫水準、リスク回避度および価格のボラティリティに応じて市場

のファンダメンタル価格 Stから乖離する66。在庫 qtが正である場合、リスク回避的な取

引主体の主観的ファンダメンタル価格は市場のファンダメンタル価格を下回り、在庫が負

（ショート）である場合には上回る。このとき、取引主体が、主観的ファンダメンタル価

格 S̄tを中心として δA
t + δB

t の幅でビッド・オファーを提示するのが理論上最適である
67。

例として図 13には、取引主体がロング・ポジションである場合について、市場の指値

板と取引主体の主観的ファンダメンタル価格などを図示した。在庫リスクのため、取引主

体は市場の最良気配より低い水準に売買気配を提示する。(21)式に示したスプレッド水準

の第 1項が価格変動に伴うリスクを、第 2項が注文の到達頻度や指値板の形状に依存した

量となっている。このように、最適な執行戦略は、価格変動と指値注文の流量に依存して

決まる。

ハ． 高頻度取引の在庫と価格変動

前述のAvellaneda and Stoikov [2008]の研究は、指値注文板の形状および取引主体の在

庫量と、取引主体が提示する価格の関係を分析している。このモデルは、あくまでも価格
64 Avellaneda and Stoikov [2008]では、強度が売り注文板と買い注文板で異なる設定とし、執行戦略の近
似解を導出しているが、複雑であることから、ここでは売買同一と仮定して解説する。

65 3節（3）ニ．で紹介した Bouchaud, Mézard, and Potters [2002a]を参照。
66 (21)第 1式と脚注 64 の仮定から S̄tと δA

t − δB
t に関する関係式が導出できることから、(21)式の 2つの

関係式は効用最大化問題の近似解 δA
t , δB

t と同値である。
67 強度の関数形が売りと買いで異なる場合には、最適なビッド・オファーの中心は S̄t から乖離する。
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図 13 Avellaneda and Stoikov [2008]のモデルにおける高頻度取引主体の最適な気配提示

水準（概念図）
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変動や市場流動性が安定している局面を想定したものであるが、市場が不安定な局面で高

頻度取引主体がどのように売買するかについても示唆を与える。例えば、(21)式において

ボラティリティσが大きい場合には、St − S̄tおよび δA
t + δB

t の両者とも大きくなる。す

なわち市場価格の変動が大きい局面では、取引主体は自身の在庫リスクが上昇することか

ら、主観的ファンダメンタル価格を市場のファンダメンタル価格から大きく乖離させ、大

きめのスプレッドを要求するようになる。さらにこうした局面で市場参加者の売買注文が

一方向に偏った場合には在庫リスクが一段と高まることから、取引主体は最良気配を市場

のファンダメンタル価格から一段と引き離すと考えられる。

関連する実証研究としてKirilenko et al. [2010]がある。当該研究では、2010年 5月 6日

の米株式市場で発生したフラッシュ・クラッシュ時における高頻度取引主体の在庫量を詳

細に調査している68。それによると、フラッシュ・クラッシュのきっかけとなったS&P500

株価指数先物Eミニ相場が急落する局面において、i) 市場流動性が急減する中で一部の高

頻度取引主体は売買を活発化させ取引量を増やしたこと、ii) この間、同主体の在庫はロ

ングに偏っていたものの、偏りの度合いはそれ以前の 3日間と大差なかったことが示され

ている（図 14）。この分析結果は、高頻度取引の多くが、価格水準やその変動と無関係に

在庫量を一定規模以下に抑制していることを示唆している69。Kirilenko et al. [2010]は、

68 フラッシュ・クラッシュについては、杉原 [2011]の 6節 (2)を参照。
69 この点を Avellaneda and Stoikov [2008]のモデルと合わせて考えると、フラッシュ・クラッシュ時にお
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図 14 フラッシュ・クラッシュ前後における高頻度取引のポジション
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備考：実線は S&P500株価指数先物 Eミニ相場、破線は高頻度取引のポジションを示す。フラッ
シュ・クラッシュが発生した日時は、5月 6日 14～15時の間。ここでの高頻度取引の定義は、
取引の仲介を行う業者（195社）の中で、とりわけ売買の頻度と規模が大きい上位 3%を占
める 16社としており、本稿の高頻度取引の定義より狭い。

資料：Kirilenko et al. [2010]から転載。

こうした点が、短期間の価格ボラティリティを高めることにつながった可能性を指摘して

いる70。

（2） 情報モデル

一部の高頻度取引では、注文に付随する情報量や売買注文量の偏りなどを分析し、価格

の変化方向を予測することで、リスクを低減し収益性を高めている。表 3には、その戦略

例を示した。本節では、こうした情報を取引に活用する理論を紹介する。

いて市場参加者の大勢が売買を取りやめ流動性が急減する中で、高頻度取引主体の主観的ファンダメンタ
ル価格と市場のファンダメンタル価格が乖離したことから、同主体がロング・ポジションを造成する際に
は非常に低い価格を提示したと推察される。また、在庫量を一定規模以下に抑えるために、積み上がった
ポジションの一部を成行注文で即座に減少させた可能性もある。

70 これに関連して、Khandani and Lo [2011]は、2007年 8月 6日の世界的な株価下落時（いわゆるパリ
バ・ショック時）に、マーケット・メイク型の戦略が非常に大きな損失を被り、マーケット・メイカーが
取引量を急減させたことが、その後しばらくの間の株価の不安定化を招いた 1つの要因であった可能性を
指摘している。
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表 3 情報モデルに関連する高頻度取引戦略の例

戦略名 概要
Penny jump 注文フローの偏りや注文に付随する情報量を予測して取引に活用する。例えば、

買い指値板に大きめの買い注文が到来した場合、最良買い気配を上昇させるよう
に自身の買い注文を入れることで売り手の執行を促す。売り手が上昇させた買い
気配に対して執行した場合には、最良売り気配で売却しポジションを閉じる。想
定したように価格が上昇しなかった場合には、損切りしポジションを閉じる。

Push the elephant 自身の買い指値と同じ価格帯に、大口の買い注文が存在する場合、価格が上昇す
る可能性を見込んで、執行確率を高めるため自身の買い指値の価格水準を徐々に
引き上げる。その際、引き上げた自身の買い注文の一部が執行されることがあ
る。もし、それに合わせて大口買い注文の指値が引き上がってくる場合には、そ
の大口注文に対して自身が購入した分を売却し、ポジションを閉じる。

Tow the iceberg 隠れた注文やアイスバーグ注文をリバース・エンジニアし、隠れた大口注文の存
在を予想して執行に活用する。アイスバーグと想定される注文を発見した場合に
は、Push the elephantと同等の戦略をとる。

資料： Durbin [2010]を参考に作成。

イ． 情報の非対称性に関する基礎理論

市場における情報の非対称性と逆選択のリスクは古くから研究されているテーマであ

る。その代表的な研究として、Glosten and Milgrom [1985]、Kyle [1985]、Easley et al.

[1996]、Biais, Martimort, and Rochet [2000]がある。Glosten and Milgrom [1985]は、マー

ケット・メイカーが情報を有した市場参加者（informed trader）からの注文を受けなくて

はならないことが、ビッド・オファー・スプレッドの発生要因であることを理論的に示し

た71。具体的には、市場に到来する注文が情報を有しているか否か、情報を有している場

合、価格上昇方向の情報か下落方向の情報かによって注文を 3つに分類し、それぞれの発

生確率に応じて取引主体がどのように呼値を変化させるべきかを理論化した。Easley et al.

[1996]は、Glosten and Milgrom [1985]の議論を発展させ、取引データから市場の情報の

非対称性の度合いを表す量を推計する手法を提案した。以下では、Glosten and Milgrom

[1985]や Easley et al. [1996]による基礎理論を簡単に紹介する。

時刻 tにおけるファンダメンタル価格がStである資産を売買する市場に到来する注文数

が、情報保有の有無によって強度の異なるポアソン過程に従うと考える。情報を有してい

ない注文（noise order）は一定強度λnで到来する一方、情報を有している注文（informed

order）は強度λiで到来するとし、情報を有した1つの注文は、資産の価値を∆sだけ変化さ

71 一方、Biais, Martimort, and Rochet [2000]は、情報の非対称性のもとでのマーケット・メイカーの不完
全な競争（寡占）が呼値駆動型市場のビッド・オファー・スプレッドを拡大する要因となることを理論的
に示した。Kyle [1985]は、コール・オークション市場を前提とした場合に同様の事象が生じることを示
した。
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せると設定する。また、マーケット・メイカーは注文が到来する時刻 tの直前に、情報を有し

ていない注文、価格下落方向の情報を有している注文、価格上昇方向の情報を有している注

文の割合がそれぞれpn(t), pid(t), piu(t)であると想定している（pn(t)+pid(t)+piu(t) = 1）。

ベイズの定理から、取引主体が提示するビッドBtおよびオファーAtは、
Bt+1 = Et [St+1] −

λipid(t)

λn + λipid(t)
∆s,

At+1 = Et [St+1] +
λipiu(t)

λn + λipiu(t)
∆s,

(22)

と表すことができる。(22)式は、取引主体が情報を有した市場参加者（informed trader）

の存在によって、結果として逆選択を行うことになるとしても、スプレッドによりその

損失を補填できる気配値の水準（およびスプレッド）を示している。その水準は、確率

pn(t), pid(t), piu(t)で表される逆選択の可能性と、注文が情報を有するか否かの比率に

よって決まる。

Easley et al. [1996]によると、パラメータ λn, λiおよび初期値 pn(0), pid(0), piu(0)は、

過去の購入と売却の約定数72から、最尤法によって推計できる73。すなわち、売却と購

入に関する注文数や約定数の比率から情報の非対称性の度合いが決まる。Easley et al.

[1996]は、この情報の非対称性度合いを、情報をもつ注文が全注文に占める割合である

PIN（probability of information-based trade）74で計測することを提案した75。

ロ． 執行戦略への活用と逆選択リスクの管理

PINで計測できる情報の非対称性の度合いを考慮した取引戦略はさまざまに考えられ

る。最も単純な例としては、買い注文が流入した際に、価格が上昇／下落する確率を、{
Pr(価格が上昇 |買い注文が流入) ≃ PIN · 100% + (1 − PIN) · 50%

Pr(価格が下落 |買い注文が流入) ≃ PIN · 0% + (1 − PIN) · 50%

72 Easley et al. [1996]では、仲値より高い価格での約定を購入と、低い価格での約定を売却と設定してい
る。また、仲値での約定の場合には、次の取引で約定価格が上昇したか下落したかで購入か売却を判断し
ている。

73 Easley et al. [1996]は、∆sについては情報を有した注文のマーケット・インパクトに設定している。
74 PINは、

PIN =
λi(1 − pn(t))

λi(1 − pn(t)) + 2λn
,

と計算される。脚注 72 に示したように、PINの推計では、約定が価格上昇／下落のどちらの方向に影響
を与えているかを正しく評価する必要があり、これが推計上の難点である。

75 Easley et al. [2008]では、PINの時間的持続性が高いこと、銘柄間の相関が高いこと、企業収益の報告
前に上昇することなどが示されている。Kubota and Takehara [2009]では、PINを流動性が反映された
部分と流動性が反映されていない部分（調整 PIN）とに分解したうえで、日本の株式市場に適用した結
果、調整 PINが流動性の指標と相関していると分析している。
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と推定することで、注文フローと情報の非対称性に応じた価格変化を先読みする戦略が考

えられる（売り注文が流入した場合も同様）。しかし、上記で解説したように、PINは最

尤法を用いるため推計に時間を要する。また PINは、過去一定期間のサンプルに基づい

て推計されるため、過去一定期間で均した情報の非対称性については把握できるが、取引

時間中に流入する個々の注文の細かな非対称性については把握できない。また一部の研究

では、PINが情報の非対称性の有用な代理変数となっていないとの批判もある76。そのた

め、実際の執行戦略に活用するためには工夫が必要となる。その工夫として、VPIN、注

文フローの偏り、注文の積極性の 3つを取り上げる。

（イ） VPIN

Easley, Prado, and O’Hara [2011a]では、注文数から推計したPINではなく、出来高か

ら推計したVPINを取引に活用することを提案した。VPINは、売り手主導の出来高と買

い手主導の出来高の差について、過去一定期間累積した値をその間の出来高全体で規格化

した量として定義される77。PINとVPINは、モデルが仮定する状況のもとではほぼ同値

（近似誤差程度の差異）であるが、情報源が異なっている。また、VPINは、PINのように

最尤法による推計を要しないため高速に計算できる。Easley, Prado, and O’Hara [2011a]

によると、VPINはPINと同様に情報の非対称性の度合いを表現しており、高頻度取引の

ような高速売買での利用に適しているとされる。

Easley, Prado, and O’Hara [2011b]は、フラッシュ・クラッシュが発生した 2010年 5月 6

日の S&P500先物Eミニ市場の取引データを用いてVPINを計算したところ、クラッシュ

の発生のかなり前からVPINが高水準のレベルに上昇していたことが観測され（図 15）、

このことから、クラッシュが発生する以前から市場で情報の非対称性が拡大し、価格形成

が不安定化する危険性が高まっていたと指摘した。さらに、高頻度取引業者など機械的に

売買を行う市場参加者は常にVPINを参照するとともに、VPINに基づいた逆選択リスク

の管理を行うべきであると主張した。

（ロ） 注文フローの偏り

情報の非対称性を分析するうえで、売買注文の偏りも重要な要素となる。ここでは、注

文フローと価格変動の関係について分析した実証研究を紹介する。

76 Duarte and Young [2009]や Kubota and Takehara [2009]を参照。
77 ここで、買い手主導の出来高とは、執行価格が、(i) 1時点前の執行価格より高い、(ii) 1時点前の執行価
格と同一かつ 1時点前が買い手主導であった、とのどちらかに相当する場合の取引高と定義している（売
り手主導の出来高も同様）。VPINは、売り手主導の出来高から買い手主導の出来高を差し引いた量のば
らつき度合いを表している。
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図 15 フラッシュ・クラッシュ前後におけるVPINの動き
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Figure 5 – E-mini S&P 500’s VPIN metric on May 6
th

備考：破線（CDF(VPIN)）は、過去のVPINデータから推計される累積確率密度（CDF）の中で、
現時点の VPINがどの位置にあるかを示した量。値が高いほど過去と比べて現在の VPIN
が高まっていることを示している。

出所： Easley, Prado, and O’Hara [2011a]から転載。

Plerou et al. [2002]は、1994～95年の米国株のティック・データに基づき、売買の偏

り78と価格変動の関係を分析し、価格変動と売買の偏りには、指数が 1/3～1となる、べ

き関数の関係があることを実証した。Cont, Kukanov, and Stoikov [2011]は、2010年 4月

の米 S&P500株価指数構成銘柄のうち 50社のティック・データを解析した結果、最良気

配上の売買注文量の偏りが価格変動の多くを説明すると結論付けている。具体的には、最

良買い気配上の注文数の時間変化から最良売り気配上の注文数の時間変化を差し引いた

値を注文の偏り（order flow imbalance: OFI）と定義する。同時刻の価格変化を当該OFI

に単純回帰すると、ほとんどの銘柄で決定係数が 65～68%に決まり明確な比例関係が認

められた一方、取引量を説明変数に加えて回帰分析を行っても統計的有意性は認められな

かった。こうした点から、Cont, Kukanov, and Stoikov [2011]は注文の偏りが短時間の価

格変化の大部分を決めていると分析している79。

これに関連して、注文フローに時間的な持続性（自己相関）があるとの結果も多数報

告されている。例えば、Biais, Hillion, and Spatt [1995]、Foucault, Kadan, and Kandel

78 ここでは、1つ前に約定した価格より低い価格で約定した場合には売り（マイナス）に、高い価格で約定
した場合には買い（プラス）に偏っていると判断し、それに約定株数を掛け合わせた量を過去一定時間分
足し上げた値を売買の偏りとして分析している。

79 このほか、Evans and Lyons [2002]は、為替相場変動の説明要因として、マクロ指標のほかに注文フロー
を加えると、その説明力が増すことを実証している。Rime, Sarno, and Sojli [2010]は、高頻度データを
用いて、注文フローには日中の為替相場の変動に対する予測力があることを示している。
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[2005]、Obizhaeva [2008]は、売買注文の偏りに統計的有意な自己相関があることを示し

ている。これらの結果を総合すると、注文フローの偏りは、価格の方向性を先読みする取

引（いわゆるディレクショナル取引）の執行戦略にとって重要であるといえる。

（ハ） 注文の積極性

情報の非対称性を読み取るための別の工夫として、注文の積極性（order aggressiveness）

を利用する試みもある。注文の積極性とは、マーケット・インパクトやスプレッドといっ

たコストを支払ってでも現時点の最良気配に近い価格で早く執行したいと考える市場参加

者の割合を指す。積極性が高い注文ほど、背後で現在の価格が割安あるいは割高であると

の評価が行われている可能性があり、そうした注文は情報を有している可能性が高いと判

断される80。注文の積極性に関しては、Biais, Hillion, and Spatt [1995]、Ranaldo [2004]、

Foucault, Kadan, and Kandel [2005]、Pasquariello and Vega [2007]など古くから多数の

研究が行われている。注文の積極性を表す指標としては、指値注文に対する成行注文の

比率がしばしば用いられるが、より詳細な指標として、Ranaldo [2004]では、注文指図を

i) 最良気配上の注文数より大きい成行注文、ii) 最良気配上の注文数より小さい成行注文、

iii) 最良気配の内側の価格への指値注文、iv) 最良気配上あるいはその外側の価格帯への

指値注文、v) 指値注文の取消の 5つに分類し、この順に積極性が高いと設定している。積

極性の変化については、注文価格を最良気配に近い価格水準に入れ替える行動や、同じ価

格水準に滞在する時間等によって計測されている81

ハ． 情報ベースの価格付けモデル

高頻度取引をはじめとした一部の取引戦略では、ニュースや経済統計といった市場外か

ら到来する情報が市場価格に与えるインパクトから収益を得ること目指すものがある。こ

80 消極的に売買する情報トレーダーも存在しうるが、この枠組みでの議論の対象ではない。
81 Ranaldo [2004]では、取引主体が発注している側の指値板の注文数が増すほど、スプレッドが拡大する
ほど、また、ボラティリティが増すほど、注文の積極性が増すとの結果が得られている。関連する研究と
して、Obizhaeva [2008]は機関投資家の大口取引データ（7割程度が米国で執行された 2001年～2005年
のデータ）を用いて取引コストを分析している。具体的には、Fama and French [1992]の 3ファクター
にモーメンタムを加えた 4ファクター・モデルで規格化された株価収益率データを用いて、当該機関投資
家の売買執行後における株価の変化方向を分析している。購入の場合には価格上昇が、売却の場合には価
格下落が 2週間程度に亘って統計的に有意に観察され、情報の非対称性が大きい銘柄ほど大きくなると
の結果が得られている。情報の非対称性については、(a) 当該企業の収益予想を算出しているアナリスト
の数（大きいほど透明性が高まり情報の非対称性が低下）、(b) ビッド・オファー・スプレッドの大きさ
（大きいほどマーケット・メイカーにとっての逆選択リスクが大きく、情報の非対称性が大きいとみなさ
れる）、(c) PINの 3つによって計量している。Obizhaeva [2008]の結果は、大口注文が平均数日に分け
て執行されていること、また、その際のマーケット・インパクトには持続性があり、情報の非対称性に依
存することなどを示唆している。
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れに関連する研究として、Brody, Hughston, and Macrina [2008]による情報ベースの価格

付けモデル（information-based asset pricing model）がある。当該モデルでは、情報の流

れをモデル化することで価格付けを行う。情報の流れという推計が困難な確率過程を含む

ため実務に直接利用できるモデルではないが、取引の理論的枠組みや有効性を理解するう

えで役立つことから紹介する82。

時刻 tにおいてすべての市場参加者に既知である情報の流れを ξtとかき、当該情報の

もとで、将来の時刻 T (> t)にCT のキャッシュ・フローを生む資産の時刻 tでの価値を評

価することを考える83。Brody, Hughston, and Macrina [2008]は、適当な ξtのモデルと

して、

ξt = ηCT t + βt,T , (23)

を提案している。ここで、ηは時間の経過に伴いキャッシュ・フローの真の価値CT が市場

に明らかになってくる速度、βt,T は情報ノイズを表しており標準ブラウニアン・ブリッジ

によってモデル化されている84。さらに任意の期間の無リスクの債券価格が既知であると

し、時刻 tにおける満期 T の無リスク・ゼロクーポン債券価格（額面 1）を dt,T と表す。

このとき、同資産の時刻 tにおける価格 Stは、St = dt,T E [CT |ξt]と表せる。ここで Eは
リスク中立測度下での期待値を表す。

Brody et al. [2008]では、この情報ベースの価格付けモデルをもとに、市場情報を上回

る情報を有した取引主体（情報トレーダー）の取引を想定したモデルを示している。そ

れによると、情報トレーダーは、市場と同一の事前分布（価格に対する事前予想）をもつ

が、情報については、市場全体の情報（(23)式）に加えて別の情報

ξ′t = η′CT t + β′
t,T , (24)

を有しているとする。ただし、ノイズ βt,T と別のノイズ β′
t,T の相関係数は ρ (−1 < ρ < 1)

であり、両者は無相関でありうるものの完全相関はしないものとする。こうした設定で、

情報トレーダーが評価する価格は、

Ŝt = dt,T E [CT |ξt, ξ
′
t] = dt,T E

[
CT |ξ̂t

]
, (25)

となる。ただし、

ξ̂t = η̂CT t + β̂t,T , η̂2 =
η2 − 2ρηη′ + (η′)2

1 − ρ2
, (26)

82 当該モデルに関連する技術として、ニュース・マイニングがある。本節（4）で紹介する。
83 一般の価格付け理論では、未知のキャッシュ・フロー CT を確率過程によってモデル化するが、情報ベー
スの価格付け理論では、CT については事前分布のみが与えられているとし、情報 ξtを確率過程によって
モデル化する。

84 ここでブラウニアン・ブリッジとは、始点 0と終点 T が確率 1でゼロ（β0,T = βT,T = 0）となるブラウ
ン運動であり、時刻 t (0 < t < T )における分散が t(T − t)/T となる。

39



であり、β̂t,T は別の標準ブラウニアン・ブリッジである。すなわち、市場価格Stに反映さ

れる情報量は、将来のキャッシュ・フローの真の価値の ηの割合であるのに対して、情報

トレーダーの評価価格 Ŝtに反映される情報量は真の価値の η̂の割合である。(26)式より

η̂2 − η2 = (ρη − η′)2/(1− ρ2) > 0であるから、情報トレーダーの評価価格は、ηの大小や

ノイズの相関 ρに関わらず市場価格より多くの真の情報を反映する。

Brody, Davis, Friedman, and Hughston [2008]では、情報トレーダーが取りうる最も単

純な取引例として、事前確率 p1 = 0.2で c1 = 0、確率 p2 = 0.8で c2 = 1となる仮想的な

債券を満期保有で購入する場合の、情報トレーダーの損益を次のように求めている。市場

情報のみをもつ市場トレーダーは、市場価格 Stがある一定の価格Kを超えた場合に無リ

スク金利で調達した資金をもとに当該債券を購入する。一方、情報トレーダーは市場価格

が Ŝtを超えた場合に無リスク金利で調達した資金をもとに購入する。このとき、満期に

おける市場トレーダー、情報トレーダーそれぞれの収益 VT , V̂T は、{
VT = 1{St>K}(XT − St/dt,T ),

V̂T = 1{Ŝt>K}(XT − St/dt,T ),

となる。その差の期待値は、

E
[
V̂T − VT | ξt, ξ̂t

]
=

1

dt,T

(
1{Ŝt>K} − 1{St>K}

) (
Ŝt − St

)
> 0,

となり、情報トレーダーの収益が無リスクで市場トレーダーを上回る。

（3） 注文フローの確率過程

Cont, Stoikov, and Talreja [2008]は、売り買いの両サイドに流入する指値・成行・取消

指図の流量（注文フロー）がポアソン過程に従うとの設定のもと、次の注文が市場に到達

した際に価格がどちら方向にどれほどの確率で動くかを数学的に導出している。具体的に

は、市場に到来する 1単位の指値・成行注文と指値注文取消の指図がすべて強度の異なる

ポアソン過程に従うと考える。成行注文の強度は一定値µとし、指値注文の強度 λはファ

ンダメンタル価格からのティック数（呼値の数）δのべき関数として λ(δ) ∝ δ−αと設定す

る85。また、指値の取消注文は、それぞれの価格帯に残存する指値注文数 n(δ)に比例す

る関数として θ(δ) ∝ n(δ)と決め、比例係数はそれぞれの δごとに推定している86。

85 これは、3節（3）で紹介した Bouchaud, Mézard, and Potters [2002a]による実データの解析結果と整合
的な設定である。なお、Cont, Stoikov, and Talreja [2008]は、当該式を東証に上場している銘柄にカリ
ブレートし、比例係数が 1.92、α̂ = 0.52と推定している。

86 こうした設定は、出生死滅過程（birth-death process）と呼ばれている。Makimoto and Sugihara [2010]
でも、指値板上の注文総量の変化を類似の過程でモデル化している。
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こうした設定のもとで、ファンダメンタル価格が上昇する時刻を次のように求めてい

る。最良買い気配に nb個、最良売り気配に na個の注文が存在するとする。はじめに、最

良気配に存在する n個の注文が、執行あるいは取り消されることによりゼロとなる最初

の時刻 τnを求めると、そのラプラス変換は87、

L[τn](s) =

(
− 1

λ(δ)

)n n∏
i=1

Φ∞
k=i

−λ(δ){µ + θ(δ)k}
λ(δ) + µ + θ(δ)k + s

, (27)

となる88。ファンダメンタル価格が動くのは、(a) 最良買い気配の注文数がゼロとなる、

(b) 最良売り気配の注文数がゼロとなる、(c) ビッド・オファー・スプレッド内に新しい

指値注文が到来する、のいずれかが発生した時点である。まず、ビッド・オファー・スプ

レッドが 1ティックとなる (c) の変化がないようなケースを考えると、ファンダメンタル

価格が上昇するのは、nbがゼロとなる前に naがゼロとなる場合であるから、その時刻は

τna − τnb
が 0となる最初の時刻である。そのラプラス変換は、

L[τna − τnb
](s) = (1/s)L[τna ](s)L[τnb

](−s),

と与えられる。次に、スプレッドのティック数が d (> 1)である場合を考えると、ファン

ダメンタル価格が上昇するのは、xbがゼロとなるか売り指値がスプレッド内に到来する

前に xaがゼロとなる、あるいは買い指値がスプレッド内に到来する、のいずれかの場合

であるから、その時刻 τupについて、

fτup(x) = L−1

[
1

s

{
L[τna ](Λ(δ) + s) +

Λ(δ){1 − L[τna ](Λ(δ) + s)}
Λ(δ) + s

}
×

{
L[τnb

](Λ(δ) − s) +
Λ(δ){1 − L[τnb

](Λ(δ) − s)}
Λ(δ) − s

}]
(x), (28)

87 確率変数X の確率密度関数を fX(x)とすると、そのラプラス変換は、

L[X](s) =
∫ ∞

−∞
e−sxfX(x)dx = E

[
e−sX

]
,

と定義される。確率密度関数 fX(x)のラプラス変換を、ここでは確率変数X のラプラス変換と呼ぶこと
とする。

88 出生率 λ、死亡率 θの出生死滅過程において、注文数が iから 1つ減り i− 1に遷移する最初の時刻のラ
プラス変換が、

− 1
λ

Φ∞
k=i

−λθk

λ + θk + s
,

と表されるとの Abate and Whitt [1999]の結果を用いている。ここで、Φは連分数：

Φn
k=m

ak

bk
= gn(gn−1(. . . (gm(0)) . . .)) = gm ◦ gm+1 ◦ · · · ◦ gn(0), gk(x) =

ak

bk + x
, (k = m,m+1, . . . , n),

を表すオペレータである。
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（ただし、Λ(δ) =
∑δ−1

k=1 λ(k)）と計算できる89。（27）・(28)式を売り・買いの注文板の双

方に適用すると、市場データから注文流量の強度を推定することで、次に価格が動くまで

の時間とその変化方向を確率的に予測することができる。また、価格が変動する前にポ

ジションを閉じることができる確率も計算できる。Cont, Stoikov, and Talreja [2008]は、

こうした理論が、高頻度取引のリスク（収益の振れ）を低減するのに有効であることを実

データを用いて示している。

（4） 高頻度取引とニュース・マイニング

高頻度取引を中心とした一部のアルゴリズム取引戦略ではニュース情報が利用される。

その際、定性的なニュースは、コンピュータでの解析が可能なように定型化される。定型

化されたニュースは「機械可読ニュース」（machine readable news）と呼ばれ、一部の大

手情報ベンダーから配信されている。機械可読ニュースは、そのままでは取引に用いるこ

とはできず、さらに何らかの統計的な処理により定量情報に変換されている。定性的な報

道情報を定量化するこうした一連の手法は「ニュース・マイニング」と呼ばれ、1990年

代から研究されている。ニュース・マイニングは研究途上であり、確立された一般的な手

法があるわけではないが、ここでは、現在実務で使われている手法として、トムソン・ロ

イター社が提供するニューススコープ・イベント指数と同センチメント指数を取り上げて

解説する。

イベント指数は、政治、マクロ経済、企業財務、地政学的リスクといった情報区分に関

連する報道の活発さを指数化したものである。AlphaSimplex Group [2008]によると、イ

ベント指数では、相場に関連する情報をいくつかの情報区分に分類し、過去数分間の報道

情報内にそれぞれの区分に該当するキーワードがどの程度含まれるかを指数化している。

イベント指数を取引に用いる際には、個々の情報区分が利用者にとってどの程度重要かを

数値化し、重要度に応じてイベント指数を加重平均するなど、利用者のニーズに応じた加

工が施される。

センチメント指数は、機械可読ニュースを一定のアルゴリズムに従って、市場のセンチ

メントを表現する指数に変換したものである。当該アルゴリズムの概要は以下のとおりで

89 (28)式では、確率変数 τx と独立な指数分布に従う確率変数 Z ∼ E(Λ)の最小値 τn ∧ Z の累積確率密度
関数が、

Fτn∧Z(t) = 1 − Pr[τn > t] Pr[Z > t] = 1 − {1 − Fτn(t)}e−Λt,

となることから、そのラプラス変換が、

L[τn ∧ Z](s) = L[τn](Λ + s) +
Λ

Λ + s
{1 − L[τn](Λ + s)},

と計算できることを用いている。
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ある。

(i) 各ニュース記事内の単語について、ポジティブ／ネガティブな意味を表すキーワー

ドを抽出し、個々の単語のポジティブ／ネガティブな度合いを定量化し足し上げた

「インパクト・スコア」を算出する。

(ii) 各記事が、該当する企業あるいはマクロ経済や政治といった情報区分にどのくらい

関連したものかを「妥当性スコア」として評価する。

(iii) 各記事のユニークさ、時間的な早さを別途「ユニーク性スコア」として評価する。

同じ情報を引用した記事であれば評価は低くなる。

(iv) インパクト・スコア、妥当性スコア、ユニーク性スコアを、それぞれ記事の対象と

なる企業ごと、あるいはジャンルごとに統合する。

(v) 単位時間内における統合した各スコアを適当なウェイトをもとに加重平均すること

でセンチメント指数を算出する。

ニュース・マイニングでは、各情報区分に該当するキーワードの選択や指数化する際の

加重の与え方がポイントとなる。現在のところ前者については、はじめに手動で妥当な単

語を幅広く選択し、そのうえで簡単なアルゴリズムで絞り込む手法が採られているようで

ある90。後者については、過去データに基づいたテスト（バックテスト）を実施すること

により、価格の変化方向やその大きさなどの予測力が高い加重が探査される。前者・後者

とも、その実装に人工ニューラルネットワークや遺伝的プログラミングといった人工知能

技術が応用されることもある。

このように算出した指数（報道関連指数）は、実務においては、短時間の価格変化の方

向や大きさを予測する際に活用されているとみられる。指数の大小に応じてポジションを

変化させる直接的な利用のほかに、既存のアルゴリズムに取り込んで利用されることが多

いようである。Johnson [2010]によると、報道関連指数は、数秒先の価格変化方向を予測

し逆選択に起因する取引コストの削減につなげる、あるいは報道関連指数が大きく変動し

た際にポジションを自動的に造成あるいは解消するアルゴリズムを組み込むことで在庫リ

スクを制御するといった活用方法が想定されている91。

このようにニュース・マイニングは、逆選択に起因する取引コストの削減には有効であ

る可能性があるが、収益に直接に寄与するかについては見方が定まっているわけではない。

ニュース・マイニングを取引に活用する研究をサーベイしたMittermayer and Knolmayer

90 AlphaSimplex Group [2008]では、価格のボラティリティを単語の出現頻度に回帰し、その回帰係数をも
とに単語の重要度を決めている。

91 報道関連指数は、大口取引向けアルゴリズム取引においても、取引コストの一部分であるタイミング・コ
ストの計量で重要となるボラティリティや流動性の予測に活用されているとみられる。
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[2006]によると、ニュース・マイニングで相場のトレンドを予測し 10分～1日の取引間隔

で売買する試行実験では、平均で数十ベーシスの収益率が期待できるとの結果が得られて

いる。一方で、Koppel and Shtrimberg [2006]では、こうした試行結果は理論上のもので

あり、取引コストなどが勘案されていないため、現実にそうした収益を達成するのは困難

との見解が示されている。

なお、ニュース・マイニングは、取引への活用を目指しているだけでなく、報道情報に

対する市場の反応に関する研究にも利用されている。また、これに関連して、最近では、

インターネット上の企業や相場に関する書き込み、あるいはツイッターのつぶやきといっ

た「口コミの流布情報」から、大衆のセンチメントの変化（バイラル効果）を早期に捉

え、株価指数の変化方向を予測する研究も行われている（Bollen, Pepe, and Mao [2009]、

Bollen, Mao, and Zeng [2011]、Berreby [2010]）。

5 統計的裁定取引の執行戦略を巡る研究

統計的裁定取引（statistical arbitrage）とは、市場での非合理的な価格が、過去の時系

列や他の商品の価格から推計される統計則に基づいて算出された合理的な価格に平均回帰

するとの前提で構築される取引戦略である92、93。典型的な統計的裁定取引について、表 4

に示した。統計的裁定取引戦略は、（1）過去データの分析に基づいた「データ駆動型戦

略」と、（2）金融工学の理論を背景とした「理論駆動型戦略」の 2つに大別できる。統

計的裁定取引等の戦略は非常に多岐に亘るため、ここでは個々の理論は解説せず、統計的

裁定取引の基礎理論について解説する94。

（1） データ駆動型戦略

データ駆動型の統計的裁定取引について解説している研究としては、Pole [2007]、Avel-

laneda and Lee [2010]、Meucci [2010]、Fabozzi, Focardi, and Kolm [2010]などがある。

それらによると、データ駆動型戦略の背景にある基本的なアイデアは次のようである。

92 統計的裁定取引の概要は杉原 [2011]3節 (5)ロ．を参照。複数資産を対象とした高頻度取引の収益を決め
る 1つのポイントは、複数銘柄の価格調整をいかに速く行うかにある。すなわち、複数銘柄間の価格の歪
みをいち早く修正する裁定取引のようなかたちで売買を行うことから、高頻度で行われる統計的裁定取引
は、高頻度取引の一種に分類されることもある。

93 数学的に厳密に統計的裁定取引機会の存在を議論した研究として Bondarenko [2003]がある。それによ
ると、統計的裁定取引とは、(i) 満期のペイオフの期待値が正である、かつ (ii) 満期の資産価格が既知で
ある条件付きのペイオフの期待値がゼロ以上である、との 2つの条件が満たされる無コストの取引である
と定義されている。

94 個々の戦略については、Durbin [2010]、Aldridge [2009]、Narang [2009]などを参照。
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表 4 統計的裁定取引の典型例取引対象 名称 内容 背後にある考え方・特徴レイテンシー裁定（株式、為替） 複数の市場や取引システムで売買されている同一商品の価格の乖離を裁定。 同一商品は同一価格である。取引システムによって売買や価格更新の速度に差があるため一時的に価格が乖離しうる。ETF裁定（株式） 指数ETF構成銘柄の株価から計算したETF理論値と、ETFの市場価格の乖離を裁定。 ETF構成銘柄の株価が変化すれば、理論上ETFの水準も変化する。ペア・トレード（主に株式） 相関が高い資産ペアの価格差を裁定。 過去データからみて相関が高く安定的である資産価格の乖離は、平均回帰する。ヘッジファンドのロング・ショート戦略に類似しているが、同戦略は企業収益予想等ファンダメンタルズに関連する情報を利用する一方、統計的裁定取引では通常利用しない。三角裁定（為替） ３通貨の３つのペアについて、うち２つから構成される残り１つの理論相場と、市場の為替相場との乖離を裁定。 複数ペアの為替相場には、理論的な関係がある。ベーシス、キャッシュ＆キャリー（株式） 同一企業（あるいは指数）に関する現物と先物価格の乖離を裁定。 現物と先物価格には理論的な関係があり、両者はその関係から著しく乖離しない。現物とオプション 現物価格やボラティリティの変化に対するオプション価格の理論的変化幅と、市場価格の変化幅に差があるとき、それを裁定。 原資産価格、そのボラティリティとオプション価格には理論的な関係があり、過去データからみて、その関係は安定しているとされる。プット・コール・パリティ オプションのプット・コール・パリティを裁定。 プット・オプションとコール・オプションおよび先物価格間には、理論的な関係がある。オプション・ペア、先物ペア（株式、ｺﾓﾃﾞｨﾃｨ） 原資産価格あるいはボラティリティ間の相関が高い２つのオプションや先物価格の乖離を裁定。 過去データからみて原資産の価格やボラティリティの相関が高く安定的である派生商品価格は著しく乖離しない。限月スプレッド（株式、ｺﾓﾃﾞｨﾃｨ） 満期の異なる先物価格が著しく乖離する場合、その差を裁定。 異なる限月の先物価格には理論的関係があり、両者はその関係から著しく乖離しない。

現物
現物と派生商品派生商品

備考：シャドーは理論駆動型戦略。アルゴリズム取引が活用されうる統計的裁定取引を掲載。主と

してヘッジファンドが行う裁定取引（イールドカーブ裁定、キャピタル・ストラクチャー裁

定、アセット・スワップ、ボラティリティ裁定等）は掲載していない。

(i) N 個の複数資産の収益率Rtの共変動成分（systematic factor）R̃tを探査し、その

数をM とする。

(ii) 価格変動からm (< M)個の主要な共変動成分によって説明可能な変動をすべて取

り除いた残存部（固有変動成分、idiosyncratic factor）が平均回帰的な変動となるよ

うにmを設定する。

(iii) 固有変動成分がその平均に対して低い場合は購入、高い場合は売却する。

すなわち、R̃tを主要な共変動成分からなるm次元ベクトル、µ, Bをそれぞれパラメー

タからなるN 次元ベクトルおよびN × m行列とすると、収益率が

Rt = µ + BR̃t + εt, (29)

と表現されるモデルが想定されている。ここで、εtは平均回帰する固有変動成分ベクト

ルで裁定取引の源泉となる変動性を示す。また、パラメータµ, Bは過去データから推計
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される。なお、(29)式は、資産収益率の間の裁定取引を想定したものであるが、現物と先

物など派生商品の裁定取引でも類似のモデルが適用できる。

データ駆動型戦略で重要となるのは、固有変動成分が平均回帰的な挙動を示すような共

変動成分をいかに発見するかである。Avellaneda and Lee [2010]では共変動成分として、

過去の時系列の主成分分析を用いるケースと、業種別株価指数 ETF（上場投資信託）を

活用するケースが想定されている。主成分分析のケースは、規格化された収益率の分散共

分散行列を主成分分解し、そのうち上位m個の主成分のそれぞれを合成するポートフォ

リオを構築することで構成される95。共変動成分数mについて、ランダム行列理論96を

用いて主要国の株価を分析した Plerou et al. [2002]等の実証研究では、10～20の共変動

成分で株価変動のおよそ 50%が説明可能であるとされている。一方、業種別ETFを用い

るケースは、金融商品を保有（あるいは売却）する一方、共変動成分となり得る業種別

ETF等をベータ（B）だけ売却（購入）することで構成される。

上記の研究では、裁定の対象となる乖離を導出することに主眼が置かれている。これに

対してMartin and Schöneborn [2011]では、裁定対象とする乖離 εtを平均回帰過程とし

て外生的に与え、最適な売買タイミングを自己ポジション qtと裁定対象 εtの関数として

導出している97。具体的には、まず裁定対象 εtについて、

dεt = µ(εt)dt + σ(εt)dWt, (30)

と表現する。ここで、µ(εt), σ(εt)は εtの関数であり、(30)式は平均回帰過程を含む一般

的な過程を表現できる。このとき、執行量に比例する取引コスト（比例係数：θ）が発生

する前提で、乖離を売買する主体の効用最大化問題を解くと、ポジション qに関する上限

q+(εt)、下限 q−(εt)の近似解が次のように導出される。

q±(εt) ≃
1

γ

(
q0(εt) −

{
2θ2|q′0(εt)|

3

}1/3

±
{

3θ|q′0(εt)|2

2

}1/3
)

, q0(εt) =
µ(εt)

σ(εt)
. (31)

ここでγは取引主体のリスク回避度である。図16には、µ(εt) = −bεt, σ(εt) = σε(1+c2ε2
t )

β

となるような平均回帰・局所ボラティリティ・モデルを想定した場合の q±(εt)を、横軸に

εt、縦軸に qtをとり図示した。図からわかるように、q±(εt)は右肩下がりの曲線となり、
95 当該ポートフォリオは、単純に該当する主成分の固有ベクトルをボラティリティで規格化した分量（ベー
タ）だけ各資産を保有することで構築できる。

96 ランダム行列とは、確率変数を要素に持つ行列で、その固有値が従う漸近分布が解析的に導出できる。当
該漸近分布と実データから導出される固有値を比較することで、共変動成分と認識される固有値の閾順位
等を測ることができる。

97 類似の研究として、Bertram [2010]あるいは Boguslavsky and Boguslavskaya [2004]でも、乖離を外生
的に与え、それがある一定水準を下回れば購入し、別の一定水準を上回ると売却するという単純な戦略を
想定し、収益率や執行時間の分析を行っている。また、Guo and Zhang [2005]は、レジーム・スイッチ
ング・モデルを用いて、最適な売却、購入タイミングを分析している。
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図 16 統計的裁定取引における売買上限／下限の例
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備考：実線より上が売却領域、破線より下が購入領域、両線の間が売買を行わない（ポジション・

ホールド）領域。平均回帰・局所ボラティリティモデルを想定。

出所：Martin and Schöneborn [2011]を参考に作成。

両曲線の内側では取引せず、q+(εt)より上の領域ではポジションが q+(εt)となるまで売却

し、q−(εt)より下の領域ではポジションが q−(εt)となるまで購入するのが適当である。

(31)式は、統計的裁定取引を行う主体の執行行動について、いくつかの示唆を与えてい

る。例えば、リスク回避度 γが上昇すると、q±(εt)がともに低下しその距離が縮まる。す

なわち、リスク回避的な主体ほどポジションの保有量を減らすことから、ポジションを維

持する領域が狭まり、売買を頻繁に繰り返す高頻度な戦略が最適となる。逆に、取引コス

トが拡大すると、q±(εt)の間の距離は図の中心部分（εtがゼロの近傍）で拡大する。これ

は、取引コストが拡大すると、支払うコストに見合うだけ裁定対象の乖離が拡大するのを

待たなくてはならないことを示している。

データ駆動型戦略では、固有成分を探査する際などに定量データのマイニング技術を応

用しているものがある。本節（3）で紹介する。

（2） 理論駆動型戦略

理論駆動型戦略は、取引コストなど市場の摩擦の影響で、市場価格が無裁定理論から計

算される理論価格から乖離することがあり、その乖離が時間の経過とともに平均回帰する

との前提で組まれている。表 4からわかるように、理論駆動型戦略の多くには派生商品が

関連しており、その背後には取引コストを踏まえた派生商品の価格付けやヘッジに関する
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理論がある。この分野は古くから数多くの研究がなされている98。通常、合理的な価格

帯、あるいは価格の上限・下限等が導出される。その価格帯と市場価格の水準を比較する

ことで、割安であれば購入し割高であれば売却するといった理論駆動型の戦略が構築で

きる。

このほかに、特定の市場の歪みを対象とした研究もある。例えば、Avellaneda and Lipkin

[2009]は、ショート・ポジション造成を目的とした借り入れが困難化し得る金融商品の価

格過程をモデル化している99。借り入れの困難化は、一種の取引コストの増大と考えるこ

とができる。Avellaneda and Lipkin [2009]は、借り入れ困難な証券の価格過程を外生的に

与えることで100、当該資産を原資産とした派生証券の価格付け手法を提案している101。

このようなモデルも、計算される歪みを踏まえた価格と市場価格に乖離がある場合、歪み

がその後解消されること前提とした逆張り取引など理論駆動型の統計的裁定取引戦略を

構築するのに利用できる。

（3） 統計的裁定取引とデータ・マイニング

一般的なファイナンスの理論では、価格の変動率（ボラティリティ）のモデル化はさま

ざまに提案されているが、平均的な価格や収益率の変化方向（トレンド）については、単

純に時間に比例して増大する、あるいは平均回帰するというように単純化されることが多

98 こうした研究では、オプションのデルタヘッジを例に分析されることが多い。例えば、Cvitanić and Ma
[1996]は、大口投資家のポートフォリオの変化が資産価格に影響するとの前提で、オプションのヘッジ戦
略や原資産価格の変動を理論化している。Rogers and Singh [2010]は、一時的／恒久的インパクト・モ
デルに従う取引コストが発生するもとで、流動性が低い資産の最適なヘッジ戦略を導出している。一方、
Bank and Baum [2004]は、大口投資家の裁定機会の存在について議論している。それによると、大口投
資家はマーケット・インパクトを与えることができる一方、取引コストを支払わなくてはならない。この
両者をネットアウトするような確率測度の存在が、大口投資家の裁定機会が存在しないための条件である
とされている。また、Platen and Schweizer [1998]、Frey and Stremme [1997]、Sircar and Papanicolaou
[1998]などでは、オプション等の離散的なヘッジ行動によって、原資産価格がどういった影響を受けるか、
さらにその結果、オプション価格にどういったフィードバックがあるかについて、経済学的観点から分析
されている。

99 例えば、空売り規制や、流通量に対するショート・ポジションの割合が高い証券に対して急激なポジショ
ンの清算需要が発生する、いわゆるスクイーズがこうした状況にあたる。

100 具体的には、ショート・ポジションを解消する需要（buy-in rate）が大きくなると証券価格が急激に上昇
する一方、その需要が減少すると当該価格が上昇前の水準まで急速に下落する特徴が市場で観察される。
これを踏まえ、Avellaneda and Lipkin [2009]は、価格過程として、ドリフトが buy-in rateに比例すると
ともに、同レートの頻度で下方ジャンプが発生するジャンプ拡散過程を想定している。

101 これに類似した研究として、Avellaneda and Lipkin [2003]は、オプションのデルタヘッジを背景に、原
資産価格が満期にオプションのある権利行使価格に近付く確率が高まるピンニング（stock pinning）の現
象をモデル化している。当該モデルを前提として、満期日に、ピンニングが発生し得る権利行使価格のオ
プションを売却し原資産を購入することができれば、ピンニング現象を裁定する理論駆動型の戦略が構築
できる。
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い。統計的裁定取引を中心とした一部の執行戦略では、このトレンドをデータ・マイニン

グによって探査し、それが将来も続くとの判断のもとで取引戦略が組まれる。価格のトレ

ンド等を予測する試みは、古くから経験的・発見的に行われてきたチャート分析やテクニ

カル分析を理論化・高度化したものと捉えることもできる102。

時系列モデルを用いる場合、計量経済学やファイナンスで提案されている幅広いモデル

の中から、過去の時系列の確率統計的な特徴を再現するモデルが選択される。すなわち、

価格トレンドやボラティリティの変動を表す関数あるいは確率過程が外生的に与えられ

る。これに対して、人工知能を用いる場合には、これらの関数あるいは確率過程が過去

データの学習から内生的に決まる。例えば、遺伝的プログラミングでは、単純な取引ルー

ル（例えば、過去数週間の移動平均より低ければ買い、高ければ売るなど）を「遺伝子」

と考え、それらの組み合わせが遺伝し進化することにより、多数の取引ルールを結合させ

た取引戦略の中から、適応度が高い、すなわち過去データからみて収益性が高い取引ルー

ルの組合せが探査される103。また、人工ニューラル・ネットワークでは、過去の時系列

の学習によって獲得されたニューロン間の結合の強さを表現する行列に基づいて、現在の

市場状況を入力した場合に価格トレンド等の予測値が出力される104。

6 複数の市場での執行戦略と市場間競争

本節では、複数の市場における執行戦略や、市場間の競争に関する最近の研究を取り上

げる。特に、隠れた注文の存在を踏まえた最適注文回送（smart order routing: SOR）の

アルゴリズムや隠れた注文規模の予測等に関する研究と、市場間競合に関する研究の2つ

を紹介する。

（1） 隠れた注文と執行戦略

SORとは、複数の市場で同一銘柄が取引可能である場合、市場の動向に応じて注文を

最適な分量に分割し、それぞれの市場に回送し執行する仕組みを指す。SORの基本的な

枠組みは、杉原 [2011]の 4節 (5) に示したとおり単純であるが、ダークプールや隠れた注

102 金融業では、取引に活用する目的以外にも、保険の解約数を予測する、あるいはクレジットカード等の不
正利用を検知するなどの目的で、データ・マイニングが用いられている（今野・刈屋・木島 [2004] p.433）。

103 この基本的な枠組みはAllen and Karjalainen [1993]を参照。また、遺伝的プログラミングを取引に活用
する研究については Navet and Chen [2009]が調査している。

104 例えば、Dounias, Thomaidis, and Kondakis [2005]、Thomaidis and Dounias [2006]、Thomaidis, Kon-
dakis, and Dounias [2006], Thomaidis [2007]は、ボラティリティについてはよく知られたGARCHモデ
ル（generalized autoregressive conditional heteroskedasticity model; Bollerslev [1986]）で予測し、トレ
ンドについては人工ニューラル・ネットワークで予測するハイブリッドなモデルを提案している。
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文が存在する場合の SORのアルゴリズムは単純ではなく、背後にはその数量を予測する

何らかの理論モデルがある。それらについてみていく。

イ． ダークプール内の注文数の推定

隠れた注文の存在を踏まえた SORアルゴリズムの初期のものとしては、Almgren and

Harts [2008]がある。当該モデルでは、隠れた注文数が時間の経過に伴い一様に減衰し、

かつ最良気配の内側に一様に分布しているとの強い仮定のもとで、ある価格帯に存在する

開示された指値注文数と、同価格帯での過去の約定数（隠れた注文を含みうる）の乖離か

ら、現在存在する隠れた注文数を推定している105。

Laruelle, Lehalle, and Pagès [2010]は、1つの主市場（指値注文が公開されている市場）

と J個のダークプール（ダークプール j = 1, . . . , J）が存在するもとでの最適な購入戦略

を導出している。具体的には、時刻 tkにおいて当該銘柄の最良売り気配価格をAtk、取引

主体が希望する購入注文のうちAtk の価格で購入できる分量が xkあるとし、ダークプー

ル jに ωk
j xkだけ成行注文として発注するとする。ここで、

∑J
j=1 ωk

j = 1, ωk
j > 0である。

一方、ダークプール jにおいて、Atk 以下の価格帯 bk
j Atk (0 ≤ bk

j ≤ 1)（bk
j は所与のパラ

メータ）にある隠れた売却注文数（確率変数）をNH
j (tk)とすると、ダークプール jで実

際に約定される分量はmin(ωk
j xk, N

H
j (tk))である。このとき、ダークプールで購入できな

かった分量を主市場の最良気配で購入すると考えると、購入金額は、

J∑
j=1

bk
j Atk min(ωk

j xk, N
H
j (tk))︸ ︷︷ ︸

ダークプールでの購入額

+ Atk

(
xk −

J∑
j=1

min(ωk
j xk, N

H
j (tk))

)
,︸ ︷︷ ︸

主市場での購入額

105 具体的には、ある銘柄が、隠れた注文が提示される J 個の代替市場で売買されているとし、投資家が同
銘柄をK 回に分けて執行する前提で、隠れた注文数を推計している。市場 j (j = 1, . . . , J)の時刻 tにお
ける最良気配上の隠れた注文数を nj(t) (> 0)、最良気配の内側に存在する隠れた注文数を n+

j (t) (≥ 0)と
する。市場 j では、注文数が、他の投資家の執行や取消によって、時間の経過に伴い ρj (0 < ρj < 1)だ
け減衰すると考え、k + 1回目の取引時点の隠れた注文の推移を次のように予想する。k回目の注文が
i) 市場 j で執行されなかった場合：nj(tk+1) = ρjnj(tk), n+

j (tk+1) = ρjn
+
j (tk),

ii) 市場 j の最良気配で執行された場合：nj(tk+1) = ρjnj(tk) + n̂j(tk), n+
j (tk+1) = 0,

iii) 市場 j の最良気配の内側で執行された場合：nj(tk+1) = ρjnj(tk), n+
j (tk+1) = ρjn

+
j (tk) + n̂+

j (tk).
ただし、tk は k回目 (k = 1, . . . ,K)の執行直前の時刻である。また、n̂j(tk), n̂+

j (tk)は、k回目の発注が
執行された場合の隠れた注文の予想数量であり、Almgren and Harts [2008]では次のように決められてい
る。Nj(tk)を k − 1回目の執行直後から k回目の執行直前までの市場 j における最良気配価格での出来
高（他の市場参加者の最良気配での約定数量）、n̄j(tk)を時刻 tk 時点で同市場の最良気配に存在する開示
された注文数とする。このとき、Nj(tk)の分量は、最良気配上の隠れた注文と開示された注文に対して
約定したことから、隠れた注文の予想残存数量は、n̂j(tk) = max{Nj(tk) − n̄j(tk), 0}と推計できる。ま
た、最良気配の内側の隠れた注文の予想数量 n̂+

j (tk)は、ビッド・オファー・スプレッドを δ0、最後に最
良気配の内側で約定した約定価格と時刻 tk 時点の最良気配の差を δ1とし、最良気配の内側の隠れた注文
が一様に分布していることを前提とすると、n̂+

j (tk) = δ1/δ0 max{Nj(tk) − n̄j(tk), 0}と推計できる。
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となる。当該金額の期待値を最小化する問題は、

max
{ωk

j }J
j=1

[
J∑

j=1

(1 − bk
j )E

[
min(ωk

j xk, N
H
j (tk))

]∣∣∣∣∣
J∑

j=1

ωk
j = 1

]
, (32)

とかける。この解は、

E

[
xk(1 − bk

j )1{ωk
j xk ≤ NH

j (tk)} −
xk

J

J∑
i=1

(1 − bk
i )1{ωk

i xk ≤ NH
i (tk)}

]
= 0, ∀j = 1, . . . , J,

(33)

を満たす ωk
j (j = 1, . . . , J)として計算できる106。Laruelle, Lehalle, and Pagès [2010]で

は、xkとNH
j (tk) (j = 1, . . . , J)が対数正規分布に従う確率変数である場合に、当該アル

ゴリズムのパフォーマンスが、他の SORアルゴリズムを上回ることをシミュレーション

によって示している。

当該アルゴリズムの実用化に際しては、NH
j が従う確率分布を推定することがポイント

となる。すなわち、(32)式で E
[
min(ωk

j xk, N
H
j (tk))

]
=

∑ωk
j xk

m=1 Pr[NH
j (tk) ≥ m]であるこ

とから、(32)式の計算は、隠れた注文数NH
j が従う確率分布を過去データから推計する

ことに帰着する。Ganchev et al. [2010]は、Pr[NH
j ≥ m]の推定アルゴリズムとして、カ

プラン=マイヤー推定量（Kaplan=Meier estimator）を用いている107。具体的には、時

刻 t0から tKまでのK + 1回の執行タイミングにおいて、ダークプール jで発注した注文

の一部（数量 l (l > 0)）が執行された場合の数を nK
j (l)、同ダークプールへの発注額によ

らず数量 lが執行された場合の数を ñK
j (l)として、

P̂r[NH
j ≥ m] =

m−1∏
l=0

(
1 −

nK
j (l)

ñK
j (l)

)
,

と推定している108。米国では、こうした研究をもとにした SORのアルゴリズムが実務で

活用されているようである（Kearns [2008]）。

106 Laruelle, Lehalle, and Pagès [2010]では、(33)式を満たす ωk
j を計算するアルゴリズムが示されている。

107 カプラン=マイヤー推定量とは、Kaplan and Meier [1958]によって提案された推定量で、疫学で被験者
のサンプル集団が複数の計測時刻で揃っていない不完全なデータから生存率や死亡率を推定する際などに
用いられる。

108 nK
j (l)は、ダークプール j における売り注文数が l個である場合の数を示している。一方、ñK

j (l)は、同
ダークプール内に少なくとも l個の注文が存在していることは判明しているが、その数が不確定である場
合の数を示している。したがって、1 − nK

j (l)/ñK
j (l)は、少なくとも l個の注文が存在したことが既知で

ある条件のもとで、少なくとも l + 1個の注文が存在した実現確率を表しており、当該確率を l = 0から
掛け合わせたうえ、それを 1から差し引くことで、ダークプール内の注文数に関する確率の推計値が導出
される。
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ロ． ダークプールが存在するもとでの大口注文の執行戦略

Kratz and Schöeneborn [2010]は、3節（1）で解説した一時的／恒久的インパクトの枠

組みのもとで、ダークプールでの執行の可能性を考慮した最適執行戦略を導出している。

具体的には、主市場とダークプール109の 2つで執行可能な取引主体を想定し、主市場で

はマーケット・インパクトが発生する一方、ダークプールでは発生せずファンダメンタル

価格で執行可能であるとの設定で執行戦略を導出している。2節（6）に示した大口注文

に関する執行戦略の基本設定に加えて、マーケット・インパクトが取引量に比例する線形

の一時的インパクトのみで構成され、さらにダークプールで執行される場合には残存執行

額のすべてが執行されるか、すべてが執行されないかのどちらかに確率的に決まるとの強

い仮定のもとで、最適執行戦略が解析的に導出されている。ダークプールで執行される確

率を pと設定すると、最適残存執行額の期待値は、

X∗
k = X(1 − p)k/2 sinh[κp(T − tk)]

sinh(κpT )
, (k = 1, . . . , K). (34)

ただし、κpは、ダークプールでの執行確率 pに依存した量として

κp = arcosh

{√
1 − p

2

(
γσ

θ
+ 1 +

1

1 − p

)}
,

（θは一時的インパクトの比例係数、σはファンダメンタル価格のボラティリティ、γはリ

スク回避度）となる。ダークプールで執行される確率 pが大きいほど残存執行量が大きく

なり、執行速度が低下することがわかる。

図 17には、一時的／恒久的インパクト・モデルのもとでのダークプールの有無に対す

る執行戦略の差異を示した。図 17(a)は、残存執行額を示している。ダークプールで執行

される可能性があると、執行量の期待値は低下する110。図 17(b)は、7回目の執行タイミ

ングにおいてダークプールにて執行された場合の執行額の例を示している。執行額の期待

値でみると、ダークプールで執行される可能性がある場合には、その可能性を織り込んだ

より緩やかな執行が最適となる。

こうした結果は理論的に興味深いが、モデルの設定においてダークプールでの執行額、

取引コスト、執行確率が外生的に与えられており、それらは推計が難しい。

109 現実にはダークプールは複数存在しうるが、本研究では、そうした複数のダークプールを統合した統合
ダークプール（aggregated dark pool）が 1つ存在する状況を想定している。

110 ただし、多資産の場合はこの限りではない。当該モデルを多資産に拡張すると、ポートフォリオの一部、
あるいは希望執行量より多い量をダークプールに発注するのが最適であるとの結果が得られる。
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図 17 ダークプールの有無に対する執行戦略の差異

(a) 期待残存執行額の差異
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備考：パラメータは、X = 100, T = 10, p = 0.1, γ = 0.1, σ = 0.5, θ = 0.5.

資料：Kratz and Schöeneborn [2010]を参考に作成。

ハ． 開示された指値注文板に存在する隠れた注文量の推定

米欧を中心とした一部の市場では、指値注文板が開示されているものの当該板に注文

を開示しないオプション付きの指値注文（隠れた注文）を受け付けている市場がある。

Stoikov, Avellaneda, and Reed [2010]は、4節（3）で紹介した注文フローの確率過程を

もとに、最良気配上に隠れた流動性が存在するとの前提で、価格が次の瞬間に上昇する確

率を近似的に導出している。この枠組みを逆に用いると、価格の変化方向から最良気配上

の隠れた注文量（implied hidden liquidity）を推計することができる。当該推計値の大小

は、SORにおいて取引システムの優先順位を付す際に活用できる。

具体的には、まず、最良気配に流入する指値注文数、および流出する成行注文と指値

注文の取消の合算数が、いずれも、強度が異なるポアソン過程に従う前提のもとで、次

の注文の流出入によって価格が上方向に動く確率を次のように導出する。最良売り／買

い気配上の注文数をそれぞれNA
t , NB

t とかくと、ポアソン過程の中心極限定理によって、

NA
t , NB

t はそれぞれ相関する 2つのブラウン運動に近似できる111。その相関係数が−1

に近い場合112、次の注文流出入によって価格が上昇する確率 pup(NA
t , NB

t )は、

pup(NA
t , NB

t ) ≃ NB
t + NH

NA
t + NB

t + 2NH
, (35)

111 Stoikov, Avellaneda, and Reed [2010]では、最良気配上に存在する隠れた注文数について売り／買い気
配で同一であると仮定している。

112 これは、買い注文が増加すると売り注文が確実に減少することを示しており、実際の市場の注文の動き
に近い仮定である。
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と近似的に表される。ここでNHは最良気配上に存在する隠れた注文量である113。Stoikov,

Avellaneda, and Reed [2010]では、実際に米国の個別銘柄や ETFの 5日分のティック・

データから pup(NA
t , NB

t ), NA
t , NB

t を算出し
114、(35)式をカリブレートすることでNH

を推計している。隠れた注文は、市場によって異なるものの、平均的には、最良気配に存

在する注文数の 10～20%程度であるとの推計結果を得ている。

当該枠組みは、最良気配上の隠れた注文数NHが売りと買いで同一である、注文数が負

になりうる、最良気配以外の価格帯の注文を無視しているなど、いくつかの強い仮定がお

かれている。実務での活用を展望すると、研究のさらなる一般化と頑健性の向上が求めら

れる。

（2） 市場間競争等に関する研究

複数市場での執行を巡るもう 1つの研究領域として、市場間競争に関連する研究があ

る。ここでは、当該領域に関する近年のいくつかの研究を紹介する。

イ． 最適注文回送と市場間競争

Parlour and Seppi [2003]は、注文駆動型市場と呼値駆動型市場の競合に関して簡単な

モデルを用いて分析した。Foucault and Menkveld [2008]は、Parlour and Seppi [2003]の

モデルを発展させ、SORと市場間競争の関係について分析している（図 18）。SOR経由

の注文の割合が拡大するほど主市場と代替市場の共存可能性が高まる一方で、代替市場へ

の発注に係るコストが上昇するほど主市場が支配的となる。他方、代替市場が支配的とな

るには、SORが 100%利用され、かつ代替市場への発注に係るコストが低いという厳しい

条件が満たされる場合に限られる。さらにFoucault and Menkveld [2008]では、主市場と

代替市場が共存する場合には、SORの利用が高まるにつれて、どちらか単体の市場と比

べ市場全体の流動性が理論上高まることも示している115。こうした結果は、市場が発展

し厚みを増すためには、代替市場での執行コストが低いだけでなく、SORが発展するこ

とが重要であることを示唆している。

113 ここでは、売り・買い気配ともに同数 NH の隠れた注文が存在すると仮定している。
114 pup(NA

t , NB
t )は仲値の上昇確率として推計している。

115 これと類似した研究として、Degryse, Achter, and Wuyts [2009]では、呼値駆動型市場と定時付合せ型
の代替市場の 2つの市場が存在するもとでは、呼値駆動型市場のみの場合と比べ取引コストが低下するこ
とで、取引主体の厚生が高まることを理論的に示している。
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図 18 主市場と代替市場の競合関係
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資料： Foucault and Menkveld [2008]を参考に作成。

ロ． 高頻度取引と市場間競争

Menkveld [2011]は、高頻度取引と新規参入市場の関係について分析している。高頻度

取引業者が、新規参入した代替市場で売買を始めるためには、インフラ投資コストや執行

戦略の再構築コストなどいくつかの初期投資コストが必要となる。Menkveld [2011]は、

新参の代替市場が拡大するためには、そうした初期投資コストを補うだけのリターンが市

場参加者にもたらされる必要があるとして分析している。図 19には、Menkveld [2011]を

参考に、欧州株式市場に代替市場のチャイエックス（Chi-X）市場が参入した時期（2007

年 4月）から 1年程度の期間における高頻度取引の売買収益について、既存の市場である

ユーロネクスト市場と比較した結果を示した。ユーロネクスト市場対比、チャイエックス

市場では、ネット・スプレッド（高頻度取引の収益源）が大きいと推計される一方、清算

費用は低いと推計されている116。また、チャイエックス市場で指値注文を提示すること

によって得られるリベートも高頻度取引の追加的な収益源となっている。こうした結果

は、代替市場の手数料体系や売買の高速さが、高頻度取引の取引コストや逆選択のリス

クを低減させることを示唆している。Menkveld [2011]は、これが、欧州におけるチャイ

エックス市場の拡大に寄与した可能性を指摘している。

116 チャイエックスにおけるネット・スプレッドが相対的に高い背景の 1つには、売買の速度があると思わ
れる。4節（1）節の図 12を参照。
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図 19 主市場と代替市場における高頻度取引の損益分解
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資料：Menkveld [2011]を参考に作成。

7 おわりに

本稿では、杉原 [2011]でサーベイしたアルゴリズム取引や代替市場を巡る金融実務の

背後にある、理論および実証研究について幅広くみてきた。まず、大口取引の最適執行戦

略について、取引コスト・モデルを中心に解説した。次に、高頻度取引や統計的裁定取引

の売買手法を説明するモデルと実証分析を整理した。さらに、複数の市場で取引が可能な

場合の最適な注文の配分に関する戦略や、市場間の競争を巡る最近の研究についても取り

上げた。

アルゴリズム取引は、従来トレーダーが技能として体得していた取引執行戦略を、理

論化・アルゴリズム化し、情報通信技術を活用して高速・効率的に実現しているものであ

る。人を介した執行がアルゴリズム化・電子化されることにより、トレーダーが有してい

た技能が客観化・透明化されてくると同時に、今までは想定されなかった新しい取引スタ

イルが実用化されてきている。これらのアルゴリズムの分析が進めば、理論として体系化

する研究が増加すると考えられる。ただ、現在のところ、執行戦略に関する学術研究は、

総じてみれば個別に理論化され分析されている段階にあると筆者は考えている。最適執

行戦略理論など研究がかなり進み体系的に解説が可能である領域がある一方で、例えば、

取引手段の多様化や取引の高速化がもたらす社会厚生への影響の評価をはじめとして、研

究が十分に進んでいない領域も多い。

多岐にわたるファイナンス研究の世界では、金融商品の価格付けや投資戦略の策定、あ

るいはリスク管理手法といった分野が既に発展を遂げ、実務に幅広く応用されてきた。一

方、本稿で紹介した金融取引執行の分野は、それらと比べるとまだ歴史が浅い。また同分

野は、近年、実務の進歩が著しく、実務が研究にかなり先行しているように思われる。今
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後、研究がさらに広がり、実務との乖離が縮まることで、両者の間にさらなるシナジーが

生まれることを期待したい。
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