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要 旨 

本稿では、ハザード率と担保価値との間に負の相関がある場合を想定し

て、担保付貸出の期待損失を解析的に評価する。具体的には、ハザード

率には非負性を保つ Cox-Ingersoll-Ross 型の平方根過程を想定し、担保

価値の瞬間的な収益率はハザード率と負の相関を持つと想定する。この

設定のもとで、担保付貸出の期待損失の被積分項は Duffie, Pan, and 
Singelton [2000]で示された拡張アフィン形式に帰着し、解析解が得られ

ることを示す。また、得られた解析解から、担保による期待回収額は、

相関の影響を考慮した生存確率を測度として期待担保価値を満期まで

1 階積分することで評価されることを示す。 
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1 はじめに

景気後退期にはデフォルト率が上昇するとともに担保資産価値が下落するため、デ

フォルト率と回収率に負の相関がみられるという実証分析がある（例えば、Altman et

al. [2005]）。こうした分析結果を基にバーゼル IIの先進的内部格付けアプローチでは、

回収率の自行推計にあたり、景気後退期を考慮した回収率を推定するように求めてい

る（Basel Committee on Banking Supervision [2005]）。近年の金融危機の中でも、企

業の信用力の低下（デフォルト率の上昇）とともに担保資産価値の低下が進み、損失

の悪化が進むという問題に注目が集まっている。こうした点を踏まえ、本稿では瞬間

的なデフォルト率を表すハザード率の確率過程と担保価値過程に負の相関がある場合

の期待損失を解析的に評価する。

信用リスクの確率的なモデル化では、2つの大きなアプローチがある。1つは企業の

資産負債構造を基にデフォルト確率を定める構造型モデルであり、もう 1つは企業の

瞬間的なデフォルトを外生的なハザード率で表現するハザード率過程モデル（誘導型

モデル、デフォルト強度モデル）である。

構造型モデルでは、企業の資産負債比率に基づき、負債を所与と仮定する一方で資

産価値を幾何ブラウン運動に従って変動すると仮定することによりデフォルト確率を

捉えることが多い。ここで、負債はデフォルトを決める資産価値の閾値を定めている

ことになる。担保付貸出を考えるとき、企業資産価値の変動に加え、企業資産価値と

正の相関を持つ担保資産価値の変動を考えることでデフォルトと回収に負の相関があ

る担保付貸出の期待損失を評価することができる。そうしたモデルの代表的な研究は

Pykhtin [2003]であるが、Pykhtin [2003]のモデルは 1期間の構造型モデルになってい

る。1期間の構造型モデルは、デフォルトが特定の満期にしか起こらないと仮定してお

り非現実的である。

構造型モデルの中には、特定の満期でのデフォルトを考えるのではなく、資産価値が

負債を下回った最初の時点をデフォルトとする初到達型のモデルもあるが（Black and

Cox [1976]など）、初到達型のデフォルトのモデル化では、資産が負債を大きく上回っ

ているときに短期的にはデフォルトがほとんど起こらないことになってしまい、市場で

観測される短期の信用スプレッドを説明できないという問題を抱えている。こうした

問題に対しては資産価格やデフォルト閾値などの情報の不確実性を導入することによ

り構造型モデルの中で短期の信用スプレッドを説明する手法もある（Duffie and Lando

[2001]など）。Chen, Collin-Dufresne, and Goldstein [2009]では、過去のデータに基づ

きモデルから算出した理論信用スプレッドと市場観察される信用スプレッドとの大き

な乖離を「信用スプレッド・パズル」と呼び、初到達型のモデルを用いてその解決を

試みている。そこでは、「信用スプレッド・パズル」の要因の 1つとして、デフォルト

率と回収率の負の相関の可能性を指摘している。
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本稿では、デフォルト事象については、こうした内生的な構造型モデルで考えるの

ではなく、外生的なハザード率過程（デフォルト強度過程）でモデル化する一方で、ハ

ザード率と担保資産変動に負の相関があるという設定のもとで損失分布等の解析的な

評価を考える。

ハザード率過程モデルでは、デフォルトの確率過程をハザード率で直接的に記述し、

デフォルトは満期までいつでも生じ得ることになる。一方で、回収率については一定と

みなすことが多い（Duffie [2005]を参照）。少し拡張した研究としては、Bakshi, Madan,

and Zhang [2006]があり、回収率がハザード率の確定的な関数として与えられる場合を

検討している。また、Guo, Jarrow, and Zeng [2009]はデフォルト後の回収キャッシュ

フローの確率過程を考察している。Chen and Joslin [2009]は、彼らの示した一般的な

モデルが適用できる事例の 1つとして、回収のリスクを取り上げ、無リスク金利と回

収率・デフォルト率の相関に注目して、債券価格に対する具体的なモデルを提示して

いる。そこでは、ハザード率を含む 2つの状態変数を導入し、無リスク金利について

はこれらの状態変数の組合せでハザード率との負の相関を表現する一方で、回収率に

ついてはBakshi, Madan, and Zhang [2006]と同様にハザード率の確定的な関数として

いる。本稿では、回収率とハザード率の負の相関に注目し、担保価値（回収資産価値）

の確率過程とハザード率の拡散過程との間にはどの時点でも負の相関を持つモデルを

構築し、景気を通じた回収率とデフォルト率の負の相関関係を表現する。

上述のようなモデルはこれまでほとんど考えられていないが、Kijima and Miyake

[2004]は同じような問題意識に沿って、不動産担保付貸出の価値評価を行っている。こ

こでは、リスク中立測度下でハザード率と短期金利（瞬間スポット金利）にOrnstein-

Uhlenbeck過程を仮定し、解析的に不動産担保付貸出の価値を算出している。ハザード率

は瞬間的なデフォルト率を意味するため負の値はとりえないが、ハザード率をOrnstein-

Uhlenbeck過程で表現すると負のハザード率が生じうる。特に、デフォルト確率（ハ

ザード率）が小さい企業への貸出を分析する場合、この理論的な問題は無視できなく

なる。

本稿では、Kijima and Miyake [2004]と同様に、担保付貸出の評価にあたり、(1)デ

フォルト事象をハザード率過程で捉え、(2)ハザード率と担保価値の負の相関を考慮

し、(3)損失の期待値ならびにn次モーメントを解析的に評価する。さらに本稿では (4)

ハザード率と担保価値の非負性を保つように、ハザード率は Cox, Ingersoll, and Ross

[1985]で用いられた平方根過程（CIR過程）1に従うとして評価する。

具体的なモデルとしては、ハザード率と担保価値の対数値がDuffie, Pan and Singleton

[2000]で紹介されている 2次元のアフィン拡散過程に従うようにモデル化し、期待損失

を考える際、デフォルト確率については「基本アフィン形式」、期待回収額については

1Cox, Ingersoll, and Ross [1985]は、短期金利に平方根過程を仮定することにより割引債価格を解析
的に導出した。このことから、平方根過程は CIR型の確率過程と呼ばれることがある。
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「拡張アフィン形式」に帰着して評価を行う。基本アフィン形式や拡張アフィン形式で

は、モデルの係数を規定するリッカチ型常微分方程式が導出されるが、この常微分方

程式は必ずしも解析解を持つとは限らない2。本稿のモデルの場合は、導出されるリッ

カチ型常微分方程式が解析解を持つことを示す3。さらに、解析的に評価された期待回

収額の被積分項を用いて、評価対象の期待回収額が相関の影響を考慮した生存確率を

測度として期待担保価値を時間積分したもので評価できるという結果を導出する。

本稿の構成は以下のとおりである。まず、2節では、ハザード率を用いた期待損失の

評価法を整理したうえで、ハザード率と担保価値の確率過程をモデル化し、ハザード

率と対数担保価値を 2次元の状態変数と考えたとき、状態変数がアフィン拡散過程に

従うことを確認する。3節では、評価対象の期待損失の各要素を基本アフィン形式、拡

張アフィン形式で評価し、得られる常微分方程式が解析解を持つことを示す。また、こ

れらの解析解を用いて、期待回収額が測度変換された生存確率で期待担保価値を時間

積分したものとして評価できることを導出する。さらに、測度変換はハザード率変動

と担保価値変動の瞬間的な相関を取り除く測度変換として与えられることを示す。ま

た、より一般に損失の n次モーメントについても同様の解析解と測度変換を導出する。

4節では、3節で得られた損失の期待値および標準偏差の解析解を数値計算で求め、損

失の期待値や標準偏差が負の相関の程度やハザード率の回帰速度パラメータでどのよ

うに変化するか感応度分析を行う。5節では、本稿をまとめる。補論では 3節の議論の

詳細を示す。

2 モデル

銀行がある企業に満期 T で額面Dの担保付貸出を行うことを考える。担保価値はAt

で表現され確率的に変動すると仮定する。貸出先の企業が満期 T までにデフォルトし

た際には、その時点の担保資産の一定割合 δのみが貸出の回収に充てられると仮定す

る。貸出先企業のデフォルト時刻を τ と表記すると、銀行の損失は

Lτ = D − δAτ (1)

と表現される4。ここで δは担保の処分に際して価値が減価する割合を示す [0,1]の値を

とる定数である。貸出先企業が時点 tまでデフォルトしていないという条件のもと、時

点 t+dtまでにデフォルトする確率をハザード率htを用いて htdtと表現できるとする。
2Chen and Joslin [2009]は、拡張アフィン形式をさらに一般化したモデルを提示しており、Duffie,

Pan, and Singleton [2000]のモデルと同様に係数を規定するリッカチ型常微分方程式を導出しているが、
その方程式に必ずしも解析解があるとは限らない点も同様である。

3Duffie, Pan, and Singleton [2000]では基本アフィン形式から導かれるリッカチ型常微分方程式が解
析解を持つ例をいくつか紹介しているが、本稿で考察するタイプのモデルは含まれていない。

4この損失の定義では、デフォルト時に担保価値が偶々大きな値になったときには損失が負になる（100
％超の回収率となる）こともありうるとしている。
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具体的なモデルとして、当該企業のデフォルトを表現するハザード率の確率過程は、

確率空間 (Ω,F , P )上で

dht = κ(h̄ − ht)dt + σh

√
htdW h

t (2)

という平方根過程で表されるものとする。ここで κ, h̄, σhは正の実数で表現されるパ

ラメータであり、h̄ はハザード率の中心回帰水準、κ は中心回帰の速度を表すパラメー

タである。ハザード率の瞬間的なボラティリティは σh

√
htで表現される。(2)式の平方

根過程で表されるハザード率は初期値 h0が正であれば非負性を保つことが知られてい

る。また、2κh̄ ≥ σ2
hというパラメータ条件を満たせばハザード率 htは 0にはならず常

に正となる（Cox, Ingersoll, and Ross [1985]を参照）。

担保資産価値の確率過程は5

dAt = µAAtdt + σAAt

√
htdWA

t (3)

という確率過程に従っていると仮定する。ここで (2)式と (3)式の確率過程に含まれる

ブラウン運動は

cov(dWA, dW h) = ρdt (4)

という共分散を持つものと仮定する。現実には、景気後退期にはハザード率が上昇す

るとともに担保価値が下落しやすいことから、相関 ρは負になると考えられるが、よ

り一般的には正の値もとり得るとする。

本稿では、こうした設定で (1)式で表される銀行の損失の期待値や n次モーメント

を解析的に評価していく。時点 tでデフォルトしているか否かの増大情報系を (Ht)で

表現し、(2),(3)式で示されるブラウン運動 W h
t , WA

t から生成される増大情報系は、

Ft = σ({W h
s ,WA

s : s ≤ t})として、(Ft)で表す。さらに、別の増大情報系 (Gt)を

Gt = Ft ∨Ht (5)

で定義する。デフォルト時刻 τは増大情報系 (Ft)に関して二重確率的な確率時刻であり、

(2)式のハザード率過程 (ht)が定義できると仮定する。このとき、
∫ T

t
|Lshs|e−

R s
t hududs

の可積分性のもとで、銀行の期待損失は

E[Lτ1{t<τ≤T}|Gt] = DE[1{t<τ≤T}|Gt] − δE[Aτ1{t<τ≤T}|Gt]

= 1{t<τ}D(1 − Pr[τ > T |t < τ ])

− 1{t<τ}δE[

∫ T

t

exp

(
−

∫ s

t

hudu

)
hsAsds|Ft]

(6)

5(3)式の確率過程から担保価値 At は非負性を保つことがわかる。また、(3)式の確率過程と幾何ブ
ラウン運動 dAt = µAAtdt + σAAtdWA

t との違いは拡散項から生じる瞬間的な分散にある。幾何ブラウ
ン運動では瞬間的な分散が σ2

Aと定数であるのに対し、(3)式の瞬間的な分散は定数ではなく、ハザード
率に比例して σ2

Aht で与えられると想定している。すなわち、ハザード率が大きいとき、担保資産価値
は変動しやすいということを表現している。
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で評価される6。本稿では (6)式で表される期待損失とより一般的に損失の n次モーメ

ントを解析的に評価する。

2次元の状態変数ベクトルXt = (ht, ln At)
⊤を導入すると、(2)～(4)式より、Xtはア

フィン拡散過程に従うことがわかる。(3)式は伊藤の補題により、

d ln At = (µA − σ2
Aht/2)dt + σA

√
htdWA

t (7)

と変形でき、(4)式の相関を持たせるために、(2), (3)式のブラウン運動を独立なブラ

ウン運動W1,t、W2,tを用いて

WA
t = W1,t, W h

t = ρW1,t +
√

1 − ρ2W2,t (8)

と表すと、

dXt = d

(
ht

ln At

)
= µ(Xt)dt + σ(Xt)d

(
W1,t

W2,t

)
(9)

ただし、

µ(Xt) =

(
κh̄

µA

)
+

(
−κ 0

−σ2
A/2 0

)(
ht

ln At

)
(10)

σ(Xt) =

(
σh

√
ht 0

σAρ
√

ht σA

√
1 − ρ2

√
ht

)
(11)

で与えられる。(10)式よりドリフトは状態変数ベクトルXtのアフィン形式で表現でき

ている。また、(11)式より瞬間的な分散共分散行列 σ(Xt)σ(Xt)
⊤を求めると

σ(Xt)σ(Xt)
⊤ =

(
σ2

hht ρσAσhht

ρσAσhht σ2
Aht

)
(12)

となり、各要素が状態変数ベクトルXtの線形関数で表現できていることがわかる。以

上より、2次元の状態変数ベクトルXt = (ht, ln At)
⊤はアフィン拡散過程に従っている

ことが確認できる。

3 期待損失とn次モーメントの評価

3.1 期待損失の評価

まず、(2)～(4)式で表現されるハザード率と担保価値の確率過程のもと、(6)式で表

現される期待損失を評価する。
6増大情報系の区別や二重確率的な確率時刻については、McNeil, Frey, and Embrechts [2005]の第 9

章を参照。本稿では一定期間の累積損失の分布を分析の対象としており、割引金利は 0としている。た
だし、本稿の結果は、固定金利での割引現在価値評価には直接的に応用できる。

5



(6)式右辺第 1項のPr[τ > T |t < τ ]は、時点 tまではデフォルトしていないという条

件のもとで、満期 T までデフォルトしないという生存確率であり、

Γ(T − t|ht) ≡ E[exp

(
−

∫ T

t

hsds

)
|Ft] (13)

で表現される。(2)式で表現されるハザード率の確率過程（平方根過程）は 1次元のア

フィン拡散過程の 1つであり、生存確率Γ(T − t; ht)はDuffie, Pan, and Singleton [2000]

の基本アフィン形式を用いて

Γ(T − t|ht) =

[
2γhe

(γh+κ)(T−t)/2

(γh + κ)eγh(T−t) + γh − κ

] 2κh̄

σ2
h

exp(
2(1 − eγh(T−t))ht

(γh + κ)eγh(T−t) + γh − κ
) (14)

と評価できる。ただし、

γh =
√

κ2 + 2σ2
h (15)

である。生存確率の基本アフィン形式への帰着と、基本アフィン形式が満たす常微分方

程式の解については補論 1を参照。なお、(14)式の生存確率はCox, Ingersoll, and Ross

[1985]の割引債価格と同じ形になっており、生存確率としては例えばNakagawa [1999]

で示されている。

(6)式右辺第 2項は期待回収額を示している。この被積分項

ζ(t, s) ≡ E[exp

(
−

∫ s

t

hudu

)
hsAs|Ft] (16)

の評価を考える。この評価にあたっては、2次元の状態ベクトルXt = (ht, ln At)
⊤を導

入し、期待値評価する。2節で示したように状態ベクトルXtは (2)～(4)式の確率過程

の設定からアフィン拡散過程に従う7。一方、ζ(t, s)は

ζ(t, s) = E[exp

(
−

∫ s

t

hudu

)
eln Ashs|Ft] (17)

と変形でき、Xtがアフィン拡散過程に従うことから、Duffie, Pan, and Singleton [2000]

の拡張アフィン形式で評価できることがわかる。すなわち、この解は

ζ(t, s) = (C(t) + B(t) · Xt) exp(α(t) + β(t) · Xt) (18)

と評価され、係数 C(t)、B(t)、α(t)、β(t)はリッカチ型常微分方程式に従うことがわ

かる。導出されるリッカチ型常微分方程式は、一般の拡張アフィン形式では必ずしも

解析解を持つとは限らないが、この場合は、

κ̃ = κ − ρσhσA, γ =
√

κ̃2 + 2σ2
h (19)

7Dai and Singleton [2000]の記法を用いれば A1(2)のアフィン拡散モデルである。
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と置いて、

α(t) = µA(s − t) +
2κh̄

σ2
h

ln
2γe

γ+κ̃
2

(s−t)

(γ + κ̃)eγ(s−t) + (γ − κ̃)
,

β(t) ≡ (β1(t), β2(t))
⊤, β1(t) =

2(1 − eγ(s−t))

(γ + κ̃)eγ(s−t) + (γ − κ̃)
, β2(t) = 1,

B(t) ≡ (B1(t), B2(t))
⊤, B1(t) =

4γ2eγ(s−t)

{(γ + κ̃)eγ(s−t) + (γ − κ̃)}2
, B2(t) = 0,

C(t) =
2κh̄(eγ(s−t) − 1)

(γ + κ̃)eγ(s−t) + (γ − κ̃)

(20)

という解析解を持つ。ここで、

η(s − t|ht) ≡ exp(α̃(s − t) + β̃(s − t)ht)

=

[
2γe(γ+κ̃)(s−t)/2

(γ + κ̃)eγ(s−t) + (γ − κ̃)

] 2κh̄

σ2
h

exp

{
2(1 − eγ(s−t))ht

(γ + κ̃)eγ(s−t) + (γ − κ̃)

} (21)

ただし、

α̃(s − t) ≡ α(t) − µA(s − t), β̃(s − t) ≡ β1(t) (22)

とすると、η(s − t|h)は (14)式の生存確率と同じ形をしていることがわかる。さらに、

η(s − t|h)の sに関する微分は、

C̃(s − t) ≡ C(t), B̃(s − t) ≡ B1(t) (23)

と置いて、

dη(s − t|ht)

ds
= (C̃(s − t) + B̃(s − t)ht) exp(α̃(s − t) + β̃(s − t)ht) (24)

となっていることが確認でき、ζ(t, s)は

ζ(t, s) = −Ate
µA(s−t) dη(z|ht)

dz

∣∣∣∣
z=s−t

(25)

と表せることがわかる。導出の詳細については、より一般的に損失の n次モーメント

の評価として補論 2に記述した。

(14)式と (21)式を比較すると、κが κ̃に変更されていることがわかる。ただし、κh̄

の項には変更が加えられていないことがわかる。また、(15), (19)式より、κが κ̃に変

更されると γhが γになることがわかる。この点を踏まえると、η(s − t|ht)が「相関 ρ

で調整された」生存確率、より具体的には、瞬間的な相関を打ち消すような測度変換

を行った生存確率に相当していることがわかる。すなわち、η(s|h0)は

dht = (κh̄ − κ̃ht)dt + σh

√
htdW̃ h

t (26)
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というハザード率の確率過程を考えたときの時点 sまでの生存確率に相当している。

(26)式のハザード率過程は (2)式の元々のハザード率過程と比較すると、中心回帰水準

が h̄から κh̄/κ̃に、中心回帰速度が κから κ̃に変換されており、(19), (26)式より

dW̃ h
t = dW h

t − ρσA

√
htdt (27)

で関係付けられる W̃ h
t をブラウン運動と考える測度変換が行われていることがわかる。

また、この測度変換は、ハザード率過程の拡散項に注目すると

σh

√
htdW̃ h

t = σh

√
htdW h

t − cov(dht, d ln At) (28)

とハザード率と担保価値の変動の共分散を差し引くような測度変換になっていること

がわかる。(25)式を考察し直すと、このような測度変換により、

E[exp

(
−

∫ s

t

hudu

)
hsAs|Ft] = E[As|Ft]Ẽ[exp

(
−

∫ s

t

hudu

)
hs|Ft] (29)

と担保価値の期待値評価とデフォルト確率の期待値評価を分離して行えることがわか

る。ただし、Ẽ[·]は (27)式の測度変換後の期待値を表す。

(25)式を用いて、(6)式右辺第 2項の期待回収額を評価すると、(30)式のように 1階

のスティルチェス積分で評価できることがわかる。

δE[

∫ T

t

exp

(
−

∫ s

t

hudu

)
hsAsds|Ft] = −δAt

∫ T−t

0

eµAzdη(z|ht) (30)

すなわち、期待回収額は、満期までの各時点の期待担保価値Ate
µAzを測度変換された

生存確率 η(z|ht)を測度として 1階積分することによって評価できる。

以上をまとめると、(6)式で表される期待損失の時点 t = 0での評価は、(14)式、(30)

式を代入して

E[(D − δAτ )1{τ≤T}] = D(1 − Γ(T |h0)) + δA0

∫ T

0

eµAzdη(z|h0) (31)

となる。ただし、Γ(T |h0)、η(s|h0)はそれぞれ (14)式、(21)式で与えられる。

なお、(31)式のスティルチェス積分は大きな正数N に対して∆ = T/N という刻み

幅を考え、(32)式を評価することにより高速で数値計算ができる。

N−1∑
i=0

eµAi∆{η((i + 1)∆|h0) − η(i∆|h0)} (32)

3.2 n次モーメントの評価

貸出の損失評価を行う際、まず大切なのは 3.1節で示した期待損失の評価であるが、

そのばらつきとして、標準偏差や分散、さらに、高次のモーメントの評価を行えると
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損失分布の形状をより精緻に捉えることができる。3.1節では期待損失が解析的に表現

できることを示したが、本小節ではより一般的に損失の n次モーメントが解析的に表

現できることを示す。

損失の n次モーメントは、二項展開により、

E[Ln
τ |Gt] = E[(D − δAτ )

n1{t<τ≤T}|Gt] = 1{t<τ}

n∑
i=0

nCiD
n(−δ)n−iIn−i (33)

と表現できる。ただし、

In = E[

∫ T

t

exp

(
−

∫ s

t

hudu

)
An

s hsds|Ft]

=

∫ T

t

E[exp

(
−

∫ s

t

hudu

)
en ln Ashs|Ft]ds

(34)

である。(18)式の ζ(t, s)の評価は I1の被積分項の期待値評価と解釈できる。一般に In

の被積分項の期待値評価E[exp
(
−

∫ s

t
hudu

)
en ln Ashs|Ft]は拡張アフィン形式に帰着し、

導出される常微分方程式は解析解をもち、Inは期待損失の評価と同様に 1階のスティ

ルチェス積分として高速に数値評価できる。また、デフォルト確率も Inの特殊ケース

I0とみなせる。補論 2では一般的に Inの評価の過程を詳しく記述している。一例とし

て、損失の標準偏差は、t = 0として√
var[(D − δAτ )1{τ≤T}] =

√
D2I0 − 2δDI1 + δ2I2 − (DI0 − δI1)2 (35)

と Inの組合せで評価できる。

4 数値計算

本節では、(31)式で表される期待損失と (35)式で表される損失の標準偏差の数値例

を示す。パラメータの設定は、D = A0 = 100, T = 1, δ = 0.7, µA = 1%, σA = 0.5,

σh = 20%とする。Inの評価におけるスティルチェス積分は (32)式のように評価し、

刻み数N = 1, 000とする。図 1では h0 = 4%, h̄ = 3%と設定し、図 2では h0 = 3%,

h̄ = 4%と設定する。図 1、2では、ハザード率の中心回帰速度のパラメータ κに関し

て κ = 0.1, 1, 5, 10の 4つの場合について、期待損失（左図）、標準偏差（右図）が負の

相関 ρでどのように変化するかを示している。図 1と図 2を比較すると、κの大きさと

期待損失や標準偏差の大きさの関係は h0と h̄の大小関係によるものの、どちらの場合

でも、相関の度合い（|ρ|）が高まるほど期待損失は大きくなり、その傾向は中心回帰
速度が遅い（κの値が小さい）ほど強くなることがわかる。標準偏差についても同様の

傾向があり、期待損失の増加幅と標準偏差の増加幅はほぼ等しくなっていることがわ

かる。したがって、ハザード率の中心回帰速度が遅いときほど、信用リスク管理を行っ

ていくうえで負の相関 ρに注意する必要があるといえる。
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図 1: 負の相関 ρに対する期待損失と損失の標準偏差 (h0 > h̄)
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図 2: 負の相関 ρに対する期待損失と損失の標準偏差 (h0 < h̄)
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5 おわりに

本稿では、担保付貸出の評価にあたり、以下の 3つの要素を備えたモデルを提示し、

損失の期待値ならびに n次モーメントが解析的に評価されることを示した。

(1) デフォルト事象は外生的なハザード率の確率過程に基づき、満期までの間いつで

も生じ得る。

(2) ハザード率と担保価値の変動は負の相関を持つ。

(3) ハザード率と担保価値は非負性を保つ。

具体的には、ハザード率を平方根過程とし、ハザード率と対数資産価値が 2次元の

アフィン拡散過程に従うモデルを想定して、期待損失および損失の n次モーメントの

被積分項を、拡張アフィン形式を用いて評価し、解析解を導出した。得られた解析解

は相関を考慮して測度変換された生存確率を用いて表現できることも示した。

得られた解析解より、期待損失および損失の n次モーメントは 1階のスティルチェ

ス積分で表現でき、離散化した和として数値的に高速で数値計算できることが示され

た。数値例から、ハザード率と担保価値の負の相関−ρの度合い（|ρ|）が強いほど期待
損失や損失の標準偏差は大きくなり、その傾向は中心回帰速度 κが遅いほど強くなる

ことが示された。すなわち、ハザード率の中心回帰速度が遅いときほど、信用リスク

管理を行っていくうえで負の相関に注意する必要があることが示唆された。

本稿では扱わなかった実務上の課題の 1つとして、ハザード率過程や担保資産価値

過程のパラメータをどのように推定するかが挙げられる。例えば、時系列データを用

いて推定する場合、ハザード率については対象とする企業と同格付けあるいは類似の

財務データを持つ企業がデフォルトしたか否かの集計データを用いて推定することに

なる。集計データはポートフォリオに対する観測データであるため、本稿では扱わな

かった個別エクスポージャーのハザード率の相関についても考慮しなければならない

点に注意が必要である。
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補論1 生存確率の導出

生存確率は 1次元の状態変数Xt = htを考えると、基本アフィン形式で評価でき、

E[exp

(
−

∫ T

t

hsds

)
|Ft] = exp(αh(t) + βh(t)ht) (A-1)

と書き表される。基本アフィン形式で導かれる常微分方程式より、αh(t)と βh(t)は以

下の常微分方程式を満たす。

dβh(t)

dt
= 1 + κβh(t) −

1

2
σ2

hβh(t)
2 (A-2)

dαh(t)

dt
= −κh̄βh(t) (A-3)

境界条件は

βh(T ) = 0, αh(T ) = 0 (A-4)

で与えられる。

境界条件 (A-4)のもとで (A-2)式のリッカチ型常微分方程式を解くと、

βh(t) =
2(1 − eγh(T−t))

(γh + κ)eγh(T−t) + γh − κ
(A-5)

となる。ただし、

γh =
√

κ2 + 2σ2
h (A-6)

である。リッカチ型常微分方程式の解法は補論 3を参照。

(A-4)式と (A-5)式を (A-3)式に代入して積分すると次式を得る。

αh(t) = αh(t) − αh(T ) = κh̄

∫ T

t

βh(s)ds =
2κh̄

σ2
h

ln
2γhe

γh+κ

2
(T−t)

(γh + κ)eγh(T−t) + γh − κ
(A-7)

(A-5)、(A-7)式を (A-1)式に代入すると、生存確率は次式で与えられる。

Γ(T − t|ht) = E[exp

(
−

∫ T

t

hsds

)
|Ft]

=

[
2γhe

(γh+κ)(T−t)/2

(γh + κ)eγh(T−t) + γh − κ

] 2κh̄

σ2
h

exp(
2(1 − eγh(T−t))ht

(γh + κ)eγh(T−t) + γh − κ
)

(A-8)

補論2 拡張アフィン形式による損失の期待値・n次モーメ

ントの評価

(6)式の期待損失、より一般的に損失の n次モーメントは (33)式のように (34)式の

Inの組合せで表される。本補論では Inを拡張アフィン形式で評価する。
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まず、2節で示したように 2次元の状態変数ベクトルXt = (ht, ln At)
⊤を導入すると、

Xtはアフィン拡散過程に従うことがわかる。すなわち、

dXt = µ(Xt)dt + σ(Xt)dWt (A-9)

であり、ドリフトµ(Xt)は状態変数ベクトルXtのアフィン形式、瞬間的な分散共分散行

列 σ(Xt)σ(Xt)
⊤の各要素も状態変数ベクトルXtのアフィン形式で表現される。Duffie,

Pan, and Singleton [2000]は (A-9)式のようなアフィン拡散過程に従う状態変数につ

いて

ϕ(v, w,Xt, t, T ) = E[exp

(
−

∫ T

t

R(Xu)du

)
(v · XT )ew·XT |Ft] (A-10)

という期待値演算を拡張アフィン形式（extended affine）と呼んでいる。ただし、

R(Xu) = r0 + r1 · Xu (A-11)

である。Duffie, Pan, and Singleton [2000]は、この拡張アフィン形式が

ϕ(v, w,Xt, t, T ) = (C(t) + B(t) · Xt) exp(α(t) + β(t) · Xt) (A-12)

と評価されることを示し、係数 C(t)、B(t)、α(t)、β(t)の従う常微分方程式を示して

いる。

ここで

r0 = 0かつ r1 = (1, 0)すなわちR(Xu) = hu (A-13)

w = (0, n)すなわち ew·XT = en ln AT = An
T (A-14)

v = (1, 0)すなわち v · XT = hT (A-15)

とすれば、

ϕ(v, w,Xt, t, T ) = E[exp

(
−

∫ T

t

hudu

)
An

T hT |Ft] (A-16)

となり、Inの被積分項が拡張アフィン形式に相当していることがわかる。

(A-16)の拡張アフィン形式は、Duffie, Pan, and Singleton [2000]で示された常微分

方程式より、係数C(t)、B(t)、α(t)、β(t)が以下の常微分方程式を満たすことになる。

ただし、B(t) = (B1(t), B2(t))
⊤、β(t) = (β1(t), β2(t))

⊤である。

dβ1(t)

dt
= 1 + κβ1(t) +

σ2
A

2
β2(t) −

1

2
β(t)⊤

(
σ2

h ρσhσA

ρσhσA σ2
A

)
β(t)

= 1 + κβ1(t) +
σ2

A

2
β2(t) −

σ2
h

2
β1(t)

2 − ρσhσAβ1(t)β2(t) −
σ2

A

2
β2(t)

2

(A-17)

dβ2(t)

dt
= 0 (A-18)
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dα(t)

dt
= −

(
κh̄

µA

)
· β(t) = −κh̄β1(t) − µAβ2(t) (A-19)

−dB1(t)

dt
= −κB1(t) −

σ2
A

2
B2(t) + β(t)⊤

(
σ2

h ρσhσA

ρσhσA σ2
A

)
B(t)

= −κB1(t) −
σ2

A

2
B2(t) + σ2

hβ1(t)B1(t)

+ ρσhσA(β1(t)B2(t) + β2(t)B1(t)) + σ2
Aβ2(t)B2(t)

(A-20)

−dB2(t)

dt
= 0 (A-21)

−dC(t)

dt
=

(
κh̄

µA

)
· B(t) = κh̄B1(t) + µAB2(t) (A-22)

境界条件は

β1(T ) = 0, β2(T ) = n, α(T ) = 0 (A-23)

B1(T ) = 1, B2(T ) = 0, C(T ) = 0 (A-24)

で与えられる。

まず、(A-23)式の境界条件のもと、(A-17)、(A-18)、(A-19)式の常微分方程式を解

く。(A-23)式の境界条件と (A-18)式より

β2(t) = n (A-25)

となる。(A-25)式を (A-17)式に代入して

dβ1(t)

dt
= 1 +

n(1 − n)σ2
A

2
+ (κ − nρσhσA)β1(t) −

σ2
h

2
β1(t)

2 (A-26)

を得る。(A-26)式はリッカチ型常微分方程式になっており、(A-23)式の境界条件のも

と、補論 3に示す方法で次式のように解ける。

β1(t) =
(κ̃n + γn) + (κ̃n − γn)δ̃ne

γn(T−t)

σ2
h(δ̃neγn(T−t) + 1)

=
(γn − κ̃n)(γn + κ̃n)(1 − eγn(T−t))

σ2
h{(γn + κ̃n)eγn(T−t) + (γn − κ̃n)}

=
{2 + n(1 − n)σ2

A}(1 − eγn(T−t))

(γn + κ̃n)eγn(T−t) + (γn − κ̃n)

(A-27)

ただし、

κ̃n = κ − nρσhσA (A-28)

γn =
√

κ̃2
n + σ2

h{2 + n(1 − n)σ2
A} (A-29)

δ̃n =
κ̃n + γn

−κ̃n + γn

(A-30)
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である。(A-25)、(A-27)式を (A-19)式に代入して (A-23)式の境界条件のもとで積分す

ると、

α(t) = α(t) − α(T ) =

∫ T

t

{κh̄β1(s) + nµA}ds

= nµA(T − t) +
κh̄(γn − κ̃n)(γn + κ̃n)

σ2
h

∫ T

t

(1 − eγn(T−s))

(γn + κ̃n)eγn(T−s) + (γn − κ̃n)
ds

=

{
nµA +

κh̄(γn + κ̃n)

σ2
h

}
(T − t) +

2κh̄

σ2
h

ln
2γn

(γn + κ̃n)eγn(T−t) + (γn − κ̃n)

(A-31)

を得る。

次に、(A-24)式の境界条件のもと (A-20)、(A-21)、(A-22)式の常微分方程式を解く。

(A-23)式の境界条件と (A-21)式より

B2(t) = 0 (A-32)

が得られ、(A-32)、(A-25)式を (A-20)式に代入すると、

−dB1(t)

dt
= −κB1(t) + σ2

hβ1(t)B1(t) + nρσhσAB1(t) (A-33)

となる。(A-33)式に (A-27)式を代入し、(A-24)式の境界条件のもとで積分すると、

ln B1(t) = −
∫ T

t

{κ̃n − σ2
hβ1(s)}ds

= −κ̃n(T − t) + σ2
h

∫ T

t

β1(s)ds

= γn(T − t) + 2 ln
2γn

(γn + κ̃n)eγn(T−t) + (γn − κ̃n)

(A-34)

となり、変形して

B1(t) =
4γ2

ne
γn(T−t)

{(γn + κ̃n)eγn(T−t) + (γn − κ̃n)}2
(A-35)

を得る。また、(A-32)式を (A-22)式に代入すれば

−dC(t)

dt
= κh̄B1(t) (A-36)

となり、(A-24)式の境界条件のもとで (A-35)式を代入して積分すれば

C(t) = κh̄

∫ T

t

B1(s)ds = 4γ2
nκh̄

∫ T

t

eγn(T−s)

{(γn + κ̃n)eγn(T−s) + (γn − κ̃n)}2
ds

= − 4γnκh̄

(γn + κ̃n)

∫ 2γn

(γn+κ̃n)eγn(T−t)+(γn−κ̃n)

1

z2
dz

=
2κh̄(eγn(T−t) − 1)

(γn + κ̃n)eγn(T−t) + (γn − κ̃n)

(A-37)
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となる。

したがって、(A-16)式は、

E[exp

(
−

∫ T

t

hudu

)
An

T hT |Ft]

= An
t e

nµA(T−t)(C̃(T − t) + B̃(T − t)ht) exp(α̃(T − t) + β̃(T − t)ht)

(A-38)

ただし、

C̃(z) =
2κh̄(eγnz − 1)

(γn + κ̃n)eγnz + (γn − κ̃n)
(A-39)

B̃(z) =
4γ2

neγnz

{(γn + κ̃n)eγnz + (γn − κ̃n)}2
(A-40)

α̃(z) =
κh̄(γn + κ̃n)

σ2
h

z − 2κh̄

σ2
h

ln
(γn + κ̃n)eγnz + (γn − κ̃n)

2γn

(A-41)

β̃(z) =
(γn − κ̃n)(γn + κ̃n)

σ2
h

(1 − eγnz)

(γn + κ̃n)eγnz + (γn − κ̃n)
(A-42)

となる。

ここで、

ηn(z|ht) ≡ exp(α̃(z) + β̃(z)ht)

=

[
2γne

(γn+κ̃n)z/2

(γn + κ̃n)eγnz + (γn − κ̃n)

] 2κh̄

σ2
h

exp

{
{2 + n(1 − n)σ2

A}(1 − eγnz)ht

(γn + κ̃n)eγnz + (γn − κ̃n)

} (A-43)

とすると、(A-8)式の生存確率 Γ(z|ht)と比較することで、ηn(z|ht)が生存確率に相当

していることがわかる。ただし、パラメータ κ, γh, h̄はそれぞれ κ̃n, γn, κh̄/κ̃nに代わ

り、ハザード率の初期値は htから {1 + n(1−n)σ2
A/2}htに代わったものと考えられる。

さらに、
dα̃(z)

dz
=

κ̃2
n − γ2

n

2σ2
h

C̃(z),
dβ̃(z)

dz
=

κ̃2
n − γ2

n

2σ2
h

B̃(z) (A-44)

が満たされることに注目すると、ηn(z|ht)の満期までの時間 zに関する 1階微分が

dηn(z|ht)

dz
=

κ̃2
n − γ2

n

2σ2
h

exp(α̃(z) + β̃(z)ht){C̃(z) + B̃(z)ht} (A-45)

で与えられることがわかる。

(A-45)式を (A-38)式に代入し、T = sとすると

E[exp

(
−

∫ s

t

hudu

)
An

s hs|Ft] = An
t e

nµA(s−t) 2σ2
h

κ̃2
n − γ2

n

dηn(z|ht)

dz

∣∣∣∣
z=s−t

(A-46)

と整理できる。これを (A-29)式を用いて (34)式に代入すると、Inを次式のように整理

できる。

In =
−An

t

1 + n(1 − n)σ2
A/2

∫ T

t

enµA(s−t)dηn(s − t|ht)

=
−An

t

1 + n(1 − n)σ2
A/2

∫ T−t

0

enµAzdηn(z|ht)

(A-47)

16



補論3 リッカチ型常微分方程式の解

リッカチ型の常微分方程式

dy(t)

dt
= −1

2
a2y(t)2 + by(t) + c (A-48)

の解法を考える。境界条件は

y(T ) = g (A-49)

で与えられるとする。a, b, c, gは定数で c ≥ 0とする。(A-49)式の境界条件のもとで

の (A-48)式の常微分方程式の解は

y(t) =
b + γ + (b − γ)λeγ(T−t)

a2(λeγ(T−t) + 1)
(A-50)

で与えられる。ただし、

γ =
√

b2 + 2a2c (A-51)

λ =
−a2g + b + γ

a2g − b + γ
(A-52)

である。

証明. (A-48)式は次式と同値である。

dy(t)

dt
= −1

2
a2(y(t) − y1)(y(t) − y2) (A-53)

ただし、

y1 =
b + γ

a2
, y2 =

b − γ

a2
, γ =

√
b2 + 2a2c (A-54)

(A-53)式を

−1

2
a2dt =

dy(t)

(y(t) − y1)(y(t) − y2)

と変形し、両辺を時間に関して [t, T ]の範囲で積分すれば次式を得る。

− 1

2
a2(T − t) =

∫ y(T )

y(t)

dy(s)

(y(s) − y1)(y(s) − y2)

=
1

y1 − y2

∫ y(T )

y(t)

{
1

y(s) − y1

− 1

y(s) − y2

}
dy(s)

=
1

y1 − y2

{
ln

y(T ) − y1

y(t) − y1

− ln
y(T ) − y2

y(t) − y2

}
=

a2

2γ

{
ln

g − y1

g − y2

y(t) − y2

y(t) − y1

} (A-55)

(A-55)式を整理すると (A-50)式が導出される。
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