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要 旨 

現在、転換価格修正条項付き転換社債（Moving Strike Convertible Bond、
以下 MSCB）を第三者割り当て方式で発行するということが、よく行
われている。MSCBは請求すれば発行企業の株式に転換することのでき
る社債であるが、その際の一株あたりの転換価格が固定されておらず、

請求時までの株価の履歴により決まるものである。転換社債の価格に関

しては、株価過程を与えられたものとし、転換社債をデリバティブの一

種として捉えてデリバティブの価格理論を適用するという形で価格を

導いているものが大多数である。転換社債の発行量が株式総数に比較し

て小さい場合はこの考え方は第 1次近似として問題はない。しかし、発
行量が大きい場合は、株式価値希薄化による株価への影響を考慮する必

要があり、この考え方は不十分である。本論文では、会社価値の増減の

メカニズムは与えられたものとして、株価及び転換社債の価格は株式保

有者と転換社債保有者のゲームの結果として定まるという考え方のも

とで転換社債の価格を論じる。 
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1. はじめに

転換価格修正条項付き転換社債（Moving Strike Convertible Bond、以下 MSCB) と

は、請求すれば発行企業の株式に転換することのできる社債であるが、その際の一株あた

りの転換価格が固定されておらず、請求時までの株価の履歴により決まるものである。請

求時の直前の 1 週間の株価の平均の 9 割を転換価格とするというような例が多い。この

ように一般に株価が下がると転換価格も下がるというものが大部分であり、MSCBの保

有者は空売りを仕掛けて株価を下げて転換するという行動をとることが多い。社債の株式

への転換により株式価値の希薄化が起こるが、MSCBの場合、株価の下落が株式価値の

希薄化をより強めるため、株価の下落を加速し既存の株主に対して大きな不利益を与える

という側面がある。このため、MSCB 発行に対する株主による批判が昨今強くなり、日

証協が自主規制ルールを導入して原則として 1ヵ月で転換できる株式数を発行済み株式の

10％に制限するなど、規制が強化されつつある。実際、平成 19年 1～7月の MSCBの発

行額は前年同期に比べて 95％も減少しているといわれている。このように MSCBの発

行額は急速に減少しているが、MSCB の公正価格がどのように与えられるかをファイナ

ンスの立場より研究することは今なお意義のあることであると考える。

転換社債の価格付けについては、これまで（特に MSCB の場合に）デリバティブの価

格の理論を直接的に用いてきた。当初は、単に株価に連動するデリバティブとして捉えら

れたが、デフォルトリスクが認識されるようになり、その後は、株価及び社債価格に連動

するデリバティブと捉えての研究が行われてきた。いずれの場合もまず株価過程あるいは

債券価格過程は所与とされ、そのうえで転換社債をある種のアメリカンデリバティブとみ

なして価格の計算が行われてきた（例えば Takahashi, Kobayashi and Nakagawa [2001]、

Ayache, Forsyth and Vetzal [2003]、山田 [2006] などの文献がある）。このような取り扱

いは、転換価格の発行額が会社の資産規模に対してきわめて小さい時は妥当であると考え

られる。しかし、近年、会社の資産規模からみて無視できない額の転換社債が発行される

ようになり、株式の希薄化が問題とされるようになってきた。このため、株価過程を所与

とする従来の手法を変更する必要がある。

転換社債の価格の問題を、経済学の一般均衡理論の枠組みにまでモデルを広げて論ずる

ことは可能であろうが、その場合は価格の具体的な計算を実際に行うことはほぼ不可能の

ように思える。本論文では、ある種の部分均衡的な考え方に基づき転換社債の価格付けの

問題を取り扱う。基本的な考え方として Merton [1974] を参考にした。すなわち、会社の

資産価値の増減を定める確率過程は所与とし、資金は資本と転換社債のみから調達され、
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他の負債は一切ないと考える。そのうえで、株価と転換社債価格が無裁定条件のもとでど

のように決まるかについて考察する。

なお、転換価格が一定の転換社債に関しては、Ingersoll [1977]、Brennan and Schwartz

[1980] が株価の希薄化を考慮した場合の議論を行っている。しかし、このような場合は結

果として、転換社債は満期までは転換せず、満期に転換するかどうかを決めるという戦

略が転換社債保有者の最適戦略となり、Merton [1974] と同様な考察が可能となる。しか

し、転換価格が変動する場合には最適戦略は一般にこのようなものとは限らず、同様な議

論が適用できない。

以下、本稿の構成について述べる。第２節では考えているモデルの設定について述べ

る。第３節では、このモデルに対して従来の株式利益の希薄化を考慮しない標準的なファ

イナンスの考え方を適用した場合どのような結論となるかを述べる。第４節では株式利益

の希薄化を考慮した場合をどのように取り扱うかの考え方を述べる。第５節では第４節で

述べた考え方を最も単純な例に適用するとどのような議論となるか、本稿の主結果よりど

のようなことがわかるかについて述べる。この節は、本稿の主定理がきわめて数学的でわ

かりにくいので、例を用いて主結果についての説明を行ったものである。第６節では数学

的な主結果を述べると同時にその意味するところの解説を行った。第７節では本稿の結果

の結論を簡単に述べている。補論では主結果の数学的な証明を与えている。

2. 基本設定

今、ある株式会社があり、転換社債を発行するとする。

まず、次のような仮定を置く。

(A-1) 市場は完全である。すなわち、取引費用、税等は一切ない。

(A-2) 会社は転換社債発行前には一切の負債がなく、資本金のみで経営されている。ま

た、会社は配当を行わない。

会社の資産価値の推移を記述するために、以下の数学的設定を導入する。(Ω,F , P ) は

確率空間、{Ft}t=0 は（d 次元）ブラウニアンフィルトレーション、{B(t)}t=0 は 1 次元

Ft-ブラウン運動であるとする。{σt}t=0, {µt}t=0 は適合した確率過程とし、簡単のため

に有界と仮定する。X(t) は以下の確率微分方程式の解とする。

dX(t) = X(t)(σtdB(t) + µtdt)

X(0) = 1
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以上の設定のもとで、以下を仮定する。

(A-3) 転換社債の発行の有無、発行額にかかわらず、会社のもつ資産全体の価値（以下単

に資産価値と呼ぶ）は時刻 t において X(t)−1dX(t) の割合で増加する。

また、次のことを仮定する。

(A-4) 市場には多くの証券が存在し、市場は無裁定条件が成立し、完備であるとする。特

に、確率過程 X は動的ヘッジにより、複製可能である。

会社の発行する転換社債に関する仮定は以下のとおり。

(A-5) 社債の株式への転換可能時刻は T1, T2, . . . , TN である。ただし、0 < T1 < T2 <

· · · < TN。また、c1, c2, . . . , cN = 0 とし、転換社債を時刻 Tn, n = 1, . . . , N まで

に転換せず、時刻 Tn においても転換しないとき 1枚に付き cn を受け取る。すな

わち、 cn, n = 1, . . . , N − 1 は時刻 Tn におけるクーポンの額、 cN は満期におけ

るクーポンの額と満期における返還金の額の和である（cN = 0 であれば強制転換

社債と同じこととなることに注意）。

転換価格を記述するため、さらに数学的設定を導入する。

T0 = 0, TN+1 = ∞ とおく。空間 W を

W = {w : [0,∞) → [0,∞); w は右連続で左極限が存在し、

[Tk−1, Tk), k = 1, . . . , N + 1 上で連続 }

で定める。また、W 上の σ-加法族 Bn, n = 1, . . . , N を Bn = σ{w(t); t ∈ [0, Tn)} で定
める。さらに、gn : W × Ω → (0,∞), n = 1, . . . , N は Bn ×FTn-可測関数とする。

(A-6) この会社の株価過程が {S(t)}t=0 であるとき、時刻 Tn, n = 1, . . . , N における転

換価格は gn(S(·, ω), ω) である。

仮定 (A-4) には若干の説明が必要であろう。会社全体の株と転換社債をすべて買えば

資産価値を手に入れることができるので V0X(t) それ自体が市場で取引されている証券と

みなせる（これは Merton [1974] における考え方と基本的に同じである)。あるいはまた、

この会社とまったく同じ技術と経営方針を持つ別の会社が存在して株式を発行しているな

らば、その会社の株を用いて複製可能となる。

仮定（A-4) より、X をニュメレールにとることができ、対応する同値マルチンゲール

測度 Q がただひとつ存在する。簡単のために本論文では Q = P と仮定する。
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さて、転換社債発行前の資産価値は V00、株数は L0 であるとする。また、転換社債の

発行枚数は M0 枚、額面は q であり、1枚あたりの現在価格を v とする (多くの場合、 v

= q とされることが多いが、ここでは分けて考える)。よって調達する資金は M0v であ

り、転換社債発行後の現在時刻 0 における資産価値は V0 = V00 + M0v となる。

Rn : W × Ω → (0,∞), n = 1, . . . , N を

Rn(w,ω) =
q

gn(w,ω)
, w ∈ W, ω ∈ Ω

で定める。会社の株価過程が {S(t)}t=0 であるとき、時刻 Tn, n = 1, . . . , N において転

換社債を 1枚転換すると Rn(S(·, ω), ω) 枚の株を得ることになる。

3. 従来の考え方

これまでの多くの文献では、株式の希薄化という問題を考慮せず、株価過程が転換社債

発行前と同じ確率過程

S(t) =
V00

L0
X(t), t ≥ 0

であるとして、以下のように考えていた。

A = {{an}N
n=1; an は非負値 FTn -可測確率変数で

N∑
n=1

an 5 1}

とおく。A は転換社債の転換権行使戦略の集合である。すなわち、{an}N
n=1 ∈ A とは転

換社債 1枚に対し、時刻 Tn において an 枚の転換社債を転換するという戦略である。こ

の戦略のもとでは、時刻 Tn において

Rn(S(·))S(Tn)an + cn(1 −
n∑

k=1

ak)

を受け取る。

したがって、今の設定では、転換社債の価格は

sup
{an}N

n=1∈A
E[

N∑
n=1

X(Tn)−1Rn(S(·))S(Tn)an + cn(1 −
n∑

k=1

ak))]

で与えられる。これが従来の考え方であった。

この場合、時刻 TN 以後では資産価値と株式総額が一般には一致せず、ファイナンスの

立場からいっても矛盾を含むが、転換社債の発行数が小さいときには良い近似となってい
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ると考えられる。しかしながら、近年多額の転換社債を発行する事例が増え、株式の希薄

化を考慮した理論が必要となっている。

4. 基本的考え方

本論文では以下のような仮定に基づいて議論を行う。

(B-1) 株価は、転換社債の満期時刻 TN 直後には 1株あたりの資産価値と一致する。すな

わち、「TN 直後における資産価値」を「TN 直後における株式総数」で割ったもの

となる。

(B-2) 転換社債の価格は転換社債の保有者と株式の保有者の間のゲームとして決まる。

(i) 転換社債の保有者は各時点 Tn, n = 1, . . . , N において共通の情報 FTn、期間

[0, Tn) の株価の履歴、及び時刻 Tn−1 までの転換の量の履歴に基づき、転換枚

数を決定できる。

(ii) 株式の保有者は各時点 Tn, n = 0, . . . , N − 1 において共通の情報 FTn、期

間 [0, Tn) の株価の履歴、及び時刻 Tn までの転換の量の履歴に基づき、期間

[Tn, Tn+1) における株価を決定することができる。ただし、株式市場均衡のた

めに無裁定条件が成立してなくてはならず、そのため、期間 [Tn, Tn+1) にお

ける株価過程は「マルチンゲール条件」を満たさねばならない。特に、ブラウ

ニアンフィルトレーションの仮定より、その期間の株価過程は連続となる。

(B-3) 転換社債の保有者はただ一人である。

(B-4) 転換社債の保有者が最適行動をとる限り、株価は転換時刻 Tn, n = 1, . . . , N にお

いても連続となる。

それぞれの仮定について説明する。

仮定 (B-1) はファイナンスにおける通常の仮定である。

仮定 (B-2) では、株価が期間 [Tn, Tn+1) において無裁定条件が成立するとしているが、

これは株価が市場価格として均衡するための必要条件である。ここでは、株式が独占され

株価が恣意的に決められることはないということが前提とされている。

仮定 (B-3)は議論の余地があるであろう。もし、転換社債の所有者が複数である場合、

相手が転換を行った時、自分はその次の時点で転換を行ったほうが有利といった事態が発

生しうる。このため、「囚人のジレンマ」のような状況が発生する可能性があり、完全に

協力した場合の最適戦略が実現されなくなることがありうる。(B-3)はこのような状況を

排除するための仮定である。
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なお、このような場合は結果として転換社債の価格が、所有者が一人の場合の時に比べ

低くなるが、全ての転換社債を買い集めれば、転換社債の価格は上がるので、無裁定の条

件からは (B-3)の仮定は正当化することも可能である。

(B-4) の仮定も、無裁定条件が成立するために必要な条件となる。

以上の前提の下でさらに以下のように考える。

仮定 (A-4) で市場が無裁定で完備であることを仮定したので、転換社債の保有者は、そ

の株を市場で売らず持ちつづけ、さらに受け取ったクーポンも別の証券で運用すると仮定

しても（ニュメレールと同値マルチンゲール測度に基づく）割引現在価値は、他のポート

フォリオ戦略をとる時と変わらない。この場合、株式の保有者の持ち株総数は L0 で一定

である。また、「転換社債すべての割引現在価値」と「株式保有者の持つ株全体の割引現

在価値」の和は現在の資産価値 V0 と一致し一定である。よって、これはゼロ和ゲームの

一種と考えられるので、以下を仮定する。

(B-5) 転換社債の保有者は時刻 TN 以後の株価の割引現在価値を最小化しようと行動

する。

株式保有者側に対しては以下を仮定する。

(B-6) 株式保有者は時刻 TN 以後の株価の割引現在価値を最大化しようと行動する。

株式を空売りしている投資家は、株価を最大化することに同意しないかも知れないが、

総体では最大化が利益となるので、このように仮定する。

以上で、ゲームのルールとプレイヤーの利得関数が確定した。

5. 簡単な場合における結果の説明

一般の結果を述べる前に、N = 1 の特別な場合に結果を述べる。

a, b > 0, 0 < T ′ < T1 とし、時刻 [0, T1) における株価が、{S(t)}t∈[0,T1) である時、時

刻 T1 での転換価格が

g(S(·)) = max{a, b(
∫ T1

T ′
S(t)dt)} (1)

で与えられるとする。この時、転換社債の保有者は株価を最小にしようとするので、時刻

T1 直後の株価は

min
y∈[0,M0]

max{V0X(T1) − (M0 − y)c1

L0 + yq/g(S(·))
, 0}
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= min{ V0X(T1)
L0 + M0q/g(S(·))

, max{V0X(T1) − M0c1

L0
, 0}}

で与えられる。一方、無裁定条件より、X(t)−1S(t), t ∈ [0, T1) は（有界）マルチンゲー

ル。よって、FT1 可測な（有界）確率変数 ξ が存在して

S(t) = π(ξ)(t) = X(t)E[X(T1)−1ξ|Ft], t ∈ [0, T1)

となる。仮定 (B-4) より ξ に対する方程式

ξ = min{ V0X(T1)
L0 + M0q/g(π(ξ)(·))

, max{V0X(T1) − M0c1

L0
, 0}} (2)

が得られる。

転換価格が一定である場合は、 g(π(ξ)(·)) が定数であるので、確率変数 ξ の値が式 (2)

の右辺より与えられることとなる。しかし、転換価格が株価の履歴により変化する場合は

式 (2)は ξ に対する非線形な方程式となる。株式保有者側は仮定 (B-6)より方程式 (2)を

満たす最大の ξ を選ぶこととなる。

方程式 (2)の最大解 ξ の存在を、次節の主結果が保証する。この最大解を用いて、時刻

0 における株価 S(0) が S(0) = E[X(T1)−1ξ] で与えられる。

この転換社債の発行が株式保有者にも転換社債保有者に対しても公正であるためには、

V00

L0
= E[X(T1)−1ξ] (3)

となる必要がある. V00, L0, V0 を所与として、額面の調整により、方程式 (3)を満たせる

かについては、明確な答えを得ていないが、次節の最後でこれについての部分的な解答を

与える。

6. 主結果

Wn
k , 0 5 k < n 5 N + 1 を

Wn
k = {w : [Tk, Tn) → [0,∞); w は右連続で左極限が存在し、

[Ti−1, Ti), i = k + 1, . . . , n, 上で連続 }

で定める。また形式的に W 0
0 = {0} とおく。w,w′ ∈ Wn

k に対して w(t) 5 w′(t) がすべ

ての t ∈ [Tk, Tn) に対して成立するとき w 5 w′ と表すことにする。
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0 5 k < n 5 N の時にWn
k 上の距離を

d(w,w′) = sup
t∈[Tk,Tn)

|w(t) − w′(t)|, w, w′ ∈ Wn
k

で定めると、Wn
k は 可分完備な距離空間となる。B̃n

k は Wn
k のボレル加法族とする。

w,wm ∈ Wn
k , m = 1, 2, . . . に対して wm = wm+1, m = 1, 2, . . . であり、wm → w,

m → ∞ であるとき、wm ↓ w, m → ∞ と表すことにする。

WN+1
0 = W であることに注意されたい。

各 n = 1, 2, . . . , N において以下の条件をさらに仮定する。

(C-1) w1, w2 ∈ W かつ w1 5 w2 であれば

gn(w1, ω) 5 gn(w2, ω), ω ∈ Ω

(C-2) w,wm ∈ W, m = 1, 2, . . . であり、かつ wm ↓ w, m → ∞ であるならば

gn(wm, ω) → gn(w,ω), m → ∞, ω ∈ Ω

(C-3) α0 > 0 が存在して

gn(w,ω) = α0, w ∈ W, ω ∈ Ω, n = 1, 2, . . . , N

(C-4) a > 1, w ∈ W, ω ∈ Ω に対して

gn(aw, ω) 5 agn(w,ω)

例えば式 (1) で与えられる g は (C-1)～(C-4) の仮定を満たしている。(C-1)～(C-4)

は一般に転換社債の転換価格では満たされている自然な仮定である。

転換が行われない場合に受け取る割り引かれた「クーポン」の価値は時刻 Tn におい

ては
c̃n = X(Tn)−1cn, n = 1, 2, . . . , N

となる。

φn : Wn−1
0 × Wn

n−1 → W, n = 1, 2, . . . , N を

φn(w,w′)(t) =

 w(t), t ∈ [0, Tn−1),
w′(t), t ∈ [Tn−1, Tn),

0, t ∈ [Tn,∞),

により定義する。また、R̃n : Wn
n−1 × Wn−1

0 × Ω → (0,∞) を

R̃n(w′, w, ω) = Rn(X(·, ω)φn(w,w′), ω) =
q

gn(X(·, ω)φn(w,w′), ω)
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により定義する。

ξ ∈ L2(Ω,FTn , P ) に対して

Mξ(t) = E[ξ ∨ 0|Ft], t ∈ [Tn−1, Tn],

は連続マルチンゲールとなるので、確率 1 で M ξ(·) ∈ Wn
n−1 となる。よって、πn :

L2(Ω,FTn , P ) × Ω → Wn
n−1 を

πn(ξ)(ω)(t) = Mξ(t, ω), t ∈ [Tn−1, Tn)

により定める。

本論文の主結果は以下のものである（証明は補論を参照）。

定理 1 以下の条件を満たす関数 S̃
(0)
n : (0,∞) × [0,∞) × [0,∞) × Wn−1

0 × Ω → [0,∞),

n = 1, 2, . . . , N + 1 および S̃
(1)
n : (0,∞) × [0,∞) × [0,∞) × Wn−1

0 × Ω → [0,∞),

n = 1, 2, . . . , N が存在する。

(1) S̃
(1)
n , n = 1, . . . , N は B((0,∞) × [0,∞) × [0,∞)) × B̃n−1

0 × FTn
-可測であり、

S̃
(0)
n , n = 1, . . . , N は B((0,∞) × [0,∞) × [0,∞)) × B̃n−1

0 ×FTn−1 -可測である。

(2) S̃
(0)
N+1(L,M, V,w, ω) = V

L 及び

S̃(1)
n (L,M, V,w, ω) 5 V

L
n = 1, . . . , N,

が すべての L > 0, M, V = 0, w ∈ Wn−1
0 , ω ∈ Ω に対して成立する。

(3) n = 1, . . . , N, および L > 0, M, V = 0, w ∈ Wn−1
0 に対して

E[S̃(1)
n (L,M, V,w)|FTn−1 ] = S̃(0)

n (L,M, V,w) a.s.

である。

(4) n = 1, . . . , N, i = 0, 1, 0 < L 5 L′, 0 5 M 5 M ′, 0 5 V ′ 5 V, w,w′ ∈ Wn−1
0 ,

w′ 5 w, ω ∈ Ω に対して

S̃(i)
n (L,M, V,w) = S̃(i)

n (L′,M ′, V ′, w′, ω)

が成立する。

(5) n = 1, . . . , N, i = 0, 1, L > 0, M, V = 0, w ∈ Wn−1
0 , ω ∈ Ω に対して Lm ↑ L,

Mm ↑ M, Vm ↓ V, wm ↓ w, m → ∞ ならば

S̃(i)
n (Lm,Mm, Vm, wm, ω) → S̃(i)

n (L,M, V,w, ω), m → ∞

が成立する。
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(6) n = 1, . . . , N, i = 0, 1, L > 0, M = 0, V = 0, w ∈ Wn−1
0 , ω ∈ Ω, a > 1 に対

して
aS̃(0)

n (aL, M, V, a−1w) = S̃(0)
n (L,M, V,w)

が成立する。

(7) n = 1, . . . , N, i = 0, 1, L > 0, M = 0, V = 0, w ∈ Wn−1
0 , ω ∈ Ω, a > 0 に対

して
S̃(0)

n (aL, aM, aV,w) = S̃(0)
n (L, M, V,w)

が成立する。

(8) n = 1, . . . , N, L > 0, M, V = 0, w ∈ Wn−1
0 に対して、確率 1 で

S̃(1)
n (L,M, V,w)

= inf
y∈[0,M ]

S̃
(0)
n+1(L + yR̃n(πn(S̃(1)

n (L,M, V,w))), w),M − y, (V − (M − y)c̃n)∨ 0,

φ(w, πn(S̃(1)
n (L,M, V,w)))))

が成立する。

(9) n = 1, . . . , N, L > 0, M, V = 0, w ∈ Wn−1
0 及び FTn-可測な非負値確率変数 ξ

に対して

ξ 5 inf
y∈[0,M ]

S̃
(0)
n+1(L + yR̃n(πn(ξ), w),M − y, (V − (M − y)c̃n)∨ 0, φ(w, πn(ξ))))

が確率 1 で成立するならば、

ξ 5 S̃(1)
n (L,M, V,w) a.s.

が成立する。

以下、定理の意味について説明する。

X(Tn)S̃(1)
n (L,M, V,w), n = 1, 2, . . . , N は株式総数が L、残存転換社債枚数が M、資

産価値が X(Tn)V、期間 [0, Tn−1) における株価の履歴が w である時に株式の保有者が

提示する「時刻 Tn 直前における株価」を表す。この時、期間 [Tn−1, Tn) における株価は

（B-2)(ii)の「マルチンゲール条件」より X(·)πn(S̃(1)
n (L,M, V,w)) で与えられる。

X(Tn−1)S̃
(0)
n (L,M, V,w), n = 1, 2, . . . , N は株式総数が L、残存転換社債枚数が M、

資産価値が X(Tn−1)V、期間 [0, Tn−1) における株価の履歴が w である時に株式の保有

者が提示する「時刻 Tn−1 直後における株価」を表す。
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(2)の前半の条件は仮定 (B-1)に対応している。(3) は（B-2)(ii)の「マルチンゲール条

件」の帰結を表す。

(2) の後半、 (4)～(7) は関数の性質を表す技術的条件である。

(8) は仮定 (B-4),(B-5) に対応する条件である。すなわち、時刻 Tn 直後の株価を転換

社債保有者が最小にしようとした結果と Tn 直前の株価が一致することを示している。

(9) は仮定 (B-6) に対応する条件である。すなわち、(8) の条件を満たすものの中で最

大の株価を株式保有者が選んでいることを示している。

転換社債の発行時における株式の 1単位の価値はその時の資産価値が V、株式数が L、

転換社債の発行枚数が M であるとき、S̃
(0)
0 (L,M, V, 0) となる（ W 0

0 = {0} に注意）。
定理 1の S̃

(i)
n はRn(w,ω) = q/gn(w,ω), n = 1, . . . , N にのみ依存しているので a > 0

をひとつ決め、額面 q を aq に変更し、転換価格 gn を agn に変更しても S̃
(0)
1 (L,M, V, 0)

は変わらないことに注意されたい。

f : (0,∞) × [0,∞) → [0,∞) を

f(x, y) = S̃
(0)
1 (x, y, 1, 0), x > 0, y = 0

により定義する。この時、次のことが成立する（証明は補論を参照）。

定理 2 (1) L > 0, M = 0, V > 0 に対して

S̃
(0)
1 (L,M, V, 0) = f(

L

V
,MV )

(2) 0 < x 5 x′, 0 5 y 5 y′ ならば f(x, y) = f(x′, y′)

(3) x > 0, y = 0 とする。今、xn → x, yn ↑ y, n → ∞ ならば f(xn, yn) → f(x, y)

(4) x > 0 に対して

f(x, 0) =
1
x

かつ

f(x, y) <
1
x

, y > 0

(5) cn = 0, n = 1, 2, . . . , N ならば

f(x, y) = 1
x + yq/α0

, x > 0, y = 0
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最初の設定を思い出すと、転換社債の発行前の資産価値が V00 株式総数が L0 であっ

た。転換社債の発行枚数を M0 発行直後の資産価値を V0 とすると、転換社債の発行によ

り株式価値が変化しないためには

V00

L0
= S̃0

1(L0,M0, V0, 0) = f(
L0

V0
,
M0

V0
)

が成立することが必要である。

残念ながら f(x, y) の y に関する連続性が一般には証明できないため、任意の V0 > V00

に対して上式を満たす M0 が存在するかはよくわからない。

強制転換社債でクーポンがない場合、すなわち cn = 0, n = 1, . . . , N の場合は、上式

を満たす (V0,M0) の組が少なくとも連続的に存在することが示せる。

7. おわりに

本稿では転換価格修正条項付き転換社債の価格について論じ、我々の設定のもとでは、

株式利益の希薄化を考慮した場合でも転換社債の公正価格は存在することを示した。ただ

し、それはマルチンゲールに対するかなり複雑な非線形方程式を通して決まるので、一般

には計算することは容易ではない。資産価値過程が単純なモデルを用いて転換社債の発行

条件が株主の利益を損ねているかどうかを調べる場合にも、従来とは全く違う新しい数値

計算手法が必要となる。そのような手法を求めることは今後の課題である。

補論 A 基本的補題

T > 0 とする。G : L2(Ω,FT , P ) → L2(Ω,FT , P ) は以下の条件 (G)を満たすとする。

(G) ξ1, ξ2 ∈ L2(Ω,FT , P ) に対して ξ1 5 ξ2 a.s. ならば G(ξ1) 5 G(ξ2) a.s.

このとき以下のことが成立する。

補題 1 いま、ξ̃0, ξ̃1 ∈ L2(Ω,FT , P ) が存在して

ξ̃0 5 ξ̃1 a.s.

ξ̃0 5 G(ξ̃0), G(ξ̃1) 5 ξ̃1 a.s.

が成立すると仮定する。
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この時、以下を満たす ξmax ∈ L2(Ω,FT , P ) が存在する。

(1) G(ξmax) = ξmax, ξ̃0 5 ξmax 5 ξ̃1 a.s.

(2) ξ ∈ L2(Ω,FT , P ) が
G(ξ) = ξ, ξ 5 ξ̃1 a.s.

を満たすならば
ξmax = ξ a.s.

[証明] α を非可算な最小の順序数とする。今、可算な順序数 β に対して ξβ ∈
L2(Ω,FT , P ), を以下のように帰納的に定める。

ξ1 = ξ̃1,

β = γ + 1 ならば
ξβ = G(ξγ),

β が直前の順序数を持たないならば

ξβ = inf{ξγ ; γ < β}

この時、帰納的に　 γ < β < α ならば

ξ̃0 5 ξβ 5 ξγ 5 ξ̃1 a.s., (A-1)

となることがわかる。特に β < α に対して

ξβ − G(ξβ) = 0,

かつ ∑
γ<β

E[ξγ − G(ξγ)] 5 E[ξ̃1 − ξ̃0]

よって ∑
γ<α

E[ξγ − G(ξγ)] < ∞

しかし、この和は非負値の非可算和であるのである γ < α が存在して E[ξγ −G(ξγ)] = 0

則ち、ξγ = G(ξγ) a.s. が成立する。β をそのような γ の最小元とし、ξmax = ξβ とおく。

ξ が (2) の条件を満たせば ξγ = ξ, γ < α が帰納的にわかるので、ξmax = ξ を得る。

[証明終]
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補論 B 証明の準備

f : (0,∞)× [0,∞)× [0,∞)×Wn
0 ×Ω → [0,∞), n = 0, 1, 2, . . . , N が条件 (MC)n を

満たすとは 以下の５条件 (M-1)～(M-5) を満たすことと定義する。

(M-1) f は B((0,∞) × [0,∞) × ([0,∞)) × B̃n
0 ×FTn -可測かつ

f(L,M, V,w, ω) 5 V

L
, L > 0, M, V = 0, w ∈ Wn

0 , ω ∈ Ω

(M-2) 0 < L 5 L′, 0 5 M 5 M ′, 0 5 V ′ 5 V, w,w′ ∈ Wn
0 , w′ 5 w, ω ∈ Ω ならば

f(L,M, V,w, ω) = f(L′,M ′, V ′, w′, ω)

(M-3) L > 0, M, V = 0, w ∈ Wn
0 , ω ∈ Ω に対して Lm ↑ L, Mm ↑ M, Vm ↓ V, wm ↓ w,

m → ∞ ならば

f(Lm,Mm, Vm, wm, ω) ↓ f(L,M, V,w, ω), m → ∞

(M-4) a > 1, L > 0, M, V = 0, ω ∈ Ω に対して

af(aL,M, V, a−1w,ω) = f(L,M, V,w, ω)

(M-5) a > 0, L > 0, M, V = 0, ω ∈ Ω に対して

f(aL, aM, aV,w, ω) = f(L, M, V,w, ω)

本節では次の補題を証明する。

補題 2 n = 1, . . . , N, とし、f : (0,∞) × [0,∞) × [0,∞) × Wn
0 × Ω → [0,∞) は条

件 (MC)n を満たすものとする。この時、以下の条件を満たす f̃ (0) : (0,∞) × [0,∞) ×
[0,∞)×Wn−1

0 ×Ω → [0,∞), f̃ (1) : (0,∞)× [0,∞)× [0,∞)×Wn
0 ×Ω → [0,∞) が存

在する。

(1) f̃ (0) は条件 (MC)n−1 を, f̃ (1) は条件 (MC)n を満たす。

(2) L > 0, M, V = 0, w ∈ Wn−1
0 に対して

E[f̃ (1)(L,M, V,w)|FTn−1 ] = f̃ (0)
n (L,M, V,w) a.s.
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(3) L > 0, M, V = 0, w ∈ Wn−1
0 に対して、確率 1 で

f̃ (1)(L,M, V,w)

= inf
y∈[0,M ]

f(L + yR̃n(πn(f̃ (1)(L, M, V,w))), w),M − y, (V − (M − y)c̃n) ∨ 0,

φ(w, πn(f̃ (1)(L,M, V,w)))))

が成立する。

(4) L > 0, M, V = 0, w ∈ Wn−1
0 及び FTn -可測な非負値確率変数 ξ に対して

ξ 5 inf
y∈[0,M ]

f(L + yR̃n(πn(ξ), w), M − y, (V − (M − y)c̃n) ∨ 0, φ(w, πn(ξ))))

が確率 1 で成立するならば、

ξ 5 f̃ (1)(L,M, V,w) a.s.

この補題を示すため、n = 1, 2, . . . , N, 及び条件 (MC)n を満たす f : (0,∞)× [0,∞)×
[0,∞) × Wn

0 × Ω → [0,∞) を任意にとり、以下それを固定して考えていく。

命題 3 x > 0, y = 0, 0 < L, 0 5 M, 0 5 V, w ∈ Wn
0 , ω ∈ Ω とする。ym → y,

Lm → L, Mm → M, Vm → V, wm → w, m → ∞ ならば

lim sup
m→∞

f(Lm + xym, (Mm − ym) ∨ 0, (Vm − (M − mm)ymc̃n) ∨ 0, wm, ω)

5 f(L + xy, (M − y) ∨ 0, (V − (M − y)c̃n) ∨ 0, w, ω),

[証明] 今,
L′

m = L + xy − ((L/2) ∧ sup
k=m

(|L − Lk| + x|y − yk|)),

M ′
m = ((M − y) ∨ 0 − sup

k=m

(|M − Mk| + |y − yk|)) ∨ 0,

V ′
m = (V −(M−y)c̃n+sup

k=m

|y−yk|c̃n)∨0, w′
m(t) = wm(t)+sup

k=m

sup
s∈[0,Tn)

|w(s)−wm(s)|

とおくと、

L′
m ↑ L + xy, M ′

m ↑ (M − y) ∨ 0, V ′
m ↓ (V − yc̃n) ∨ 0, w′

m ↓ w

であるので、条件 (M-3)より

f(L′
m,M ′

m, V ′
m, w′

m, ω) → f(L + xy, (M − y) ∨ 0, (V − yc̃n) ∨ 0, ω)
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を得る。また、十分大きな m に対して

Lm + xym = L′
m, (Mm − ym) ∨ 0 = M ′

m,

V ′
m = (Vm − ymc̃n) ∨ 0, w′

m = wm

であるので条件 (M-2) より

f(Lm,Mm, Vm, wm, ω) = f(L′
m, M ′

m, V ′
m, w′

m, ω)

がわかり主張を得る。[証明終]

F (x, L,M, V,w, ω)

= inf{f(L + xy,M − y, (V − (M − y)c̃n(ω)) ∨ 0, w, ω); y ∈ [0,M ]} (A-2)

とおく。

命題 4 (1) x 5 x′, L 5 L′, M 5 M ′, V ′ 5 V, w′ 5 w ならば

F (x, L,M, V,w, ω) = F (x′, L′,M ′, V ′, w′, ω)

また、

F (x, L,M, V,w, ω) 5 V

L
, L > 0, M, V = 0, w ∈ Wn

0 , ω ∈ Ω

(2) x, L > 0, M, V = 0, w ∈ Wn
0 , ω ∈ Ω とする。xm ↑ x, Lm ↑ L, Mm ↑ M,

Vm ↓ V, wm ↓ w, m → ∞ ならば

F (xm, Lm,Mm, Vm, wm, ω) ↓ F (x, L,M, V,w, ω), m → ∞

(3) a > 1, x, L > 0, M, V = 0, ω ∈ Ω とする。この時、

aF (ax, aL,M, V, a−1w,ω) = F (x, L,M, V,w, ω)

(4) a > 0, x, L > 0, M, V = 0, ω ∈ Ω とする。この時、

F (x, aL, aM, aV,w, ω) = F (x, L,M, V,w, ω)

[証明] (1) は明らか。(2) を示す。

lim sup
m→∞

F (xm, Lm,Mm, Vm, wm, ω) 5 F (x, L,M, V,w, ω)
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を示せばよい。各 k = 1 に対して、 yk ∈ [0,M ] で、

f(L + xyk,M − yk, (V − (M − yk)c̃n(ω)) ∨ 0, w, ω) 5 F (x, L,M, V,w, ω) +
1
k

となるものが存在する。zm = (yk−(M−Mm))∨0, m = 1, 2, . . .とおくと zm ∈ [0,Mm]

で zm → yk, m → ∞ となる。この時、命題 3 より

lim sup
m→∞

F (xm, Lm,Mm, Vm, ω)

= lim sup
m→∞

f(Lm + xmzm,Mm − zm, (Vm − (Mm − zm)c̃n(ω)) ∨ 0, ω)

= f(L + xyk,M − yk, (V − (M − yk)c̃n(ω)) ∨ 0, ω) = F (x, L,M, V, ω) +
1
k

となり、k は任意であるので (2) を得る。

(3) は (MC)n の仮定 (M-4) 及び F の定義より明らか。(4) も (MC)n の仮定 (M-5)

及び F の定義より明らか。[証明終]

Ψn : L2(Ω,FTn , P ) × Wn−1
0 → L∞(Ω,FTn , P ) を

Ψn(ξ, w)(ω) = R̃n(πn(ξ)(ω), w, ω) =
q

g̃n(πn(ξ)(ω), w, ω)
,

ξ ∈ L2(Ω,FTn , P ), w ∈ Wn−1
0 で定義すると、

Ψn(ξ, w) ∈ (0,
q

α0
] a.s. ξ ∈ L2(Ω,FTn , P ), w ∈ Wn−1

0 (A-3)

となる。

命題 5 (1) ξ1, ξ2 ∈ L2(Ω,FTn , P ) が ξ1 5 ξ2 a.s. ならば

πn(ξ1) 5 πn(ξ2), Ψn(ξ1, w) = Ψn(ξ2, w) a.s.

がすべての w ∈ Wn−1
0 に対して成立する。

(2) a > 1, ξ ∈ L2(Ω,FTn , P ), w ∈ Wn−1
0 に対して

π(aξ, aw) = aπ(ξ, w) aΨn(aξ, aw) = Ψn(ξ, w) a.s.

(3) ξ, ξm ∈ L2(Ω,FTn , P ), w, wm ∈ Wn−1
0 , m = 1, 2, . . .であり ξm ↓ ξ, a.s., wm ↓ w,

m → ∞ ならば

π(ξm) ↓ π(ξ) in Wn
n−1, Ψn(ξm, wm) ↑ Ψn(ξ, w), a.s. m → ∞

が成立する。
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[証明] (1) は
E[ξ1 ∨ 0|Ft] 5 E[ξ2 ∨ 0|Ft] a.s. t = 0

となるので仮定 (A-2) よりわかる。(2) も仮定 (A-4)より

g̃n(aπn(ξ)(ω), aw, ω) 5 ag̃n(πn(ξ)(ω), w, ω)

であることに注意すればわかる。

(3) を示す。

M(t) = E[ξ ∨ 0|Ft], 　Mm(t) = E[ξm ∨ 0|Ft], m = 1, 2, . . .

とおくと、
M(·) ∈ C([0,∞);R) a.s. m = 1, 2, . . .

であり、かつ

P (Mm(t) = Mm+1(t) = M(t), t ∈ [0,∞)) = 1, m = 1, 2, . . .

が成立する。また

E[ sup
k=m

sup
t∈[0,Tn]

|M(t) − Mk(t)|2] = E[ sup
t∈[0,Tn]

|M(t) − Mm(t)|2]

5 4E[|M(Tn) − Mm(Tn)|2] 5 4E[|ξ − ξm|2] → 0, m → ∞

より確率 1 で Mm(·) ↓ M(·) in Wn
n−1 となることがわかる。よって、

πn(ξm) ↓ πn(ξ) a.s. m → ∞

仮定 (A-3) より g̃n(π(ξm)(ω), wm, ω) ↓ g̃n(π(ξ)(ω), w, ω) a.s. m → ∞ となる。これよ

り主張がわかる。[証明終]

今、

G(ξ;L,M, V,w)(ω) = F (Ψn(ξ, w)(ω), L,M, V, φn(w, πn(ξ)(ω)), ω), (A-4)

ξ ∈ L2(Ω,FTn , P ), L > 0,M, V = 0 により定めると

0 5 G(ξ; L,M, V,w)(ω) 5 V

L
(A-5)

より
E[G(ξ; L,M, V,w)2] < ∞
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よって式 (A-4) により写像 G : L2(Ω,FTn , P ) × (0,∞) × [0,∞) × [0,∞) × Wn−1
0 →

L2(Ω,FTn , P ) が定義される。

各 L > 0, M, V = 0, w ∈ Wn
0 に対して G(·; L,M, V,w) : L2(Ω,FTn , P ) →

L2(Ω,FTn , P ) は条件 (G) を満たす。また、ξ̃0 = 0, ξ̃1 = V/L, とおくと

ξ̃0 5 G(ξ̃0; L,M, V,w) 5 G(ξ; L,M, V,w) 5 G(ξ̃1;L, M, V,w) 5 ξ̃1

がすべての ξ ∈ L2(Ω,FTn , P ), L > 0,M, V = 0 に対して成立する。よって、補題 1 よ

り ξmax(L,M, V ) ∈ L2(Ω,FTn , P ) が各 L > 0,M, V = 0 に対して存在し、以下が成立

する。

(L-1) ξmax(L, M, V,w) = G(ξmax(L,M, V );L, M, V,w)

(L-2) ξ ∈ L2(Ω,FTn , P ) が
G(ξ;L, M, V,w) = ξ

を満たすならば
ξmax(L,M, V,w) = ξ a.s.

が成立する。

命題 6 (1) L 5 L′, M 5 M ′, V ′ 5 V, w 5 w′ ならば

ξmax(L,M, V,w) = ξmax(L′, M ′, V ′, w′) a.s.

また、

ξmax(L,M, V,w) 5 V

L
a.s. L > 0, M, V = 0, w ∈ Wn

0 , ω ∈ Ω

(2) L > 0, M, V = 0, w ∈ Wn
0 とする。Lm ↑ L, Mm ↑ M, Vm ↓ V, wm ↓ w, m → ∞

ならば

ξmax(Lm, Mm, Vm, wm) ↓ ξmax(L, M, V,w) a.s. m → ∞

(3) a > 1, L > 0, M, V = 0, w ∈ Wn−1
0 とする。この時、

aξmax(aL,M, V, a−1w) = ξmax(L,M, V,w) a.s.

(4) a > 0, L > 0, M, V = 0, w ∈ Wn−1
0 とする。この時、

ξmax(aL, aM, aV,w) = ξmax(L, M, V,w) a.s.

19



[証明] 命題 4(1), 5(1) より、L 5 L′, M 5 M ′, V ′ 5 V, w 5 w′ ならば

G(ξ, L,M, V,w) = G(ξ, L′,M ′, V ′, w′) a.s. ξ ∈ L2(Ω,FTn , P )

に注意。この時、

ξmax(L′,M ′, V ′, w) = G(ξmax(L′, M ′, V ′, w′), L′,M ′, V ′, w′)

5 G(ξmax(L′,M ′, V ′, w), L,M, V,w) a.s.

より、(1) の前半がわかる。後半は明らか。

(2) を示す。m = 1, 2, . . . に対して

ξmax(Lm, Mm, Vm, wm) = ξmax(Lm+1,Mm+1, Vm+1, wm+1) = ξmax(L, M, V,w) a.s.
(A-6)

であるので、確率 1 で

ξ0 = lim
m→∞

ξmax(Lm,Mm, Vm, wm)

が存在する。さらに、命題 4 (2)、命題 5(3) より

ξ0 = lim
m→∞

G(ξmax(Lm,Mm, Vm, wm), Lm, Mm, wm) = G(ξ0, L,M,w) a.s.

よって、
ξ0 5 ξmax(L, M, V,w) a.s.

これと式 (A-6)より、主張を得る。

(3) を示す。命題 4 (3)、命題 5(2) より

G(a−1ξ, aL,M, V, a−1w) = F (aΨn(ξ, w), aL,M, V, a−1φn(πn(ξ), w))

= a−1F (Ψn(ξ, w), L,M, V, φn(πn(ξ), w)) = a−1G(ξ, L,M, V,w)

となる。よって、

a−1ξmax(L,M, V,w) = a−1G(ξmax(L,M, V,w), L,M, V,w)

5 G(a−1ξmax(L,M, V,w), aL,M, V, a−1w) a.s.

これより、主張を得る。

(4) を示す。a > 0 とする。命題 4 (4)、命題 5(2) より

G(ξ, aL, aM, aV,w) = F (Ψn(ξ, w), aL, aM, aV, φn(πn(ξ), w))
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= F (Ψn(ξ, w), L,M, V, φn(πn(ξ), w)) = G(ξ, L,M, V,w)

となる。よって、

ξmax(L,M, V,w) = G(ξmax(L,M, V,w), aL, aM, aV,w) a.s.

ξmax(L,M, V,w) 5 ξmax(aL, aM, aV,w) a.s.

を得る。a を a−1 で置き換えれば反対側の不等式も得る。これより、主張を得る。

［証明終］

Wn
n−1 は可分距離空間であるので 稠密な可算部分集合 A が存在する。それをひとつ固

定する。w1, . . . , wn ∈ Wn
n−1 に対して min{w1, . . . , wn}　 ∈ Wn

n−1 を

min{w1, . . . , wn}(t) = min{w1(t), . . . , wn(t)}

により定義する。Wn
n−1 の部分集合集合 A′ を

A′ = {min{r1w1, . . . , rnwn}; n = 1, w1, . . . , wn ∈ A, r1, . . . , rn ∈ Q ∩ [0,∞)}

で定義すると、A′ も Wn
n−1 の稠密な可算部分集合で w,w′ ∈ A′, r ∈ Q ならば

min{w,w′}, aw ∈ A′ となる。

w ∈ Wn
n−1 に対して

A(w) = {w′ ∈ A′; ある ε > 0 が存在して w(t) + ε 5 w′(t), t ∈ [n − 1, n)}

とおく。

次の命題は明らか。

命題 7 (1) w,w′ ∈ Wn
n−1, w 5 w′ ならば A(w) ⊂ A(w′)

(2) w ∈ Wn
n−1 とする。任意の ε > 0 に対して w(t) + ε = w′(t), t ∈ [n − 1, n) とな

る w′ ∈ A(w) が存在する。また、w1, w2 ∈ A(w) ならば min{w1, w2} ∈ A(w)

(3) w ∈ Wn
n−1, a ∈ Q ∩ (0,∞) ならば A(aw) = aA(w)

Z : (0,∞) × [0,∞) × [0,∞) × Wn
0 → Wn

n−1 を

Z(L,M, V,w) = πn(ξmax(L, M, V,w))

で定める。Z(L.M.V,w)(t), t ∈ [Tn−1, Tn) はマルチンゲールとなる。

この時、命題 6 より次がわかる。

命題 8 P (Ω0) = 1 を満たす Ω0 ∈ F が存在して ω ∈ Ω0 に対して以下が成立する。
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(1) L ∈ Q ∩ (0,∞), M, V ∈ Q ∩ [0,∞), w ∈ A′ ならば

Z(L,M, V,w)(ω)(Tn−) = ξmax(L,M, V,w)(ω),

F (
q

g̃n(Z(L,M, V,w)(ω), w, ω)
, L,M, V, φn(Z(L,M, V,w)(ω), w), ω)

= ξmin(L, M, V,w)(ω),

Z(ξmin(L, M, V,w), ω) 5 V

L
,

Z(aL, aM, aV,w) = Z(L,M, V,w), a ∈ Q ∩ (0,∞)

aZ(aL,M, V, a−1w) = Z(L,M, V,w), a ∈ Q ∩ (1,∞)

(2) L,L′ ∈ Q ∩ (0,∞), M,M ′, V, V ′ ∈ Q ∩ [0,∞), w, w′ ∈ A′ が L = L′, M = M ′,

V 5 V ′, w 5 w′ を満たせば

η(L,M, V,w)(ω) 5 η(L′,M ′, V ′, w′)(ω)

(3) L,Lm ∈ Q ∩ (0,∞), M,Mm, V, Vm ∈ Q ∩ [0,∞), w, wm ∈ A′, m = 1, 2, . . . , で

あり、Lm ↑ L, Mm ↑ M, Vm ↓ V, wm ↓ w, m → ∞ ならば

Z(Lm, Mm, Vm, wm)(ω) ↓ Z(L,M, V,w)(ω) in Wn
n−1, m → ∞

今、f̃ (i) : (0,∞) × [0,∞) × [0,∞) × Wn−1
0 × Ω → [0,∞), i = 0, 1 を ω ∈ Ω0 に対し

ては
f̃ (1)(L,M, V,w)(ω)

= inf{Z(L′,M ′, V ′, w)(ω)(Tn−); L′ 5 L, M ′ 5 M, V ′ = V, w′ ∈ A(w),

L′, M ′, V ′ ∈ Q ∩ [0,∞)},

f̃ (0)(L,M, V,w)(ω)

= inf{Z(L′,M ′, V ′, w)(ω)(Tn−1); L′ 5 L, M ′ 5 M, V ′ = V, w′ ∈ A(w),

L′, M ′, V ′ ∈ Q ∩ [0,∞)},

ω ∈ Ω \ Ω0, に対しては
f̃ (1)(L,M, V,w)(ω) = 0,

f̃ (0)(L, M, V,w)(ω) = 0
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で定める。

これが、補題 2 を満たすことを以下で証明する。

(2),(3) は f̃ の定義と命題 8 より明らか。(1) についても f̃ (1) の可測性は明らか。ま

た、f̃ (0) が (MC)n−1 の条件 (M-1),(M-2),(M-3) を満たすことは、定義と命題 8よりほ

ぼ明らか。(M-4),(M-5) を示す。

a > 0, L > 0, M, V = 0, w ∈ Wn−1
0 とし, am, Lm, Mm, Vm ∈ Q∩[0,∞), wm ∈ A(w),

m = 1, 2, . . . を am ↑ a, Lm ↑ L, Mm ↑ M, Vm ↓ V, wm ↓ w, m → ∞ を満たすものと

する。a > 1 の時、

af̃(aL,M, V, a−1w) = lim
m→∞

amf̃(amLm, Mm, Vm, a−1
m wm)

= lim
m→∞

f̃(Lm,Mm, Vm, wm) = f̃(L,M, V,w)

これより (M-4) がわかる。

a > 0 の時、rk ∈ Q ∩ (0,∞) を rk ↓ a, k → ∞ となるようにとる。この時

f̃(aL, aM, rkV,w) = lim
m→∞

f̃(amLm, amMm, rkVm, wm)

= lim
k→∞

f̃(Lm,Mm, (rk/am)Vm, wm) = f̃(L,M, (rk/a)V,w)

k → ∞ として (M-5) がわかる。

以上により補題 2 が証明された。

補論 C 定理の証明

C.1 定理 1 の証明

f = S̃
(0)
N+1 = V/L とおく。これは条件 (MC)N+1 を満たす。以下, 帰納的に条件

(MC)n+1 を満たす S̃
(0)
n+1, n = N,N − 1, . . . , 1 が与えられた時、補題 2 を f = S̃

(0)
n+1 に

対して適用し、これに対する補題 2 の f̃ (0), f̃ (1) をそれぞれ S̃
(0)
n , S̃

(1)
n とおく。この時、

S̃
(0)
n は 条件 (MC)n を満たす。よってこの操作は継続できる。

これにより得られた S̃
(0)
n , n = 1, . . . , N + 1, S̃

(1)
n , n = 1, . . . , N が定理 1 を満たすこ

とは明らか。

よって、定理 1 は証明された。
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C.2 定理 2 の証明

(1) は定理 1 (7) より明らか。(2) は定理 1 (4) より明らか。

(3) を示す。x > 0, y = 0, xn → x, yn ↑ y, n → ∞ とする。この時、zn = infk=n xk,

un = supk=n xk, n = 1, 2, . . . とおくと、zn ↑ x であるので 定理 1 (5) より

lim
n→∞

f(xn, yn) 5 lim
n→∞

f(zn, yn) = f(x, y)

一方、
lim

n→∞
f(xn, yn) = lim

n→∞

un

x
f(

un

x
x, yn)

= lim
n→∞

f(x, yn) = f(x, y)

これらより (3) がわかる。

定理 1 (2),(3),(8) より帰納的に

S̃(0)
n (L, 0, V ) = S̃(1)

n (L, 0, V ) =
V

L
, n = N,N − 1, . . . , 1

となることがわかる。これより (4) の前半を得る。定理 1 (2),(3),(4),(8) より

S̃
(1)
1 (L,M, 1)

5 S̃
(1)
1 (L + MR̃n(πn(S̃(1)

n (L,M, V,w))), w), 0, 1, φ(w, πn(ξ))))

5 1

L + MR̃n(πn(S̃(1)
n (L, M, V,w))), w)

<
1
L

よって定理 1 (3)より (4) の後半を得る。

cn = 0, n = 1, 2, . . . , N の時、帰納的に

S̃(0)
n (L, M, V ) = V

L + Mq/α0
, S̃(1)

n (L, 0, V ) = V

L + Mq/α0
, n = 1, . . . , N

となることがわかる。実際、S̃
(0)
n+1(L,M, V ) = V

L+Mq/α0
ならば定理 1 (8) より

S̃(1)
n (L,M, V,w)

= inf
y∈[0,M ]

S̃
(0)
n+1(L+yR̃n(πn(S̃(1)

n (L,M, V,w))), w),M−y, V, φ(w, πn(S̃(1)
n (L,M, V,w)))))

= inf
y∈[0,M ]

V

(L + yR̃n(πn(S̃(1)
n (L,M, V,w))), w)q/α0) + (M − y)q/α0
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= inf
y∈[0,M ]

V

(L + yq/α0) + (M − y)q/α0
=

V

L + Mq/α0

よって定理 1 (3) より

S̃(0)
n (L, M, V ) = V

L + Mq/α0

を得る。

以上により定理 2 が証明された。
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