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要 旨 

本稿では、追加融資が行われうる場合の信用リスクを考察する。具体的

には、マートン型構造モデルにおいて、期待損失（Expected Loss, EL）
を最小化するような追加融資行動を想定し、貸出量の変動がデフォルト

確率、デフォルト時損失、金利収入の変化を通じて、EL や非期待損失
（Unexpected Loss, UL）に及ぼす影響を解析的に把握する。さらに、融
資初期時点における EL と UL が、2 次元正規分布を用いて解析的に評
価でき、数値解が容易に計算可能なことを示す。また、この結果を用い

て、期待損失の最小化（金利収入とデフォルト時損失から構成される期

待収益の最大化）が ULの拡大を招くことを定量的に評価する。 
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１. はじめに 

 2006 年度末よりバーゼルⅡ（Basel Committee on Banking Supervision 

<BCBS>[2005a]）の段階的適用が始まった。先進的内部格付手法を採用した金融

機関は、デフォルト率（probability of default, PD）に加えて、7年以上の過去デ

ータを用いてデフォルト時損失率（loss given default, LGD）とデフォルト時エク

スポージャー（exposure at default, EaD）の推計を行い、所要自己資本を算出する

ことが 2007年度末より求められる。 

 信用リスクの計量分析は、まず、PDのモデル化から始まり、バーゼルⅡの導

入を契機に LGDのモデル化も進展している（Frye [2000]、Phytkin [2003]、Peura 

and Jokivuolle [2005]等）。一方、バーゼルⅡの先進的内部格付手法では PD、LGD、

EaD の推計が求められるにもかかわらず、EaD のモデル化があまり進んでいな

い。実際、EaD については、当初の融資額を所与として固定し、確率的な要素

としては扱わない場合が多い。その理由としては以下の点が考えられる。①EaD

は銀行がある程度コントロール可能な変数であること、②そのコントロールは

将来時点の資産価値などを参照して行われ、以後の PD、LGDに影響を及ぼし得

ること、③企業の借入需要や他の金融機関との競争も EaD の変動に関係するこ

と、④貸出量だけでなく貸出金利によってもリスク･リターンの調整が行われる

可能性が高いこと、などである。このように、EaDをモデル化しようとすると、

様々な制約のもとでの動学的最適化問題を取り扱うことになり、その扱いが容

易ではない。 

 ごく最近、EaD のモデル化が試みられるようになってきた（Moral[2006]、

Jiménez and Mencía [2007]、Kupiec[2007]）。しかしながら、これらは、EaDの過

去データを用いた簡単な回帰分析であったり、共通ファクターとの関係を考慮

しながら EaDを確率分布として捉える手法にとどまっており、EaDを銀行がコ

ントロールできる内生的な変数として捉えるアプローチではない1。 

 本稿では、信用リスク･モデルの動学化の第一歩として、銀行が所与のタイミ

ングで追加融資を 1回行う場合を想定し、EaDの変化と PDや LGDの変化との

                                                 
1 銀行が企業にコミットメント･ラインを提供しているときには、EaDは銀行がコントロー
ルできる変数とはならない。本稿の問題意識とは異なるが、業績や資金繰りが悪化した企

業がコミットメント･ラインを行使することによる信用リスクの増大は、EaDの確率モデル
を迫る重要な問題として検討され始めている（例えば、Schuermann [2004]、Gruber and 
Parchert [2006]を参照）。 
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構造的な相互関係を考慮したモデル化を行う。そのうえで、期待損失（expected 

loss, EL）や非期待損失（unexpected loss, UL）を導出する。 

 具体的には、融資の満期時点でデフォルトの有無を判定するマートン型の構

造モデルを用いて、期中での追加融資によって EaD に変化が生じた際、PD や

LGD の変化を通じて、EL や UL がどのように変化するかを考察する。その際、

期中での追加融資は、その時点で EL を最小化するように行われるものとする。

これをイメージ図で表すと図 1のようになる。 

図 1 最適追加融資と損失額 

現在

負債 D

資産の価値 A
→幾何ブラウン運動

現在の資
産価値 A0

追加融資時点：t

追加融資：Δ*
→期待損失(EL)最小
化によって決定

At

追加融資後の資産
At+ Δ*

満期（デフォルト判定時）：T

追加融資後の負債

D+ Δ*

回収額

損失額 LT

ATの確率分布

ELの算出

 

 本稿では、こうしたモデル化により、追加融資を考慮した場合の ELや ULが

2次元正規分布の分布関数を用いて解析的に表現でき、数値解が容易に計算可能

なことを示す2。また、このモデルでは、追加融資の判断や追加融資に伴う EL･

ULの変化を明確に特徴付けることができる。 

 まず、追加融資の判断時点で、企業の資産価値に応じて、銀行の対応が 3 つ

に分かれることを示す。資産価値が一定値よりも下落した場合は、追加融資に

より PDを低下させ ELを抑制できるため、銀行は追加融資を行う。一方、資産

                                                 
2 企業の債券や株式価値の解析的な評価という観点からは、Geske [1977]や池田･小林･高橋 
[2005]が関連した分析を行っている。Geske [1977]では、企業が短期債と長期債の 2種類の
債券を発行している際に、短期債の満期での償還は増資によって行われると仮定すること

で、株式価値、債券価値を 2次元正規分布の分布関数を用いて評価している。一方、池田･
小林･高橋 [2005]では、短期債の満期で新たな短期債を発行することで資金調達を行ったり、
短期債の償還を猶予するモデルへの拡張を行っている。 
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価値が一定値よりも上昇した場合も、貸出金利と調達金利の差による金利収入

の増加を通じて ELを抑制（期待収益を増大）できるため、銀行は追加融資を行

う。両者の中間では、追加融資しないことが最適な判断となる。 

 ところが、EL 最小化行動に伴う追加融資は、UL の拡大に繋がりやすい。本

稿では、上記のモデルにより数値例を用いて ELの低下と ULの上昇を定量的に

評価している。EL最小化に伴う追加融資が ULの拡大をもたらす現象は、銀行

が融資の信用リスクを動的に管理しようとした場合、期待収益（損失）とその

分散あるいは VaR（Value-at-Risk）のトレードオフに対して、どのような選好を

持つかという問題に直面することを示唆している。 

 本稿の構成は以下のとおりである。まず、２節では、追加融資を考慮したモ

デルを構築し、追加融資の条件や融資後の PD 等を考察したうえで、EL を解析

的に評価する。３節では、一定の条件下で UL（の寄与）を求めることとストレ

ス時期待損失（SEL）を求めることが同値になることを示したうえで、SELを解

析的に評価する。４節では、本稿をまとめる。 

 

２. 追加融資を考慮した EL 

（１） マートン･モデルと銀行の損失関数 

 ある企業の資産価値 tA は次の幾何ブラウン運動に従うとする。 

 tttt dWAdtAdA σμ +=  (1) 

この資産価値 tA は、企業の持つ資産を流動化したときの価値を表すものとする。 

 マートン･モデル（Merton[1974]）と同様に、この企業に対してある 1 つの銀

行が時点Tを満期とする額面Dの貸出を行うとする。銀行は、割引率 0Lr （貸出

金利）で割引債の形で貸出を行うものとする。したがって、時点 0 での貸出量

は TrDe 0− となる。満期Tで資産価値が負債額面Dを下回っているときには、企業

はデフォルトし、その資産価値で負債の返済が行われるものとする3。 

                                                 
3 既存研究では、担保付の融資を考え、LGDは担保の償却によってカバーできない部分と
してモデル化されることが多い（Frye [2000]、Phytkin [2003]、Peura and Jokivuolle [2005]等）。
本稿では、より単純に、融資全体のうち残余資産でカバーできない部分を LGDとして捉え
る。デフォルトのモデルでは、ある閾値に到達した時点でデフォルトが生じるとした初到

達時間モデル（Black and Cox[1976]等）が採用されることが多いが、閾値を融資額に設定す
ると LGDが 0になってしまうため、本稿では採用しなかった。また、Leland [1994]や Leland 
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 (1)式より、時点 0での資産価値を 0A とすると、満期Tで資産価値 TA は、 

 ),)2/((lnNln 22
0 TTAAT σσμ −+～  (2) 

となる。このとき、当該企業のデフォルト確率 PDは、 

 )()lnPr(ln)Pr( 0dDADAPD TT Φ=<=<=  (3) 

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−= T

A
D

T
d

2
ln1 2

0
0

σμ
σ

 (4) 

で与えられる。ここで、 )(⋅Φ は標準正規分布の分布関数である。 

 銀行は、企業に貸し出す資金を市場で割引債の形で調達するものとする。そ

の際の調達金利は 0Mr とする。つまり、銀行は、額面 Trr LMDe )( 00− 、金額では TrDe 0−

の調達を行い、全額を企業に貸し出す。満期 Tで、銀行は Trr LMDe )( 00− を市場に返

済する一方で、当該企業からDの返済を受ける。ただし、当該企業がデフォル

トした場合（ DAT < ）には、その時の資産価値 TA を流動化して、市場への返済

に充てることになる。つまり、満期時の銀行の損失 TL は、 

 +− −+−= )()1( )( 00
T

Trr
T ADeDL LM  (5) 

で表され4、時点 0での期待損失 ELは、 

 
)()()1(

])[()1(][

000
)(

0
)(

0

00

00

TdeAdDeD

ADEeDLE
TTrr

T
Trr

T

LM

LM

σμ −Φ−Φ+−=

−+−=
−

+−

 (6) 

と表すことができる5。ここで、(6)式右辺第 1 項の )1( )( 00 −− Trr LMeD は銀行の金利

コスト額を示している。通常、 00 LM rr < であるため金利収入（負の金利コスト）

と解釈できる。第 2項以下は、ブラック＝ショールズ･モデルで行使価格を Dと

したときのプット･オプション価格に対応している。 

 以上の議論は、追加融資されない条件下での ELの評価であった。次に、時点

tにおいて追加融資が行われた場合の ELの評価を行う。 

 
                                                                                                                                               
and Toft [1996]で考慮されている法人税やデフォルト･コストについては、簡単化のため捨象
した。 
4 +)(X は X の正の部分を表す。すなわち、 )0,max()( XX =+

である。 
5 (6)式から期待 LGD（ DADE T /])[(0

+− ）は、 )()/()( 000 TdeDAd T σμ −Φ−Φ で与えられる

（Altman, Resti and Sironi [2001]を参照）。本稿では、貸出債権のプライシングを行うわけで
はないため、リスク中立測度ではなく現実の観測測度で議論を行っている。 
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（２） 時点 tでの EL 

 期中時点 t（ Tt <<0 ）で、銀行は貸出先企業の資産価値 tA を観察できるもの

とする。また、当該企業の資産価値 tA が貸出額面Dを下回っていても、当該企

業はデフォルトしない。 

 銀行は時点 tで追加融資できるものとする6。追加融資の期間は tT −=τ とし、

時点 Tで期初の貸出と併せて回収を行う。時点 tで銀行が企業に融資する貸出金

利は Lr 、市場からの調達金利は Mr とする7。 

 時点 tで、額面 0≥Δ の追加融資（割引貸出）を行ったとすると、当該企業に

は τLre−Δ のキャッシュが入り、企業の資産価値はそれだけ上昇する。すなわち、

企業の資産価値は時点 t より τLr
t eA −Δ+ を初期値と設定し直して幾何ブラウン運

動に従うことになる。 

 貸出量変化後の当該企業のデフォルト確率 )(ΔtPD は、 

 ))(()Pr()( ΔΦ=Δ+<=Δ tTt dDAPD  (7) 

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

Δ+
Δ+

=Δ − τσμ
τσ τ 2

ln1)(
2

Lr
t

t eA
Dd  (8) 

となる。貸出量変化後の満期における銀行の損失は、 

 +−− −Δ++Δ−−Δ+=Δ )()( )()( 00
T

rrTrr
T ADDeDeL LMLM τ  (9) 

と表現されることから、時点 tでの期待損失 ELは、次式で与えられる。 

 
))(()(

))(()()1()1()]([ )()( 00

τσμττ

τ

−ΔΦΔ+−

ΔΦΔ++−Δ+−=Δ
−

−−

t
r

t

t
rrTrr

Tt

deeA

dDeeDLE
L

LMLM

 (10) 

 

（３） 時点 tでの ELを最小化する追加融資量 

 次に、時点 tでの追加融資により、期待損失が低下する場合があること、期待

損失を最小化する最適な追加融資量が算出できることを示す。 

 (10)式で表される銀行の期待損失 )]([ ΔTt LE の追加融資量Δに関する微分は、 

                                                 
6 時点 tでの早期（部分）回収は考えない。 
7 本稿では、追加融資のタイミング t、追加融資に適用される貸出金利 Lr を固定して、追加
融資量を最適化する問題を考えるが、追加融資量を固定して貸出金利を最適化する問題や、

追加融資のタイミング tを最適化する問題への拡張も可能である。 
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 ))(())((1
)]([ )()( τστμτ −ΔΦ−ΔΦ+−=

Δ∂
Δ∂ −−

t
r

t
rrTt dede

LE
LLM  (11) 

となる。(11)式を一般化して 

 )()(1)( )()( τστμτ −Φ−Φ+−≡ −− dededf LLM rrr  (12) 

と置くと、最適追加融資量が有限な正の値という条件のもとでは、 ML rr > なら

ば 0)( *
1 =df となる *

1dd = が存在し（ケース 1）、 Mr>μ ならば 0)( *
2 =df となる

*
2dd = が存在する（ケース 2）ことがわかる（ただし、 *

2
*
1 dd < ）。この *

2
*
1 ,dd は、

数値計算で簡単に求めることができる（詳細は補論１を参照）。そこで、 t , T , 

Mr , Lr , μ , σ を所与とし、追加融資が行われる 2つのケースについて、最適な

追加融資量や最小化された期待損失を求める。 

 まず、ケース 1 は、 ML rr > のもとで、 *
1ξDAt > の場合に追加融資が行われる

ことを示している。ここで *
1ξ は、 

 τσμτσξ )2/(*
1

2*
1 −−−≡ de  (13) 

で定義される。最適な追加融資量 *
1Δ は、 

 
τξ
ξ

Lr
t

e
DA
−−

−
=Δ *

1

*
1*

1  (14) 

となる。最適な追加融資量 *
1Δ のもとでデフォルト確率は、 

 )())(( *
1

*
1 ddt Φ=ΔΦ  (15) 

となり、銀行の期待損失は(10)、(15)式より次式で表せる。 

 )()()1()]([ *
1

*
1

)(*
1

00 τσμτ −Φ−Φ+−=Δ − deAdDeDLE t
Trr

Tt
LM  (16) 

 次に、ケース 2 は、 Mr>μ のもとで、 *
2ξDAt < の場合に追加融資が行われる

ことを示している。このとき、最適な追加融資量は、 

 
τξ
ξ

Lr
t

e
DA
−−

−
=Δ *

2

*
2*

2  (17) 

デフォルト確率は、 

 )())(( *
2

*
2 ddt Φ=ΔΦ  (18) 

となり、銀行の期待損失は、 

 )()()1()]([ *
2

*
2

)(*
2

00 τσμτ −Φ−Φ+−=Δ − deAdDeDLE t
Trr

Tt
LM  (19) 
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となる。ただし、 

 τσμτσξ )2/(*
2

2*
2 −−−≡ de  (20) 

である（詳細は補論１を参照）。 

 以下では、企業の期待資産成長率μや貸出金利 Lr が銀行の調達金利 Mr よりも

大きいという状況を考える8。このとき、以下の 3つの状態が存在する9。 

状態 I： *
1ξDAt > で追加融資が行われる（金利差による期待利益の上昇）。 

状態Ⅱ： *
1

*
2 ξξ DAD t ≤≤ で追加融資が行われない。 

状態Ⅲ： *
2ξDAt < で追加融資が行われる（PDの低下による EL最小化）。 

 具体的な例として、満期時点 2=T （年）、追加融資判定時点 1=t （年）、追加

融資判定時点の貸出金利 %1=Lr 、追加融資判定時点の調達金利 %5.0=Mr 、企業

の期待資産成長率 %5=μ 、資産価値のボラティリティ %10=σ と設定する。こ

の条件下で、初期時点の貸出額面 Dを 100 として、追加融資の有無の分岐点と

なる資産価値 tA の水準（すなわち、 *
1ξD 、 *

2ξD ）を考察する。 

 Mr>μ かつ ML rr > であり、(12)式の 0)( =df となる dは 2つ存在し、 

  1.905*
1 −≅d , 0.632 *

2 ≅d  (21) 

となる。これらを(13), (20)式に代入することで、追加融資が行われる状況は、

115.67*
1 ≅> ξDAt あるいは 89.74*

2 ≅< ξDAt が成立する場合であることがわかる。

追加融資後の PDは(15), (18)式に *
1d 、 *

2d の値を代入することで得られる。追加

融資直前の企業の資産価値 tA に対して、最適な追加融資量 *Δ をプロットすると、

図 2のようになる。 

                                                 
8 ML rr >≥μ と ML rr >> μ の 2つの場合があり得るが、前者の場合、資産価格 tA の水準
に依らず追加融資 0>Δ によって企業の資本価値（株主価値）を上げることができる。これ

は、追加融資後の資本価値は )]([)( )()( 00 Δ+Δ−−Δ+ −−−
Tt

rrTrrr
t LEeDeeeA LMLML τμττ となり、

Lr≥μ では資本価値の追加融資量に関する 1階微分が必ず正になるためである。 
9 厳密には、追加融資量が有限である場合に 3つの状態に分かれる。追加融資量が有限にな
る条件等も補論１を参照。 
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図 2 追加融資直前の企業の資産価値 tA と最適な追加融資量 *Δ  

70 80 90 100 110 120 130 140

100

200

最適追加
融資量
Δ*

追加融資直前の資産価値 At

状態ＩＩＩ
（不調時）

状態ＩＩ
（中立時）

状態Ｉ
（好調時）

Dξ*1Dξ*2
PDを下げるため、
資産が悪いほど
追加融資量が多い

金利差を稼ぐため、
資産が良いほど
追加融資量が多い

（１４）式（１7）式

 

 追加融資直前の資産価値 tA について、いくつかの数値を与え、最適追加融資

量 *Δ と追加融資のあり･なしの場合の EL、PDを表 1に示す。まず、 tA が 90も

しくは 115の場合、追加融資なし（ 0* =Δ ）が最適となっている。 85,80=tA と

資産価値が低い状態では、追加融資を行うことで ELが低下することが、追加融

資なしの ELt(0) と追加融資ありの ELt(Δ*) の変化から確認できる。追加融資によ

り PD が低下している点も確認される（PDt(Δ*)＜PDt(0)）。なお、 80=tA と資産

価値が低いほど、その EL 改善（低下）効果は大きく現れている。一方、

125,120=tA と資産価値が高い状態では、PDは上昇する（PDt(Δ*)＞PDt(0)）もの

の、EaD増加に伴う金利収入の上昇により、EL（表 1では、負値すなわち期待

収益）は改善している。 

表 1 時点 tでの企業の資産価値と最適追加融資量、EL、PDの変化 
At Δ* ELt(Δ*) ELt(0) PDt(Δ*) PDt(0) 

80 105.19 13.54 15.06 73.64% 96.26% 
85 51.21 9.85 10.26 73.64% 88.00% 
90 0.00 6.16 6.16 72.69% 72.69% 

115 0.00 −0.87 −0.87 3.23% 3.23% 
120 26.01 −0.99 −0.96 2.84% 1.15% 
125 56.02 −1.11 −0.98 2.84% 0.37% 
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（４） 初期時点の EL 

 ここまでは時点 tにおいて資産価値 tA が判明したという前提で ELの最小化問

題を考察した。以下では、時点 t において生起した tA の状態に応じて上記のよ

うに銀行が行動する場合、初期時点で ELがどのように評価されるのかを考察す

る（図 3を参照）。こうしたアプローチは、将来の行動を確率的に考慮したうえ

で、初期時点でのリスクを把握するという意味で、「確率動学的なリスク評価法」

の 1 つといえる。具体的には、まず、時点 t での資産価値 tA に応じて状態Ⅰ、

状態Ⅱ、状態Ⅲに分け、それぞれの生起確率と時点 tでの ELを求める。各状態

の ELを足し上げて、最終的に初期時点の ELを導出する。 

図 3 資産価値 tA に応じた初期時点の ELの評価 

現在

資産の価値A
→幾何ブラウン

追加融資時点t の
資産価値Atによって場合分け

追加融資の最適行動Δ*

状態Ⅰ：好調時
資産価値上昇

At > Dξ*1

状態Ⅱ：中立時
資産価値変動小

Dξ*2 < At < Dξ*1

状態Ⅲ：不調時
資産価値下落

At < Dξ*2

Δ*> 0 追加融資あり
貸出金利と調達金利の差

（rL−rM ）を得ることができるため

追加融資を行う。

Δ*= 0 追加融資なし
追加融資を行ってもPDの抑制が
少ないため、追加融資を行わない。

Δ*> 0 追加融資あり
追加融資がPDを抑制するため、
ELを減少することができる。

現在の資産価値
A0

生起確率PIは(23)式

生起確率PIIは(26)式

生起確率PIIIは(30)式

期待損失ELIは（25）式

期待損失ELIIIは(31)式

期待損失ELIIは(28)式

全体の期待損失ＥＬ= ELⅠ+ ELⅡ + ELⅢ ：(32)式  

 (1)式より、時点 tで企業の資産価値 tA の分布は 

 ),)2/((lnNln 22
0 ttAAt σσμ −+～  (22) 

となり、各状態の生起確率と ELは以下のように与えられる（各状態の ELに関

する数式展開の詳細は補論２を参照）。 

状態Ⅰの生起確率と EL 

 ML rr > が成立しているという条件下では、時点 tで企業の資産価値が高い状態

（ *
1ξDAt > ）にあれば、追加融資が行われる。その確率 ]Pr[ *

1I ξDAP t >≡ は(23)

式で与えられる。 
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)(
)2/(lnln

1

])2/(lnPr[ln]Pr[

*
1

2*
10

2*
1

*
1

δ
σ

σμτσ

τσμτσξ

−Φ=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −−−−
Φ−=

−−−>=>≡

t
TdAD

dDADAP ttⅠ

 (23) 

ここで、 *
1δ は、(4)式の 0d を用いて、 

 tdtTd // *
10

*
1 τδ −=  (24) 

と定義した。状態Ⅰの ELを IEL とすると、 IEL は(25)式で与えられる。 

 )()()(}1)({ *
1

*
10

*
1

)(*
1

00 tdeAedDEL TTrr LM σδτσδ μ +−Φ−Φ−−Φ−+Φ= −
Ⅰ  (25) 

状態Ⅱの生起確率と EL 

 *
1

*
2 ξξ DAD t ≤≤ ならば追加融資は行われない。この確率 ⅡP は、(23)式と同様の

手順で(26)式で与えられる。 

 )()(]Pr[ *
2

*
1

*
1

*
2 δδξξ Φ−Φ=≤≤≡ DADP tⅡ  (26) 

ここで、 

 tdtTd // *
20

*
2 τδ −=  (27) 

と定義した。状態Ⅱの ELを ⅡEL とすると、 ⅡEL は(28)式で与えられる。 

 
)};,();,({

)};,();,({)}()(){1(

0
*
220

*
120

0
*
220

*
12

*
2

*
1

)( 00

ρσσδρσσδ

ρδρδδδ
μ TdtTdteA

ddDeDEL
T

Trr LM

−−Φ−−−Φ−

Φ−Φ+Φ−Φ−= −
Ⅱ  (28) 

ここで、 ρは(29)式で与えた。 

 Tt /=ρ  (29) 

状態Ⅲの生起確率と EL 

 Mr>μ が成立しているという条件下では、時点 tで企業の資産価値が低い状態

（ *
2ξDAt < ）にあれば、追加融資が行われる。その確率 ⅢP は、 

 )(]Pr[ *
2

*
2 δξ Φ=<≡ DAP tⅢ  (30) 

で与えられる。また、状態Ⅲの ELを ⅢEL とすると、 ⅢEL は(31)式で与えられる。 

 
)()()(}1)({

]1)([
*
2

*
20

*
2

)(*
2

*
20

00

*
2

tdeAedD

LEEL
TTrr

DAT

LM

t

σδτσδ μ

ξ

−Φ−Φ−Φ−+Φ=

Δ≡

−

<Ⅲ
 (31) 
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全体の EL 

 追加融資を考慮して初期時点で評価した ELは(25), (28), (31)式より、以下のよ

うに 2次元標準正規分布の分布関数を用いて表現される10。 

 

)};,();,(

)()()()({

)};,();,()()()()({
)1(

][

0
*
220

*
12

*
2

*
2

*
1

*
10

0
*
220

*
12

*
2

*
2

*
1

*
1

)(
0

00

ρσσδρσσδ

σδτσσδτσ

ρδρδδδ
μ

TdtTdt

tdtdeA

ddddD
eD

ELELELLE

T

Trr
T

LM

−−Φ−−−Φ+

−Φ−Φ++−Φ−Φ−

Φ−Φ+ΦΦ+−ΦΦ+

−=

++=
−

ⅢⅡⅠ

 (32) 

ただし、 0d , *
1δ , *

2δ , ρはそれぞれ(4), (24), (27), (29)式で定義される（ *
2

*
1 ,dd の

求め方は補論１を参照）。 

 （３）節と同じ設定で11、当初資産価値 0A の数値に対して、追加融資を考慮し

た EL（ )]([ *
0 ΔTLE , (32)式）と追加融資を考慮しない EL（ )]0([0 TLE , (6)式）を表 

2 で比較する。表 1 では tA の値によって追加融資が行われない場合が存在した

が、表 2 では、時点 t までの資産価値変動が確率的に与えられるため、どのよ

うな 0A の水準に対しても追加融資の可能性がある。表 2からは、どの当初資産

価値 0A に対しても、追加融資を考慮することによって、EL が小さくなること、

特に、 0A が小さい場合にはμがある程度大きくても、時点 t での資産価値 tA が

小さいままである可能性が高く、PDの低下を見込んで追加融資が行われやすく

なり、その結果、ELの改善（低下）効果も大きくなることがわかる。 

                                                 
10 2次元標準正規分布の分布関数（累積密度関数）の計算は、例えば、ハル[2005]の付録 12C
を参照。 
11 （３）節では、時点 tでの貸出金利 %1=Lr 、調達金利 %5.0=Mr と設定したが、初期時

点の貸出金利、調達金利もそれぞれ %10 =Lr 、 %5.00 =Mr と同じ金利を想定する。なお、

両時点での適用金利が異なっても同様に議論できる。また、時点 tで貸出量（EaD）ではな
く追加融資の貸出金利 Lr を調整して EL最小化を行うモデルも考えられる。 
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表 2 追加融資を考慮した ELと考慮しない EL 
A0 (1) E0[LT(Δ*)] (2) E0[LT(0)] (1)−(2) PⅠ PⅡ PⅢ 

80 10.78 12.00 −1.21 0.1% 24.2% 75.8%
85 7.45 8.03 -0.58 0.4% 45.9% 53.7%
90 4.66 4.90 −0.24 2.0% 66.4% 31.6%
95 2.54 2.63 −0.09 6.4% 78.1% 15.4%
100 1.06 1.10 −0.04 15.7% 78.0% 6.3%
105 0.11 0.15 −0.04 30.2% 67.6% 2.2%
110 −0.47 −0.40 −0.07 47.9% 51.4% 0.6%
120 −1.06 −0.86 −0.21 79.3% 20.6% 0.0%

 

３. 追加融資を考慮した UL 

 ２節では EL最小化を前提として最適な追加融資量や初期時点での ELの評価、

数値例による EL改善幅を考察した。期中時点で EL最小化を目的とした追加融

資を行うことを想定したとき、ULが引き下げられるとは限らず、その場合、信

用リスクが削減されるとはいえない。ULが上昇したときには、その分に応じて

自己資本を積み増す必要がある。そこで、本節では、追加融資を考慮した場合

の ULを導出し、追加融資を考慮しない場合との比較を行う。 
 

（１）ULとストレス時期待損失 

 銀行の与信ポートフォリオの UL を VaR（Value-at-Risk）と EL との差で定義

する。VaRの算出にあたっては、ファクター型のマートン･モデルを用いる。す

なわち、ポートフォリオを構成する各与信 iの損失 iL は、共通ファクター（シス

テマティック･リスクファクター）X と、それとは独立な個別ファクター iY によ

って生じるとする。このとき、共通ファクター X を所与とすると、各債務者の

デフォルトは互いに独立となる。ポートフォリオが十分に分散化され、どの債

務者のエクスポージャーも、ポートフォリオ全体に比べると無視し得るほど小

さいという状況では、与信ポートフォリオの損失 ∑= i iLL の分布は、 X を所与

とするときの条件付期待損失 ]|[ XLE で与えられる（Vasicek [2002]、Gordy [2003]、

安藤[2005]）。さらに、①共通ファクター X は単変量、②全ての与信 iについて、

共通ファクター X の条件付期待損失 ]|[ XLE i は、 X について連続微分可能で単

調減少関数、という 2つの条件が成立するとき、ポートフォリオの損失分布のα
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分位点 )(Lqα 、すなわち、信頼水準αの VaRは、X の α−1 分位点 α−1x を用いて、

(33)式で表現される。 

 ]|[)( 1 αα −== xXLELq  (33) 

ここで、(33)式の条件付期待値について、 

 ∑ −− ===
i

i xXLExXLE ]|[]|[ 11 αα  (34) 

が成立し、ポートフォリオの VaRである )(Lqα に対する各与信 iの寄与分は、 

 ]|[SEL 1 α−== xXLE ii  (35) 

で表すことができる。(35)式を与信 iのストレス時期待損失（SEL）と呼ぶ。信

頼水準αでの与信ポートフォリオの ULのうち、与信 iの寄与分は、 

 ][SELUL iii LE−=  (36) 

と表されるため、与信 iのストレス時期待損失を求めることで、ポートフォリオ

の ULに対する与信 iの寄与を算出することができる。表記の簡便化のため、以

下では添字 iを省略する。 

 

（２）ストレス時期待損失の算出 

 ストレス時期待損失（SEL）を求めるため、まず「ストレス」を定義する。(1)

式で表される企業の資産価値変動を導出する標準ブラウン運動 tW は、共通ファ

クター tX と Rという相関を持ち、共通ファクター tX 、個別ファクター tY は互

いに独立な標準ブラウン運動で表現されるとする12。このような tW は、 

 ttt YRXRW −+= 1  (37) 

で与えられる。 

 00 =X とすると、「ストレス」は、 )()1( 11 αα −− Φ−=−Φ= TTX T という値を

とっている状況を指す。したがって、ストレス状況下での銀行の期待損失SELは、

追加融資を考慮しなければ、 

                                                 
12 本稿では、バーゼルⅡの内部格付アプローチの考え方（BCBS[2005b]を参照）に即して、
資産価値と共通ファクターの相関を正の値 Rとしているが、資産価値に対して共通ファク
ターと負の相関を持つ場合も本稿の枠組みで考えられる。 
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と表現できる。(38)式の条件付期待値を評価すると、追加融資を考慮しない場合

の SELは、 

で与えられる（詳細は補論３）。ここで、 Sd は次式のように定義した。 

 
R
RPD

R
Rd

dS
−

Φ+Φ
=

−

Φ+
≡

−−−

1
)()(

1
)( 111

0 αα
 (40) 

 

（３）時点 tでのストレス時期待損失 

 時点 tでの追加融資後の当該企業のストレス時期待損失は、 

 
],),(|)[(

)1()1()(
1*

)(*)(* 00

ttTTt

rrTrr
t

YXTXADE

eeDSEL LMLM

α

τ

−+

−−

Φ−=−Δ++

−Δ+−=Δ
 (41) 

と表現される。ここでは、追加融資がなされる場合と追加融資がなされない場

合に分けて、(41)式右辺の期待値がどのように表現されるかを考察する。 

追加融資がなされる場合 

 tX , tTtT XXX −≡− を用いてストレスの条件を表すと、 

 )(1 α−
− Φ−=+= TXXX tTtT  (42) 

となる。 *Δ が時点 tでの ELを最小化する最適な追加融資量であることを考慮す

ると、 TA は、 tTtT YYY −≡− も用いて、 

 

}1))(({*

)1(*

)1()2/(*

1*

*
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−
−

−−

−−

−+−Φ−−

−+−

−+−−
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Δ+=

Δ+=

αστσ

στσ

στσμτ

 (43) 

と表現される。このとき、(41)式は次式に帰着する。 

 )](|)[()1()( 1
0

)( 00 αα
−+− Φ−=−+−== TXADEeDSELLq TT

Trr LM  (38) 

 )1()}(1{ 2/)(
0

)( 21
00 RTdeeeAdeDSEL S

TRRTT
S

Trr LM −−Φ−Φ+−= −Φ−− −

σσασμ  (39) 
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τ
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τ
τ

σσαστσ

τ

ξ

ξ
ξ  (44) 

追加融資がなされない場合 

 追加融資がなされない場合、 0* =Δ より、(41)式は次式に帰着する。 

 
]|)[()1(

],),(|)[()1()0(
)}(1)({)2/(

0
)(

1)(

12
00

00

t
YYRRTT

t
Trr

ttTTt
Trr

t

YeeADEeD

YXTXADEeDSEL
tTtLM

LM

++−+Φ−−−

−+−

−
−

−+−=

Φ−=−+−=
ασσμ

α
 (45) 

 

（４）初期時点でのストレス時期待損失 

 追加融資を考慮した初期時点でのストレス時期待損失 )]([ *
0 ΔtSELE は、追加融

資を考慮した ELと同様に、時点 tでの資産価値 tA の状態に応じて 3つの状態に

分けて評価できる。すなわち、 

 ⅢⅡⅠ SELSELSELSELE t ++=Δ )]([ *
0  (46) 

ただし、 

 ]1)([ *
1

*
10 ξDAt

t
SELESEL

>
Δ≡Ⅰ  (47) 

 ]1)0([ *
1

*
2

0 ξξ DADt
t

SELESEL
≤≤

≡Ⅱ  (48) 

 ]1)([ *
2

*
20 ξDAt

t
SELESEL

<
Δ≡Ⅲ  (49) 

となる。これは、追加融資を考慮した ELと同様、2次元正規分布の分布関数を

用いて解析的に表現できる。その導出の概略を以下に示す。 

状態Ⅰの SEL 

 (44)式を用いて、(47)式を評価すると次式を得る（詳細は補論４を参照）。 
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2*
1

22*
1

00

ρησσδρδ

ρητσσδ

ρησσδ

δξσδ
ξ

δ

ησηστ

σσησ

μ

μτ
τ

−−−Φ−−Φ−

−−−+−Φ−

++−Φ+

−Φ−+−Φ−
−

+

−Φ−=

+−−

−+−−

−
−

−

htRehDe

RhtRe

RthteA

DteAe
e

eDSEL

hr

TRth

t

trr
r

Trr

L

LM

L

LM
Ⅰ

 (50) 

ただし、η、 *
1h 、 *

2h 、 *ρ は(51)～(53)式のように与える。 

 RtR +−≡ τη )1(  (51) 

 
η
ατ RTdh i

i
)(1*

*
−Φ+

≡ , 2,1=i  (52) 

 ηρ /* tR≡  (53) 

状態Ⅱの SEL 

 (45)式を用いて、(48)式を評価すると、次式を得る（詳細は補論４）。 

 

)};,(

);,({

)};,();,({)}()(){1(

*
22

*
12

)()2/(
0

*
22

*
12

*
2

*
1

)(

12

00

SSSSS

SSSSS
RTTR

SSSS
Trr

d

deA

ddDeDSEL LM

ρσρδσ

ρσρδσ

ρδρδδδ
ασσμ

−−Φ−

−−Φ−

Φ−Φ+Φ−Φ−=
−Φ−−

−
Ⅱ

 (54)

ただし、 Sd は(40)式、 Sρ 、 Sσ は(55), (56)式のように与える。 

 TtRS /)1( −≡ρ  (55) 

 TRS )1( −≡ σσ  (56) 

状態Ⅲの SEL 

 状態Ⅰの SELと同様に、(49)式を評価すると、次式を得る（詳細は補論４）。 
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 (57) 
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全体の SEL 

 (46), (50), (54), (57)式より、追加融資を考慮したストレス時期待損失 SELは、

次式のように 2次元正規分布の分布関数を用いた解析解で表せる。 
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 (58)

 

（５）追加融資を考慮した ELと ULの数値例 

 ２（４）節と同じ設定のもとで追加融資を考慮した ELと ULの数値例を示す。

ULの算出では、信頼水準 %9.99=α として、追加融資を考慮した EL、SEL、UL

の寄与を求め、追加融資を考慮しない EL、SEL、ULの寄与と比較する。相関に

ついては、R = 0.12をベースに R = 0.24の場合も検証する13。その結果を表 3に

示す。 

                                                 
13 バーゼルⅡの内部格付アプローチでは、事業法人向けの与信について、PDに応じて指定
関数に従い 0.12～0.24の Rを設定することが求められている（ただし、売上高が 5千万ユ
ーロ未満の場合は売上高でも調整される）。ここでは、バーゼルⅡで求められる相関 Rのう
ち、最も小さいもの（0.12）と最も大きいもの（0.24）を設定した。 
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表 3 追加融資を考慮した ULと考慮しない UL 
R =0.12 （参考）R =0.24

A0 EL(Δ*) EL(0) 
SEL(Δ*) SEL(0) UL(Δ*) UL(0) UL(Δ*) UL(0) 

80 10.78 12.00 30.16 23.18 19.37 11.18 27.40 15.81 
85 7.45 8.03 22.26 18.62 14.81 10.60 21.30 15.37 
90 4.66 4.90 15.97 14.32 11.31 9.42 16.82 14.16 
95 2.54 2.63 11.18 10.43 8.64 7.80 13.56 12.28 
100 1.06 1.10 7.69 7.12 6.63 6.02 11.17 9.97 
105 0.11 0.15 5.32 4.48 5.21 4.32 9.59 7.58 
110 −0.47 −0.40 3.91 2.50 4.38 2.90 8.85 5.39 
120 −1.06 −0.86 3.16 0.23 4.22 1.09 9.63 2.25 

（注）簡単化のため以下のような表記法を用いている。 )]([)( *
0

* Δ≡Δ TLEEL 、

)]([)( *
0

* Δ≡Δ tSELESEL 、 )]([)]([)( *
0

*
0

* Δ−Δ≡Δ Tt LESELEUL 、 )]0([)0( 0 TLEEL ≡ 、

)]0([)0( 0 tSELESEL ≡ 、 )]0([)]0([)0( 00 Tt LESELEUL −≡ 。 

 

 表 3より、期待損失を最小化するような追加融資が行われる場合、ELは小さ

くなるものの、SELが大きくなり、ULの寄与が拡大することがわかる。これは、

ELを抑制するための追加融資が EaDを拡大させたため、満期時点がストレス状

態にあった場合、損失がより拡大してしまうことを意味している。また、ULの

増加幅は相関 Rが高いほど大きくなることがわかる。 

 このように、銀行が期待損失の最小化（期待収益の最大化）行動を行うと、

UL で測ったときに非常に大きな信用リスクを抱えてしまう危険性があること

がわかる。この問題に対しては、平均･分散分析のように、EL を一定値より低

い水準に抑えたうえで、ULを最小化するという行動原理や、自己資本をある一

定水準に保つため、UL の上限をその範囲に抑えつつ、EL を最小化（期待収益

を最大化）する行動原理を規定し対処することが考えられる。あるいは、ELと

ULが取り得る組合せの中から、両者のトレードオフを勘案して銀行にとって望

ましい組合せを選択するという考え方もある。銀行が融資の信用リスクを動的

に管理しようとする場合、ELや ULに対してどのような選好を持ち、その選好

に従ってどのように行動するかの判断基準を明確に持つことが求められる。 
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４. おわりに 

 本稿では、信用リスク･モデルの構成要素の中で取組みが遅れていた EaDの変

化について、追加融資を考慮したモデル化を試み、信用リスク量（EL、UL）を

解析的に導出し、その検証を行った。EaD を銀行がコントロールできる変数と

して内生的にモデル化し、EaD、PD、LGD の構造的な関係に注目して、動的な

信用リスクを解析的に評価したことが本稿の特徴である。具体的には、企業の

資産価値を幾何ブラウン運動で与え、銀行が期中の資産価値に応じて期待損失

を最小化するように追加融資を行うモデルを考えた。このもとで、初期時点で

の ELと UL（の寄与）が 2次元正規分布の分布関数を用いて表現できることを

示した。 

 本稿では、ELと ULの解析的な評価が得られることに重点を置いたため、捨

象した点や現実的ではない設定がいくつかある。主なものとしては、以下の点

が挙げられる。 

① 追加融資量は銀行が定められる（常に資金需要がある）と考えている点。 

② 将来時点 tにおける貸出金利 Lr を外生的に与えていて（初期時点で観測可能）、

その時点 tの資産価値に依存しないと考えている点。 

③ ELの最小化を銀行の行動原理と考えている点。 

④ 資産価値のパラメータμやσ は満期まで一定と考えている点。 

⑤ 追加融資を期中で 1回だけと考えている点。 

 ①と②については、本来、企業の資金需要と銀行の資金供給の双方により、

追加融資量や貸出金利が決まるはずだが、本稿では簡単化のため、このような

仮定を置いている。ただし、資産の期待成長率 μが貸出金利 Lr よりも大きい状

況では、追加融資は資本価値を上げることになるため、企業は追加融資の提供

を受けると考えても不自然ではない。なお、銀行間の貸出競争を考慮すると、

モデルが更に複雑になるため、対象企業につき 1行の独占供給を考えている。 

 ③については、３（５）節で考察したように他の行動原理を想定することも

できるが、効用関数や自己資本の設定が不要で、最も取り扱いやすい期待損失

最小化（期待収益最大化）から着手した。 

 ④については、銀行は資産価値のパラメータ μやσ については融資期間中不
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変であることを確信できる範囲内で融資期間 T を設定しているとも考えること

ができる。この仮定のもとでは、時点 tで資産価値が低くなったとしても、偶々

下振れした資産価値のパスの 1 つが実現したにすぎず、その後は平均的には期

待成長率 μで資産価値が回復していくと考える。パラメータ μが確率変動する

ようなモデル化や時点 t で観察された資産価値 tA に応じてμを再設定するよう

なモデル化も可能ではあるが、解析的に扱いにくくなるため本稿では考えなか

った。 

 ⑤については、追加融資を複数回可能とすると、解析的に扱いにくくなるた

め、1回としている。なお、複数回にしてもシミュレーションによる分析は可能

であるが、問題の本質を理解するうえでは 1 回の追加融資に絞った方が追加融

資の効果を解釈しやすいと判断した。 

 このように、本稿では簡単化のために捨象した点も多いが、期待損失最小化

という銀行の行動原理のもとで、追加融資が生じる現象を示し、その理由を PD

の抑制や金利差に伴う期待収益の向上で説明することができた。また、追加融

資に伴う EaDの変化が、PDや LGDに及ぼす影響を構造的に捉え、EL、ULの

解析解が導出可能なことを示した。バーゼルⅡの先進的内部格付手法では PDや

LGDのみならず EaDの評価も求められている。本稿のモデルは、EaDの内生性

や PD、LGD、EaDの相互関係を考慮して ELや ULを算出する際の 1つのアプ

ローチとして位置付けられる。 

 

以 上 
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補論１.  期中での追加融資の判定 

（１） 追加融資が行われる資産価格の水準 

 本文(12)式の )(df の 1階微分は、 

 
)(}1{

)()()(
)2/(

)(

2

dee

deddf
dr

r

L

L

φ

τσφφ
τστσμ

τμ

−−

−

−=

−−=′
 (A-1) 

となるため、(A-2)式が成立する。 

 
⎩
⎨
⎧

><
<>

′
ddif
ddif

df
0
0

)(  (A-2) 

ただし、d は(A-3)式で表される値である。 

 τ
σ
σμ 2/2+−

= Lrd  (A-3) 

 dの極限やd に関する )(df の値は、以下のとおりになる。 

 1)(lim )( −= −

−∞→

τLM rr

d
edf  (A-4) 

 
τμτττμτ LMLLM rrrrr

d
eeeeedf −−−

∞→
−=−= }{)(lim )()(  (A-5) 

 )()(1)( )()( τστμτ −Φ−Φ+−= −− dededf LLM rrr  (A-6) 

 追加融資量が有限であるという条件のもとでは 0)( >df となることから、

(A-4)～(A-6)式より、 ML rr > ならば dd <*
1 の領域で 0)( *

1 =df となる *
1d が存在し、

Mr>μ ならば *
2dd < の領域で 0)( *

2 =df となる *
2d が存在する。 

 これら *
2

*
1 ,dd は、 )(df の 1 階微分が(A-1)式のように与えられることから、例

えば、ニュートン法14によって求めることができる。ただし、(A-1)式で与えられ

る )(df ′ はdの絶対値が大きいところでは急速に 0に近づき、ニュートン法が不

安定になる場合もある。この場合は、2 分法15など他の手法によって *
2

*
1 ,dd を求

                                                 
14 適当な dの初期値 )0(d を与え、

)(
)(

)(

)(
)()1(

n

n
nn

df
dfdd
′

−=+
で値を更新し、収束した値を解

とする方法。 
15 dd <*

1 の
*
1d を求めるのであれば、まず、初期値として d がとりうる下限の値を Ld 、上

限の値を dd H = とする。 2/)( HLM ddd += に対して、 0)( >Mdf であれば
MH dd = と

して更新し、 0)( <Mdf であれば
ML dd = として更新し、 )( Mdf が十分に 0に近づくか

LH dd − が十分に小さくなったときの
Md を解とする方法。 
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めることができる。 

 次に、t , T , Mr , Lr , μ , σ を所与とし、追加融資が行われる tA の水準を検討

する。ここで、追加融資が行われる直前の td の水準、すなわち、 )0(td を tA の関

数と考え直して、関数 )(~
tAd を以下のように定義する。 
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t
tt A

DdAd  (A-7) 

そのうえで、関数 )( tAh を 
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lim)( )()(

0
τστμτ −Φ−Φ+−=

Δ∂
Δ∂

≡ −−

→Δ t
r

t
rrTt

t AdeAde
LE

Ah LLM  (A-8) 

と置くと、 0)( <tAh となる資産価格の水準 tA であれば追加融資が行われること

がわかる。実際、(A-4)～(A-6)式より、 *
1)(~ dAd t < か *

2)(~ dAd t > の場合に 0)( <tAh

となることが確認される。そこで、各々のケースについて、 tA の閾値を求めて

みる。 

 まず、 ML rr > の状況で、 *
1)(~ dAd t < ならば、 

 τσμτσ )2/(lnln 2*
1 −+<− dAD t  (A-9) 

より、 

 *
1

)2/( 2*
1 ξτσμτσ DDeA d

t => −−−  (A-10)

となる。同様に、 Mr>μ の状況で *
2)(~ dAd t > ならば、 

 *
2

)2/( 2*
2 ξτσμτσ DDeA d

t =< −−−  (A-11)

となり、 *
1ξD および *

2ξD が追加融資の有無を分ける資産水準 tA の閾値になるこ

とがわかる。 

 次に、各々のケースで最適な追加融資量 *
1Δ 、

*
2Δ を求める。 ML rr > の状況で、

(A-10)式の状況で追加融資 0>Δ を行うとき、 ττσμτσ Lrd
t DeDeA −−−− => )2/( 2

を満た

すことから、 

 *
1ξ

τ

≥
Δ+

Δ+
>

−

D
eA

D
A Lr

tt  (A-12)

となっており、最適な追加融資量 *
1Δ では、 
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 *
1*

1

*
1 ξ

τ

=
Δ+

Δ+ −

D
eA Lr

t  (A-13)

を満たす。同様に、 Mr>μ で(A-11)式の状況で追加融資を行うときは、 τLr
t DeA −<

となっており、 

 *
2ξ

τ

≤
Δ+

Δ+
<

−

D
eA

D
A Lr

tt  (A-14)

を満たし、最適な追加融資量 *
2Δ は、 

 *
2*

2

*
2 ξ

τ

=
Δ+

Δ+ −

D
eA Lr

t  (A-15)

を満たす。(A-13), (A-15)式より、最適な追加融資量 *
1Δ 、

*
2Δ は(A-16)式で与えら

れる。 

 
τξ

ξ
Lr

t

e
DA
−−

−
=Δ *

1

*
1*

1 , τξ
ξ

Lr
t

e
DA
−−

−
=Δ *

2

*
2*

2  (A-16)

 

（２） パラメータの大小関係と追加融資の有無 

 (A-4)～(A-6)式より、企業の期待資産成長率μ、貸出金利 Lr 、銀行の調達金利

Mr の大小関係と追加融資の有無を整理できる。企業の資金借入需要については、

脚注 8 のとおり Lr≥μ では追加融資により期待資本価値が向上するため必ず需

要があると考えることができる。また、（４）節で示すように ML rr ≤ または Mr≤μ

では追加融資量は有限となる。以上の関係を纏めると、表 A- 1のとおりとなる。 

表 A- 1 時点 tでのパラメータの大小関係と追加融資 
パラメータの

大小 
融資量 追加融資の有無 

企業の借入

需要 
有限 *

1ξDAt > , *
2ξDAt < で追加融資 

ML rr >≥μ  
無限 tA の水準によらず追加融資 

必ず需要 

有限 *
1ξDAt > , *

2ξDAt < で追加融資 
ML rr ≥> μ  

無限 tA の水準によらず追加融資 
需要は不明

LM rr ≥≥μ  有限 *
2ξDAt < で追加融資 必ず需要 

μ>≥ ML rr  有限 *
1ξDAt > で追加融資 需要は不明

LM rr >≥ μ    

μ≥≥ LM rr   
追加融資されない 
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（３） 追加融資量が有限であるための必要十分条件 

 0|/)]([ =ΔΔ∂Δ∂ Tt LE が負という状況であっても、 ∞→ΔΔ∂Δ∂ |/)]([ Tt LE が負の場合、

追加融資量は有限にはならない。 )]([ ΔTt LE の追加融資量Δに関する 2 階微分を

求めてみると、 
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 (A-17)

となり、常に正であるが、 ∞→Δ の極限では、 

 0
))((

1lim)()()]([lim 2

2

2

2

=
Δ+Δ+

−
=

Δ∂
Δ∂

−∞→Δ

−

∞→Δ τ

τ

τσ
φ

L

L

r
t

r
tTt

eAD
dDeALE  (A-18)

となり、直線に漸近することがわかる。漸近する直線の傾きは、 

 )()(1
)]([

lim )()( τστμτ −Φ−Φ+−=
Δ∂
Δ∂ −−

∞→Δ
dede

LE
LLM rrrTt  (A-19)

で表現でき、追加融資量が有限であるには(A-19)式が正であることが必要十分条

件となる。この条件は、 ddt =Δ∞→Δ )(lim より、 

 0)( >df  (A-20)

と同値である。 

 

（４） 追加融資量が有限であるためのパラメータの条件 

 (A-19)式右辺の )()( )( τστμ −Φ−Φ − ded Lr は必ず正になる。したがって、 ML rr ≤

では追加融資量は有限となる。また、 LM rr < であっても Mr≤μ であれば追加融

資量は有限となる。以下、このことを示すために、次の命題 A-1を証明する。 

（証明）対数正規分布(A-21)式に従う確率変数 X を考える。 

 ),2/N(ln 22 sssX −α～  (A-21)

このとき、 

 
s

ssXY )2/(ln 2−−
≡

α  (A-22)

命題 A-1 実数αと正の実数 sに対して、 0)2/()2/( >−−Φ−+−Φ ses s αα α  
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と置くと、 )1,0N(～Y であり、 

 )2/())2/(Pr()1Pr()0)1Pr((
2

s
s

ssYXX +−Φ=
−−

<=<=>− + αα , (A-23)

となる。定義により、 0)1( ≥− +X であり、(A-23)式より、 0)1( >− +X となる確

率は正であるから、(A-22)式を用いて 

 

)2/()2/(

)()1(])1[(0
2/ 2/2

ses

dyyeXE
s

s sssy

−−Φ−+−Φ=

−=−< ∫
+−

∞−

−++

αα

φ
α

α α

 (A-24)

となり、命題 A-1が示された。■ 

 στμα /)( Lr−= , τσ=s と置いて命題 A-1 を適用すると、(A-19)式右辺の

)()( )( τστμ −Φ−Φ − ded Lr は正になることがわかる。すなわち、 ML rr ≤ であれば

(A-19)式右辺は正となることから、追加融資量は有限になることがわかる。 

 ML rr > であっても、 Mr≤μ ならば、 

 

)}()({

)()(1
)]([

lim

)()(

)()(

dede

dede
LE

LL

LL

rr

rrTt

−Φ−+−Φ=

−Φ−Φ+−≥
Δ∂
Δ∂

−−

−−

∞→Δ

τμτμ

τμτμ

τσ

τσ
 (A-25)

となるから、 στμα /)( −= Lr , τσ=s と置いて命題 A-1を適用すると、(A-25)

式の右辺は正になり、追加融資量は有限になることがわかる。 

 したがって、 ML rr ≤ あるいは Mr≤μ であれば追加融資量は有限となり、追加

融資量が無限になるのは ML rr > かつ Mr>μ に限られることがわかる。 
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補論２. 時点 tでの状態別の期待損失 

状態Ⅰの EL 

 ML rr > で *
1ξDAt > ならば、時点 tで追加融資が行われる。その状態Ⅰの ELを

IEL とすると、(16)式から、 

 

]1[)(

]Pr[}1)({]1)([
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)(*
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μτ
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t
Trr
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t

LM

t

AEde

DAedDLEEL

>

−
>

−Φ−

>−+Φ=Δ≡Ⅰ
 (A-26)

となる。ここで、(A-26)式中の期待値 ]1[ *
1

0 ξDAt
t

AE
>

は次式のように展開できる。 
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ξ
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−== ∫∫
∞∞ −

>  (A-27)

よって、 IEL は(25)式で与えられる。 

 

状態Ⅱの EL 

 *
1

*
2 ξξ DAD t ≤≤ ならば、追加融資は行われない。状態Ⅱの ELを ⅡEL とすると、

(10)式で 0=Δ としたうえで tA の確率分布に応じて期待値を評価し、 
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−Φ−Φ+

≤≤−=≡Ⅱ
 (A-28)

で与えられる。ただし、 )(~
tAd は(A-7)式で定義した。ここで、 tAln を標準正規分

布に従う確率変数 vを用いて、 

 vttAAt σσμ +−−= )2/(lnln 2
0   

と表現すると、 

 ττ //)(~
0 tvTdAd t −=   

となり、 

 ∫ −Φ=Φ
≤≤

*
1

*
2

*
1

*
2

)()//(]1))(~([ 00

δ

δξξ
φττ dvvtvTdAdE DADt

t
  

と展開できる。ここで、相関 ρの 2次元標準正規分布の密度関数を );,(2 ρφ yx 、

分布関数を );,(2 ρyxΦ と表すと、 
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 ∫∫ ∫ ∞−∞− ∞− −

−
Φ==Φ

xx y
duuuydvduvuyx )()

1
();,();,(

222 φ
ρ
ρρφρ   

と表現できるため、 ρを(29)式で与えると、 
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 (A-29)

となる。さらに、 
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 (A-30)

となる。(A-28)式に(26), (A-29),(A-30)式を代入して(28)式を得る。 

 

状態Ⅲの EL 

 Mr>μ で *
2ξDAt < ならば、時点 tで追加融資が行われる。その状態Ⅲの EL を

ⅢEL とすると、(19)式から次式を得る。 
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 (A-31)

ここで、(A-27)式の導出と同様にして、 

 )(]1[ *
200 *

2
teAAE t

DAt
t

σδμ
ξ

−Φ=
<

 (A-32)

が得られることから、(A-31)式に(30), (A-32)式を代入して(31)式を得る。 
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補論３. 追加融資がない場合の初期時点でのストレス時期待損失 

 まず、ストレス状況の条件 )(1 α−Φ−= TX T を具体的に考察する。満期での資

産価値の対数値 TAln を、標準正規分布に従う確率変数wを用いて表現すると、

(2)式より次式で与えられる。 

 wTTAAT σσμ +−+= )2/(lnln 2
0  (A-33)

さらに(A-33)式のwを互いに独立な標準正規分布に従う確率変数 yx, を用いて 

 yRxRw −+= 1  (A-34)

と表現し、(37)式と比較すると、 )(1 α−Φ−= TX T という条件は )(1 α−Φ−=x と同

値になっていることがわかる。 

 したがって、追加融資がない場合の初期時点でのストレス時期待損失(38)式は

(A-35)式で書き直すことができる。 

ここで、 Sd を(40)式のように定義すると、 

と変形できる。(A-35)式に(A-36)式を代入すると、(39)式が導出される。 

 ])[()1( )1)(()2/(
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)( 12
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補論４. 追加融資を考慮した各状態でのストレス時期待損失 

状態Ⅰの SEL 

 (44)式を用いて、(47)式を評価すると 
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となる。 

 (A-37)式において、 
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が成立する。また、 
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であり、ここで、2次元正規分布関数に関する 
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の関係を用いて、(51)～(53)式のように、η , *
1h , *ρ を置くと、 
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となる。(A-37)式に(23)、(A-38)、(A-39)式を代入すれば、(50)式を導出できる。 

 

状態Ⅱの SEL 

 (45)式を用いて、(48)式を評価すると、 
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となる。ここで、(55)式のように Sρ を置くと、 
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となり、(56)式のように Sσ を置くと、(26)式を用いて(54)式を導出できる。 
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状態Ⅲの SEL 

 状態Ⅰの SELの導出と同様に、(A-38)式に対応して 
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を得る。また、(A-39)式に対応して 

 

dxRtxR
R

xRtRTd

R
xR

eDe

dxx
R

xRtRTd
R

xR
De

dxxR
R

xRtRTd

tR
R

xR
eeA

dxRtx
R

xRtRTd
tR

R
xR

eA

dwdydxxyweeee

DeeeA

eeeeDeAE

RRtRTdr

r

RTdTRt

t

wRxRtRTd

R
xR

R
xRtRTd

ryRxRtt

DA
YRXRRTdr

t

L

L

L

t

tTtL

)()1(
1

/)(/

1

)(
1

/)(/
1

)()1(
1

/)(/

)1(
1

)(
1

/)(/
)1(

1

)()()()1(

)(

]1)1)([(

1*
2

*
22/))1(()(

1*
2

*
2

1*
2

*
2)(2/)1()2/(

0

1*
2

*
2

0

)1()(

1 1
/)(/

)1()2/(
0

1)(
0

21*
2

1*
2

22

1*
2

*
2

1*
2

2

*
2

1*
2

σφτσ
τατ

δ

φ
τατδ

φτσ
τατ

σ
δ

σφ
τατ

σ
δ

φφφ

τσαστστ

τ

αστσσσμ

μ

τσσαστσ

δ τατ
τσσμ

ξ
σσαστστ

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−

−

+Φ+
Φ×

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

−
Φ+

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

+Φ+
Φ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

−
Φ−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−

−

+Φ+
Φ×

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−

−

−
Φ−

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

+Φ+
Φ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−

−

−
Φ=

−

−=

−−

−

∞

∞−

−++Φ−−−

∞

∞−

−
−

−

∞

∞−

Φ−−−−

∞

∞−

−

−−Φ−−

∞

∞−
−

−

∞−
−

+Φ+

∞−

−−+−

<
+−−Φ−−−

∫

∫

∫

∫

∫ ∫ ∫

−

−

−

−

−
−

 

を得る。ここで、 
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の関係式を用いて、(51)～(53)式のように、η , *
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 (A-43)

を得ることから、(30)、(A-42)、(A-43)式から(57)式を導出できる。 
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