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要 旨 

横谷[2007]では、CDO（Collateralized Debt Obligation）プライシングに
必要な条件付同時デフォルト確率についてツリー法を用いた効率的な

計算手法を構築し、1ファクター・モデルへの応用例を提示した。本稿
では、ツリー法のマルチ・ファクター・モデルへの応用について議論す

る。特に、マルチ・ファクター・モデルで必要となる（1）多次元積分
の計算をいかに効率よく行うか、（2）任意の相関行列をいかに少数のフ
ァクターで表現するか、という 2点に焦点をあてる。多次元積分の計算
では、次元数（ファクター数）が 3以内であれば数値積分、4以上の場
合にはモンテカルロ法が効率的となる。後者の場合、モンテカルロ法を

効率化する手法である分散減少法、準モンテカルロ法の活用が重要とな

る。両者の収束の速さを比較検討した結果、ファクター数が大きい場合

はツリー法に準モンテカルロ法を用いると、既存の CDOプライシング
手法より高速に計算できることがわかった。また、相関行列のファクタ

ー化手法を最適なファクター数の選択方法とあわせて紹介し、その計算

事例を示す。 
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1 はじめに

近年、CDO（Collateralized Debt Obligation）の取引は増加傾向にあり、プラ

イシングやリスク管理実務において、正確性1を保ちつつ高速な計算を可能とする

プライシング・モデルや計算技術が求められている。

CDOプライシング・モデルにおいては、Li [2000]がコピュラを応用してデフォル

ト時点をサンプリングするモンテカルロ法を提示し、これが現在の標準的なCDO

プライシング手法となっている2。このモデルは、任意の資産相関行列を仮定する

ことができ、かつ複雑な商品においても価格を正確に計算することができるとい

う優れた特徴を有しているが、計算負荷が大きいという欠点がある。これに対し、

Laurent and Gregory [2005]は、ファクター・モデルを用いて準解析的にCDOト

ランシェの期待損失率を求める手法を提示した。Li [2000]のモデルでは単一相関

を想定した 1ファクター・モデルであったとしても計算に数分要していたが、この

解析的手法は瞬時に正確に計算するため、トランチド・インデックスの標準的な

プライシング・モデルとして用いられるようになった。

このような準解析的な手法では、所与の共通ファクターのもとでの条件付同時

デフォルト確率を求める必要があり、これが計算負荷の大きさを決める。Laurent

and Gregory [2005]は、条件付同時デフォルト確率の導出法について、離散特性

関数に高速フーリエ変換を使用した手法を推奨しており、Andersen, Sidenius and

Basu [2003]はリカーシブ法という格子を用いた手法を推奨している。これに対し

て、横谷 [2007]はオプションのプライシングなどに用いられているツリー法を応

用した手法を提示した。同手法は、厳密な条件付同時デフォルト確率を導出する

離散特性関数を用いた手法と理論的に同値であり、かつ既存手法より更に計算を

高速化する優れた手法である。また、横谷 [2007]の手法は、既存の準解析的手法

の主要対象である 1ファクター・モデルだけではなく、参照銘柄間の任意の資産相

関に対応したマルチ・ファクター・モデルにも応用可能であり、かつ、高速なプラ

イシングを可能とする。

本稿では、マルチ・ファクター・モデルに応用する際に問題となる 2点：（1）多

次元積分の計算効率化と、（2）任意の資産相関情報を少数のファクターからなる

モデルに集約する手法について検討する。

マルチ・ファクター・モデルを計算するにあたって、ファクター数が 3以内であ

れば、数値積分を用いることで期待損失率を高速に計算することができる。一方、

1ここでの「正確性」とは、所与のプライシング・モデルが正しいと仮定したうえでの価格計算
の正確性を意味している。本稿では、所与の相関構造をコピュラで表現できると仮定し、ファク
ター・モデルを前提として分析を行う。なお、本稿では正規コピュラを用いているが、他のコピュ
ラ・モデルも応用可能である。

2Li [2000]の手法は Schönbucher [2003]、小宮 [2003]を参照。
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ファクター数が 4以上の場合、数値積分を用いると計算負荷が大きくなってしま

うため3、モンテカルロ法を使って期待値を評価することになる。モンテカルロ法

の精度を上げるには多くの試行回数を要するため、可能な限り少ない試行回数で

効率的に計算する技術が必要となる。これには、(a)分散減少法、(b)準乱数を用

いた準モンテカルロ法という 2つのアプローチが考えられる。本稿では、計算事

例を用いて両手法の計算効率化の効果を検証する。

また、1ファクター・モデルの場合、大抵、単一相関を仮定するためファクター

係数は相関係数と一対一対応するが、任意の相関行列をマルチ・ファクター・モデ

ルで扱う場合は、相関行列の情報をできるだけ損なわずにファクターの最適な数

やファクター係数を求める工夫が必要となる。この相関行列のファクター化に関し

ては、Andersen, Sidenius and Basu [2003]がスペクトル分解を応用した効率的な

手法（ISM＜ Iterative Spectral decomposition Method＞と呼ぶことにする）を提

唱している。もっとも、Andersen, Sidenius and Basu [2003]はファクター数を所

与としたときの計算アルゴリズムのみを示しており、ファクター数の選択や ISM

の理論的枠組みについての詳しい説明は行っていない。そこで、最適ファクター

数の導出法（ISM+αと呼ぶことにする）や、そのアルゴリズムを提示し、ISMと

ISM+αの理論的枠組みについて解説を行う。

以下、2節ではCDOトランシェの準解析的計算手法の概要を説明し、3節では

横谷 [2007]で提示されたツリー法による CDOの条件付同時デフォルト確率の求

め方を示す。4節では、ツリー法のマルチ・ファクター・モデルへの応用に必要な

モンテカルロ法および準モンテカルロ法について説明する。5節では、相関行列の

ファクター化手法として ISMおよび ISM+αのアルゴリズムを提示し、補論 2で

その理論的な枠組みを解説する。6節ではマルチ・ファクター・モデルの計算事例

を示し、モンテカルロ法における収束の速さを比較検討する。最後に 7節で分析

内容をまとめる。

2 準解析的CDOプライシング

本節では、ファクター・モデルと条件付デフォルト確率の設定を行ったうえで、

準解析的なCDOトランシェのプライシング手法を説明する。

3高次元の数値積分は分割数の次数乗の計算負荷がかかる。
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2.1 ファクター・モデルと条件付デフォルト確率の設定

参照銘柄数をmとして、ファクター・モデルを以下のように定義する。

V = AY + Bϵ. (1)

ここで、V= (v1, · · · , vm)T、B= (b1, · · · , bm)T、ϵは各々m次元ベクトル、Aは

各要素を aij とするm × z 行列であり、z はファクターの数とする。また、Y =

(y1, · · · , yz)
T と ϵは互いに独立な正規確率変数とし、bi(i = 1, · · · ,m)は

bi =

√√√√1 −
z∑

j=1

a2
ij, (2)

で与えられる。

viを各参照企業の資産価値を示す確率変数とすると、資産価値 viは z個の共通

ファクターYと、1個の独自要因（固有ファクター）ϵiによって決まる。

ここで、各参照企業の時点 tでのデフォルト確率を p̂iとする4。(1)式で viは標

準正規分布に従うことから、

p̂i = Pr[vi < Φ−1(p̂i)], (3)

が成り立つ。ここで、Φ(·)は z次元標準正規分布関数とする。

(1)式の共通ファクターYが与えられたもとでの条件付デフォルト確率を piと

すると、

pi = Φ

(
Φ−1(p̂i) −

∑z
j=1 aijyj

bi

)
, (4)

となり、任意の i, j(i ̸= j)に対して pi, pjは独立な事象に対する確率となる。参照

銘柄全体（以下、プール）の条件付同時デフォルト確率は、この条件付デフォル

ト確率を用いて解くことができる。

2.2 共通ファクター係数

(1)式の共通ファクター係数Aは、資産相関を表す何らかの情報に基づいて、外生

的に与えなくてはならない。1ファクター・モデル（z=1）では、各参照銘柄間の資

産相関が単一相関 ρ (0 < ρ < 1) で表され、Aはベクトル ai1 =
√

ρ (i = 1, · · · ,m)

となる。これに対し、任意の相関行列を想定する場合、5節で説明するスペクトル

分解を応用した手法を用いることで、少ない次元数（ファクター数）で共通ファ

クター係数Aを表すことができる。
4以下の議論は任意の tについて成立するため、tを省いて表記する。
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2.3 デフォルト時損失率

トランシェ毎のデフォルト時損失額とデフォルト時損失率を表現するための工

夫を紹介する。まず、参照銘柄のデフォルト時損失額（額面 ×（1 −回収率））に
ついて考える。CDOをプライシングする際、(4)式によって求まる条件付デフォ

ルト確率を用いて、プールの条件付同時デフォルト確率を計算する。そのときデ

フォルト時損失額が同じであれば、同時デフォルト確率は「i銘柄デフォルトする

確率（iは銘柄数の合計を最大とする自然数）」と定義できる。一方、デフォルト

時損失額が銘柄間で異なれば、銘柄を単位として考えることは難しい5。そこで、

本稿ではデフォルトを数える単位を細かくし、デフォルト時損失額の最大公約数

を単位とする。このように設定することにより、各銘柄のデフォルトを「最大公

約数を基準として k単位デフォルトする（kは自然数）」事象として捉えることが

でき、同時デフォルト確率もこの単位で表現できる。ここで、デフォルト時損失

額を自然数で表せるとして6、それぞれの損失額を {a1, a2, · · · , am}とする。この
とき、{a1, a2, · · · , am}の最大公約数をHとして、

bi =
ai

H
, i = 1, 2, · · · ,m, (5)

を要素とするとするベクトルB = {b1, b2, · · · , bm}T を定義する。biは各銘柄のデ

フォルト時損失額がH を基準として何単位分かを示す自然数である。以下では、

このBを用いて同時デフォルト確率を考えていく。総単位数 nは n =
∑m

i=1 biで

与えられる。

また、トランシェの損失率を表すベクトルをサイズn+1のベクトルLとし、そ

の要素 lk(k = 0, · · · , n)はプールが k単位毀損されたときの、トランシェの損失率

を表すものとする。

2.4 多次元積分の手法選択

CDOトランシェのプライシングにおいては、満期までの任意時点の期待損失率

を求めることが中心的な課題となる。プロテクション・レグ（デフォルト発生時の

支払額）の価値は、額面に期待損失率を乗じて得られ、プレミアム・レグ（期中

プレミアムの支払額）の価値は、期待損失率の関数として考えることができる7。

したがって、ここでは基礎となる期待損失率の求め方を説明する。
5例えば、全ての銘柄間でデフォルト時損失額が違うのであれば、同時デフォルトの場合の数が

2の銘柄数乗となる。
6クレジット商品は各参照銘柄を億円単位で取引することが普通であり、回収率もパーセント表

示で小数点以下まで細かく規定することは稀であるので、ほとんどの場合この仮定は成り立つ。
7Laurent and Gregory [2005]が詳しい。
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まず、時点 tまでに n単位中 k単位だけプールが毀損する条件付同時デフォルト

確率を

cp(t, k, n|Y),　 (6)

時点 tまでに n単位中 k単位以上プールが毀損する条件付同時デフォルト確率を

CP (t, k, n|Y), (7)

とする。また、アタッチメント（トランシェの下限）を o、デタッチメント（トラン

シェの上限）をOとし、プール全体の損失率が [o,O]に収まる単位数を [d, u]（d, u

は自然数）8 とすると、時点 tのトランシェの条件付瞬間期待損失率 g(t|Y)は、

g(t|Y) =
u−1∑
j=d

lj
∂cp(t, j, n|Y)

∂t
+ lu

∂CP (t, u, n|Y)

∂t
, (8)

のように求まり、t時点の割引率をD(t)（本稿では確定的関数とする）とすると、Y

を条件としたときの 0時点の条件付期待値損失率EL0(Y)は以下のように求まる。

EL0(Y) =

∫ T

0

g(t|Y) D(t)dt. (9)

最後に、Yで積分することにより、0時点でのトランシェの期待損失率EL0を以

下のように求めることができる。

EL0 =

∫
EL0(Y)ϕ(Y)dY.　 (10)

ここで、ϕ(·)は多次元標準正規密度関数である9。

(9)式の積分は時点 tについての 1次元積分なので数値積分を用いて計算するこ

とができる10。

同様に、(10)式の積分はファクター数が 3以内（z ≤ 3）の場合は、数値積分の

中でもガウス=エルミート（Gauss=Hermite）法（ガウス求積法の一つ）を用いる

ことにより比較的速く計算することができる11。もっとも、ファクター数 zが 4以
8総額面を TN とすると、d = min(k|o < kH

TN , k ∈ {1, · · ·n}), u = min(k|O ≤ kH
TN , k ∈

{1, · · ·n})となる。
9横谷 [2007]では積分の順序が違うが結果は同じである。

10この種の数値計算にはガウス求積法が望ましい。ガウス求積法とその実装法については Press
et al. [1994]が詳しい。本稿ではガウス求積法のガウス＝ルジャンドル（Gauss=Legendre）法を
用いた。

11ガウス=エルミート法の分析の結果、ファクター数が 3の場合、1次元につき 10分割（計 1,000
分割）で十分収束することがわかった。これに対し、後の節で説明する準モンテカルロ法は試行
回数が 1,000回では十分収束するとはいえない。ちなみに、分割数と試行回数は計算過程上で被積
分関数を呼ぶ回数という意味で同じである。ただし、ガウス=エルミート法ではファクター数が 4
以上でも、安定的な値を求めるには 1次元につき 10分割ほど必要になるが、それであると合計で
10,000分割以上となってしまう。この場合は、6節で説明するように準モンテカルロ法で計算する
方が少ない試行回数で計算することができる。上述の結果は、CDOの様々な商品設定においても
成立しており、後述する計算手法の性質から一般性をもって成立することが推測される。
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上になると、ガウス=エルミート法の分割数を dとすると計算のオーダーがO(dz)

となり級数的に大きくなるため12、モンテカルロ法または準モンテカルロ法を用い

る必要があることがわかった。モンテカルロ法・準モンテカルロ法については 4節

で詳しく説明する。

3 ツリーを用いた条件付同時デフォルト確率の求め方

本節では、横谷 [2007]で提示されたツリー法による CDOトランシェの条件付

瞬間期待損失率 g(t|Y)の計算手法について説明する。

xk (k = 0, · · · , n)を条件付同時デフォルト確率（= cp(t, k, n|Y)）、デタッチメン

トより小さい最大の（前述した最大公約数Hを単位とした）単位数を detach− (=

u − 1)とすると、条件付瞬間期待損失率は、

g(t|Y) =
detach−∑

k=1

(lk − 1)
∂xk

∂t
, (11)

のように表すことができる13。条件付同時デフォルト確率xk (k = 0, · · · , detach−)

は、以下のように、ツリーによるフォワード・アルゴリズムで計算することがで

きる（導出過程については横谷 [2007]を参照）。

1. c0(0) = 1とする。

2. i = 1, · · · ,mの順序で、サイズ (1 +
∑i

j=1 bj)のベクトルCiを用意する。た

だし、1 +
∑i

j=1 bj > detach−の時は、Ciのサイズを (detach−) + 1とする。

Ciの各要素は、k = 0, · · · , (Size of Ci − 1)について、

ci(k) = pici−1(k − bi) + (1 − pi)ci−1(k),

とする。ただし、k − bi < 0の際は右辺第 1項を 0とする。逆に、ci−1(k)が

ない場合は右辺第 2項を 0とする。

3. 最後のCmの要素が cm(k) = xk（条件付同時デフォルト確率）となる。

12この問題を解決する手法の一つとして、スパース・グリッド（Sparse Grids）という手法がある。
スパース・グリッドを用いた多次元積分についてはGerstner and Griebel [1998]を参照。Gerstner
and Griebel [1998]に、被積分関数が滑らかでないときにスパース・グリッドを用いるよりも準モ
ンテカルロ法を用いた方が効率的であるという指摘がある。ちなみに、本稿のモデルでも同手法を
試みたが、本稿で扱う被積分関数が滑らかでないためか、少ない分割数で収束しないことが多かっ
た。

13(11)式の導出法は横谷 [2007]を参照。
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上記のアルゴリズムによって求まる条件付同時デフォルト確率は、プールの損失

分布の離散特性関数を離散逆フーリエ変換して求めた値と同値であり、厳密な条

件付同時デフォルト確率である14。また、アルゴリズムとしてAndersen, Sidenius

and Basu [2003]のリカーシブ法よりも効率的な手法である15。

4 マルチ・ファクター・モデルのモンテカルロ法

　 本節では、マルチ・ファクター・モデルにおける期待損失率 EL0を与える

(10)式を計算する手法について議論する。まず、4.1節で基本的なモンテカルロ法

のアルゴリズムについて説明し、計算の効率化のための手法として 4.2節で分散減

少法を、4.3節で準モンテカルロ法を説明する。なお、2.4節で指摘したように、1

ファクター・モデルとマルチ・ファクター・モデルの差は (10)式の計算手法の違

いだけである。したがって、横谷 [2007]の 4.5節で説明した複数のトランシェの計

算や感応度計算の効率的な手法（同 5節）は、マルチ・ファクター・モデルにおい

ても応用可能である。

4.1 基本的なモンテカルロ法

基本的なモンテカルロ法は、以下のアルゴリズムで表せる。

1. メルセイヌ・ツイスターなどの擬似乱数によりz個の一様乱数uj (j = 1, · · · , z)

を発生させ、yj = Φ−1(uj) (j = 1, · · · , z)により標準正規変数ベクトルYl(l =

1)を生成する。

2. 3節のアルゴリズムにより g(t|Yl)を計算する。

3. (9)式によりEL0(Yl)を計算する。

4. 1.～3.をM回（l = 1, · · · ,M）行った後、その和を試行回数（M）で割るこ

とで、(10)式の近似値 ÊL
0

M とする。

この近似値 ÊL
0

M は、

ÊL
0

M =
1

M

M∑
l=1

EL0(Yl). (12)

14横谷 [2007]を参照。
15横谷 [2007]の数値事例において、50銘柄のプールではツリー法の方がリカーシブ法より約 2
倍速く計算できることが示されている。
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で与えられる。EL0(Yl)については、数値積分によりほぼ正確な数値が得られる

ため、ÊL
0

Mは試行回数Mが十分大きければ、大数の法則によりEL0に収束する。

ただ、上記のモンテカルロ法はLi [2000]の手法16と比べ、1回の試行あたりの計

算時間が長くなるため、CDOトランシェの計算の高速化を図るためには何らかの

工夫が必要となる。その手法として分散減少法と準モンテカルロ法の概要を本稿

のモデルに沿って示す17。

4.2 分散減少法

基本的なモンテカルロ法は、単純にEL0(Yl)をサンプリングして平均を取る手

法であるのに対し、分散減少法は（a）期待値の取り方を変更したり、（b）同じ期

待値を持つ別の関数に置き換えてサンプリングすることにより、誤差分散を減少

させて、より少ない試行回数で期待値に収束させる手法である。本稿の枠組みで

は次のように表すことができる。(12)式の誤差分散は、Ylが互いに独立であると

すると、

V(ÊL
0

M) =
1

M2

M∑
l=1

V[EL0(Yl)]

=
1

M
V[EL0(Y)]

=
K0

M
, (13)

となる。ここで、K0 = V[EL0(Y)]とした。分散減少法を言い換えると、(13)式の

分散K0をより小さい分散Ki(Ki < K0)とすることにより、ÊL
0

M の分散減少を施

す手法であるといえる。以下、代表的な分散減少法を説明する。

（a）期待値の取り方を変更する手法

1）条件付モンテカルロ法

「条件付モンテカルロ法」は（i）条件付期待値の期待値が無条件期待値と一致

することと、（ii）無条件誤差分散より条件付誤差分散の方が小さいこと18を利用

し、条件付期待値をサンプリングして平均を取る近似法である。実は、(12)式は

EL0(Y)が条件付期待値であることから条件付モンテカルロ法に属しており、元々

16コピュラ関数を用いて、各参照組織のデフォルト時刻をサンプリングし、1試行ごとにトラン
シェの損失率を計算する手法。同手法の場合、1回の試行あたりの計算時間が短くて済む。

17各手法の理論的な詳細については、湯前・鈴木 [2000]、Jäckel [2002]、Glasserman [2004]を
参照。

18この証明は補論 1を参照。
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誤差分散が小さくなる枠組みとなっている。これに対し、Li [2000]の手法は無条

件モンテカルロ法に属する。

2）層別化法

条件付モンテカルロ法を応用した手法の中で「層別化法（Stratified Sampling）」

という手法がある。この手法は 1次元積分の場合、一様乱数の範囲 [0,1]をあらか

じめm個の小区間

[c1, c2], [c2, c3], · · · , [cm, cm+1] (c1 = 0, cm+1 = 1),

に区切る。ここで、各区間の幅は任意とする。次に、それぞれの小区間で個別に

モンテカルロ法を行い、最後に各々の区間幅をウェイトとする加重和を取る手法

である19。同手法は理論的には多次元にも応用ができるが、次元数を zとすると分

割数がmzと級数的に大きくなり、計算負荷が増すことになる。

3）ラテン・ハイパーキューブ法

多次元積分を計算する際、層別化法の計算量が級数的に増大してしまう問題に

対応し、McKay, Conover and Beckman [1979]は「ラテン・ハイパーキューブ法

（Latin Hypercube Sampling、以下 LHC法）」という手法を提唱した。LHC法は

各次元ごとm個の小区間に均等に区切ってmz個の層を作り、ランダム順列によ

りm個の層を選び、その各層内からランダムに多次元一様乱数をサンプリングす

る手法である。この手法はmが十分大きければ誤差分散が減少することが Stein

[1987]によって示された。

4）重点サンプリング法

「重点サンプリング法（Importance Sampling）」は、被積分関数の密度が高い

箇所において多くサンプリングするように確率密度を変更する手法である。ただ

し、本稿の枠組みの場合、被積分関数に依存する重点サンプリング法は次の点か

ら計算量削減効果が期待できない20。

1. 分析の結果、被積分関数（(10)式のEL0(Y)ϕ(Y)）が単峰型の場合、確率分

布の平均を被積分関数の最大値に移動させる重点サンプリング法21の分散減

少効果が大きいことが確かめられたが、被積分関数に局所最大値が複数ある

場合、分散減少効果が望めない場合があることが確認された。本稿の設定で

19層別化法は Glasserman [2004]が詳しい。
20一般的に、重点サンプリング法は非常に有効な分散減少法として知られている。特に、被積分
関数が単峰型の場合は非常に強力な計算手法となる。重点サンプリングやその応用例、層別化法と
の組み合わせ手法等の詳細は Glasserman [2004]を参照。

21Glasserman and Li [2005]の 5節を参照。
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は、共通ファクター係数Aの絶対値が大きい場合（想定する相関が大きい場

合）、局所最大値が複数存在する傾向があり、重点サンプリング法が分散減

少につながらないことがある。

2. また、重点サンプリング法はGlasserman and Li [2005]に示されているよう

に、被積分関数を最大化させる確率変数（本稿で言えばY）を求めるという

最適化問題を解く必要があるが、局所最大値が複数ある場合、グローバル最

適解を短時間で求めることは容易ではない。

3. さらに、本稿の枠組みでは、各時点でツリーを構築しなくてはならないため、

被積分関数を計算する負荷が大きく、必然的に最適解を計算する負荷が大き

くなってしまう。

4. 横谷 [2007]で示したように、同一プールに複数のトランシェがある場合の計

算や、各銘柄のデフォルト確率の感応度の計算においては、一度ツリーで条

件付同時デフォルト確率を求めれば、それを繰り返し使用し、効率的に計算

することができる。これは上記の LHC法や後述する負の相関法を使った場

合においても成り立つが、重点サンプリング法では成り立たない。これは、

重点サンプリング法は被積分関数に依存した手法であるため、複数のトラン

シェや感応度の計算に同じ条件付デフォルト確率を繰り返し用いることがで

きないことに起因する。

（b）同じ期待値を持つ別の関数に置き換えてサンプリングする手法

5）負の相関法

「負の相関法（Antithetic Sampling）」は上記の基本的なモンテカルロ法のアル

ゴリズム 1.において、Ylと同時に−Ylを用意し、

ẼL
0

M =
1

M/2

M/2∑
l=1

{EL0(Yl) + EL0(−Yl)}, (14)

で求まる ẼL
0

M を (10)式の近似値とする手法である。(14)式の誤差分散は、

V(ẼL
0

M) =
4

M2

M/2∑
l=1

V{EL0(Yl) + EL0(−Yl)}

=
1

M

[
V{EL0(Y)} + Cov{EL0(Y), EL0(−Y)}

]
, (15)

と表すことができ、Cov{EL0(Y), EL0(−Y)} < 0が成り立てば、Var(ẼL
0

M) <

Var(ÊL
0

M)となり、分散が減少する。
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本稿の枠組みでは、(8)式の g(t|Y)が条件付確率 pi (i = 1, · · · ,m)の加法と乗

法の組み合わせであり、piに対して比例関係にあるということ、及び (4)式の関係

から、

Cov(g(t|Y), g(t| − Y)) < 0, (16)

が任意の時点 tについて成り立つ。このため、

Cov(EL0(Y), EL0(−Y)) < 0, (17)

が成立し、本稿の枠組みにおいて負の相関法が分散減少効果を持つことがわかる。

4.3 準モンテカルロ法

一様乱数に対して準乱数（Halton列、Faure列など）を用いる手法は「準モンテ

カルロ法」と呼ばれている。準乱数は low-descrepancy列と呼ばれ、Discrepancy

という一様性を示す指標がある一定基準を下回る数列のことである。したがって、

準乱数は擬似乱数と違い、乱数としてのランダムさを満たす保証はない。擬似乱数

を用いるモンテカルロ法の収束性は大数の法則により成り立つ議論であり、収束

のオーダーは (13)式の平方根を取ることでO(1/
√

M)であることがわかる。それ

に対し、準モンテカルロ法は準乱数の収束のオーダーはO((log M)z/M)となる22。

したがって、準モンテカルロ法の方が基本的なモンテカルロ法で計算するより少

ない試行回数で収束する可能性が高い。また、準モンテカルロ法は、擬似乱数を用

いるモンテカルロ法のアルゴリズムの中で一様乱数を準乱数に取り替えるだけで

あり、手法の変更に伴う実装上の負荷が全く無いこともこの手法の利点といえる。

また、Jäckel [2002]で指摘されているように、古典的な準乱数であるHalton列

やFaure列、Sobol列等では高次元の計算が非効率となるが、近年、多次元におい

ても効率的な計算が可能となる準乱数が開発されており、それらのコードも手軽

に入手することができる。例えば、「QuantLib23」というC++ライブラリーには

古典的な準乱数であるHalton列やFaure列、Sobol列の他、改良型Halton列や改

良型 Sobol列がある24。

22準モンテカルロ法の詳細は Jäckel [2002]を参照。
23QuantLib（http://quantlib.org/）は金融工学や金融実務で標準的に使われる関数・クラスが
網羅された無料ライブラリーであり、数学関数も充実している。作成は世界のユーザーが参加する
メーリングリスト内での情報交換をもとに行われており、関数のテスト・コードもあるので信頼性
も高いといえる。本稿の計算事例では QuantLib Ver.0.4.0を用いた。

24湯前・鈴木 [2000]の p.154において指摘されているように、一部の準乱数では特許が成立して
いるとのことなので、使用者はこの特許に配慮しなくてはならない。
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また、準乱数は計算対象となる関数形によって相性があり、一般的にどの準乱

数が一番良いということはいえず、使用者は様々な準乱数を試す必要がある。本

稿では、6節で改良型Halton列、Faure列、改良型 Sobol列25の比較を行う。

5 相関行列のファクター化手法

本節では (1)式のファクター・モデルについて、相関行列の情報をできるだけ損

なわずに、かつ少ないファクター数で相関構造を表せるような共通ファクター係

数Aの導出手法をAndersen, Sidenius and Basu [2003]に沿って説明する。なお、

Andersen, Sidenius and Basu [2003]はファクター数を所与としたときの計算アル

ゴリズムの説明に止まっていたが、本稿では最適なファクター数の導出法につい

ても説明し、補論 2では、その理論的な枠組みを示す。

まず、全参照銘柄m社の資産相関行列をΣとする。(1)式のAを用いて、m×m

行列Cを

C = I − diagAAT , (18)

で与える。ただし、Iは単位行列とする。

このとき、次の関係を満たすm × z行列 Ãを考える。

Ã = arg min
A

{
tr(Σ − AAT − C)(Σ − AAT − C)T

}
. (19)

(19)式 26から求まる Ãは、相関行列Σとファクター係数Aの情報量 (AAT + C)

の 2乗誤差を最小にするファクター係数と捉えることができる。もっとも、Aの

要素を全て動かして (19)式を最適化することは困難であるので、以下のようにス

ペクトル分解を応用して Ãを求める27。本稿では、以下の手法を ISM（Iterative

Spectral decomposition Method）と呼ぶ。

ここで、zをファクター数、Γ̃をΣ−Cの固有値を大きい順に並べたときの上位

z個に対応する固有ベクトルの束（m× z行列）とし、Λ̃をその固有値の上位 z個

を対角要素とした行列とする（z × z対角行列）。このとき、m × z行列 Âを

Â = Γ̃
√

Λ̃, (20)

25Halton列、Faure列、Sobol列は、QuantLibのHaltonRsgクラス、FaureRsgクラス、SobolRsg
クラスを用いた。HaltonRsgの設定は（dimensionality=5、seed=1000、randomStart=true、ran-
domShift=true）、FaureRsgの設定は（dimensionality=5）、SobolRsgクラスの設定は（seed=0、
directionIntegers=Jaeckel）とした。

26X をm × m行列とすると、tr(X) =
∑m

i=1 Xii と定義する。
27スペクトル分解については補論 1で説明する。
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とし、m × m行列 Ĉを

Ĉ = I − diagÂÂ
T
, (21)

とする。ここで、Σは既知であるが、Aあるいは (18)式で与えられるCは未知で

あるため、まずC = 0として Γ̃や Λ̃を求め、これらにより Âを計算する。その結

果、(21)式で Ĉが得られるため、Cを更新する。この繰り返しにより Âが収束す

るまでのアルゴリズムは以下のように表せる。最終的に得られた Âは (19)式の Ã

となる。証明は補論 2を参照。

1. Σに対し固有値 Λ̃0、固有ベクトル Γ̃0を求め、Â0 = Γ̃0

√
Λ̃0とする。

2. Ĉ0 = I − diagÂ0Â
T

0 を求める。s = 1とする。

3. Σ − Ĉs−1に対し固有値 Λ̃s、固有ベクトル Γ̃sを求め、Âs = Γ̃s

√
Λ̃sとする。

4. Ĉs = I − diagÂsÂ
T

s を求める。

5. tr(Ĉs − Ĉs−1)(Ĉs − Ĉs−1)
T が一定水準（G）28以下になったらストップし、

A = Âsとする。

6. 5.の条件が満たされない場合、s = s + 1として、3.から繰り返す。

この手法がAndersen, Sidenius and Basu [2003]で示された共通ファクターAの

計算手法であり、所与のファクター数 zのもとで、最適なファクター係数を選ぶこ

とができる。このアルゴリズムは大抵 2、3回で収束するような非常に効率的な計

算法である29。本稿ではここまでの計算法を「IMS」と呼ぶ。

さらに、(19)式を用いて、最適なファクター数 z を決めることも可能である。

Â(z)を、zを所与としたときの IMSで求まる共通ファクター係数とし、Ĉ(z) =

I−diagÂ(z)Â(z)T となる対角行列 Ĉ(z)を設ける。このとき、z = 1, 2, · · · の順で

Er(z) = tr
{

Σ − Â(z)Â(z)T − Ĉ(z)
}{

Σ − Â(z)Â(z)T − Ĉ(z)
}T

, (22)

を計算し、Er(z)が上記アルゴリズム 5.のG以下になると、その ẑ = zが最適値

となる。この計算手法を「IMS+α」と呼ぶ。

最適ファクター数 ẑは Σのランクに近いものを表しており30、本稿の計算事例

（表 1）のようにカテゴリー別の相関行列を設定すれば、そのカテゴリー数が zの

最適値になる（この点は後述する）。ただ、カテゴリー数を大きくした場合や、ヒ

28本稿の計算事例では G = 1.0e − 8とした。
2950銘柄の相関行列から 5ファクター係数（表 4）を導出する計算時間は 0.016秒であった。
30正確には、Σ − Ĉ(ẑ)のランクを表している。
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ストリカルな市場データから資産相関を求めた場合、ẑが大きくなる可能性があ

る。ẑが大きいファクター・モデルに準モンテカルロ法を用いる場合、古典的な準

乱数であるHalton列、Sobol列、Faure列を使用すると収束が遅くなることがある

が、改良されたHalton列や Sobol列を用いると効率的に計算することができる31。

なお、最適ファクター数 ẑが参照銘柄数mと同じになってしまう場合は、注意

が必要である。ẑ = mのとき、補論 2の (A-2)式より、Σ = Â(ẑ)Â(ẑ)T , Ĉ(ẑ) = 0,

となってしまうので、ファクター・モデルとして計算できない。そのような時は、

IMS+αの繰り返し計算の停止判定に上記のGよりも大きな値 Ĝを適用すればよ

い。このとき、Ĝを大きくし過ぎるとランクを落とすこと（最適な次元数 ẑ以下

で計算すること）によってトランシェ・スプレッドの誤差が拡大してしまうので、

想定する相関水準と商品群から、許容誤差を判断して Ĝを定める必要がある。

また、最適ファクター数が 3より大きい（ẑ > 3）場合でも、IMSによりファク

ター数を 3としたときに誤差が許容範囲に収まるようであれば、2.4節で指摘した

ように、ファクター数を 3とし、(10)式をガウス=エルミート法を用いて計算した

方が速く計算することができる。

6 計算事例

本節では、4節で説明したモンテカルロ法の計算事例を示す。最初にCDOトラ

ンシェや資産相関の設定を行い、次に分散減少法と準モンテカルロ法の効果を検

証する。また、試行回数だけではなく計算時間を基準とした比較検証も行う。

6.1 設定

計算対象とする CDOは 50銘柄の CDS（Credit Default Swap）を原資産とす

る満期 5年のシンセティック CDOであり、全銘柄の額面が均等なプールである。

クーポンの支払いは年 4回とし、デフォルト時に経過利子分を受け渡す契約とす

る。割引率は固定ショートレート関数（exp(−r t)）を仮定し、r = 1.34％とする。

各参照銘柄のCDSも満期は 5年、クーポン支払いは年 4回とし、デフォルト時に

経過利子分を受け渡す契約とする。全銘柄のデフォルト時回収率は 40％とする。

満期 5年のCDSスプレッドは 1銘柄目が 2bp（1bp = 0.01％）、2銘柄目が 4bp、

と 2bpずつ上昇し、50銘柄目が 100bpとする。全ての銘柄のデフォルト確率に対

31ファクター数が増えても一様乱数の生成による計算負荷が増えるだけなので、全体の計算負荷
はあまり変わらない。
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して固定ハザードレート関数（1-exp(−hi t)）を仮定し、各 hiはCDSスプレッド

から逆算した。

また、相関行列を表 1のように 3種類想定した。例えば「低相関」の場合、最初

の 1銘柄目～10銘柄目までは互いの資産相関が 2％、11銘柄目～20銘柄目が 3％、

· · · とし、それらの区間外の銘柄間相関 (例えば、1銘柄目と 11銘柄目)は 1％と

した。「中相関」「高相関」も同様である。この想定は、格付会社等で用いられて

いる業種・地域相関の仮定を簡素化したものである。

上記の設定のもと、Li [2000]の手法で試行回数を 500万回と十分多く取ったと

きのトランシェ・スプレッドを表 2に示した。以下の分析では、このスプレッド

を真の値と仮定する32。なお、(9)式に対する数値積分は、ガウス＝ルジャンドル

（Gauss=Legendre）法（40分割33）を適用した34。

表 3は (22)式の Er(z)を求めた結果であり、5節の IMS+αを用いると35、どの

相関水準でも最適ファクター数は 5となった。5節で指摘したように、表 1のよう

にカテゴリー別の相関を仮定すると、カテゴリー数が最適ファクター数と同じに

なる。ファクター数を 5とし、ISMを用いて導いた 5次元のファクター係数を表 4

に示した。

以下、4節で説明した分散減少法や準モンテカルロ法の効果を計算事例で検証

する。

6.2 分散減少法の効果

まず 4.2節で示した様々な分散減少法の効果を確かめる。モンテカルロ法の誤差

分散は (13)式のV[EL0(Y)]の大きさで決まる。そこで、表 5で各手法の期待損失

率の標準偏差 √√√√∑M
l=1[EL0(Yl)]2

M
−

[∑M
l=1 EL0(Yl)

M

]2

, (23)

（M = 5, 000）を比較した。表 5の「Li」は Li [2000]の手法であり、それ以外は本

稿で説明したツリー法を用いた準解析的手法（以下、ツリー法）による結果であ

る。後者については (10)式の多次元積分に用いるモンテカルロ法として 4手法を

32Li [2000]の手法で計算する際、正規乱数の生成に必要な一様乱数にはメルセイヌ・ツイスター
を用い、相関のある正規乱数の生成にはコレツキー分解を使った。上記の設定のもとでは試行回数
を 500万回とすれば極めて安定的な値に収束したので、その値を真の値と仮定して比較を行うこ
とにした。

33各クーポン期間内（今回は 0.25年を想定）で 2分割の積分を行った。
34プログラム言語は C++、インテル (R) C++ コンパイラーでコンパイルした。使用した PC
のスペックは、CPUが Intel(R) Celeron(R) 2.66GHzで、メモリは 512MBである。

35IMSのアルゴリズム 5.の Gを 1.0e-8とした。
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採りあげた。「MT」は一様乱数に擬似乱数（メルセイヌ・ツイスター）を用いた

結果であり、「負の相関法」は「MT」に対する負の相関法、「LHC」はラテン・ハ

イパー・キューブ法（LHC法）、「Halton」は一様乱数に準乱数のHalton列を用い

た結果である。

まず、無条件モンテカルロ法の結果である「Li」と条件付モンテカルロ法であ

る「MT」を比べると、「MT」の方が標準偏差が小さく、条件付期待値を計算する

ことによる分散減少効果が確認された。ただし、この分散減少効果は相関の大き

さ（共通ファクター係数の絶対値の大きさ）に逆比例しており、相関が低いほど分

散減少効果が大きくなることがわかる。これは、ツリー法の場合、(4)式より共通

ファクター係数の絶対値の大きさに比例してV [pi]（条件付デフォルト確率の分散）

が大きくなり、結果として (10)式の期待損失率の分散を押し上げるためである。

次に、「負の相関法」、「LHC」を「MT」と比較してみると、負の相関法は分散

減少効果が非常に大きいのに対し、LHC法はいずれのケースにおいても効果が小

さかった。

図 1～図 6は、収束の過程を確かめるために、推定誤差の絶対値の推移を示した

ものである。表 2のスプレッドX を真の値と仮定し、各手法でM 回試行するこ

とにより得られたスプレッドを X̂M としたときの絶対誤差 |X̂M − X|を表してい
る36。まず分散減少法の効果が小さかったLHC法をみてみると、図 1、図 3、図 5

のエクイティ（トランシェ：0％～3％）の場合は 8,000回以上になると誤差が十

分小さくなっており、この点はメザニン（トランシェ：6％～9％）でも同様であ

る。ただし、図 1～図 6のいずれのケースでも「MT」に比べて優位性が高いわけ

ではなく、本稿の枠組みでは有効な手法とはいえない。一方、「負の相関法」をみ

ると、表 5から予想されるように、相関水準、トランシェ、試行回数に関係なく

「MT」と比べ誤差が小さい傾向がある。ただ、高相関のときのメザニン（図 6）の

ように 10,000回付近で誤差が拡大する現象も確認された。

6.3 準モンテカルロ法の効果

表 5では「MT」と「Halton」の標準偏差の値にあまり差がなかったのに対し、

図 1～図 6をみると準モンテカルロ法の「Halton」は、どの相関水準、トランシェ

でも他の手法と比べ非常に速くかつ安定して収束していることがわかる。これは、

4.3節で指摘したように、準乱数を用いる準モンテカルロ法の収束のオーダーが、

基本的なモンテカルロ法より小さいことに起因していると考えられる。

36この誤差にはモンテカルロ法の近似誤差に加え、5節の手法による、相関行列のファクター化
による誤差も含まれている。
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以上の分析により、本稿のモデル設定では、モンテカルロ法に対して分散減少

法を使うと確かに分散減少効果が現れるが、準モンテカルロ法の収束スピードは

それをはるかに凌ぐことが確認された。

次に、準モンテカルロ法で用いる準乱数による収束の違いを見るために、Halton

列、Faure列、Sobol列の収束性を図 7～図 12に示した。図 1～図 6と同様に、各

準乱数を使った場合のトランシェ・スプレッドの絶対誤差の推移を表している。こ

れらの図から、どの準乱数も 3,000回程度で収束しており、かつ準乱数間の相違も

ほとんどないことがわかった37。

6.4 単位時間あたりの計算効率性

以上の分析より、ツリー法に準モンテカルロ法を用いると少ない試行回数で高

い精度のCDOトランシェのスプレッドが得られることがわかった。ただ、4.1節

で指摘したようにツリー法は Li [2000]の手法と比べ、1回の試行あたりの計算時

間が長くなるため、計算効率性を考える上では計算時間単位で比較しなくてはな

らない。

そこで、準モンテカルロ法（Halton列を使用）を用いたツリー法とLi [2000]の

手法について、計算時間あたりの評価に変換した誤差推移を図 13～図 18に示し

た。時間の単位はツリー法で試行回数 500回の計算に費やす時間を 1単位として

いる38。Li [2000]の手法で 1単位時間中に実行することができる試行回数はエク

イティ（0％～3％）の場合は 22,000回であり、メザニン（6％～9％）の場合は

25,000回であった。

図 13～図 18からは、Li [2000]の手法は、メザニン（6％～9％）の場合は比較

的少ない回数で誤差小さくなっているものの安定性に欠け、エクイティ（0％～3

％）の場合は 10単位（試行回数 220,000回）でも収束していないことが確認され

る。それに対して、ツリー法はどの場合も短い単位時間中に安定して収束してい

ることがわかる。表 2のスプレッド水準を参考に推定誤差の許容範囲をエクイティ

（0％～3％）の場合 2bp、メザニン（6％～9％）の場合 1bpとすると、ツリー法

は全ての場合で 3単位以内（試行回数：1,500回、計算時間：3.93～4.41秒）で収

束しており、計算時間で評価してもツリー法は優位性が高いことがわかった。

37他の様々な相関、トランシェ、銘柄数で計算してみたところ、本稿で用いた（QunatLibの）
改良型 Halton列を用いると、多くの場合、他の列より速く収束する傾向があることがわかった。

38使用した PCでは、1単位の計算時間はエクイティ（0％～3％）で 1.31秒、メザニン（6％～
9％）で 1.47秒であった。計算時間は両手法とも試行回数に比例する。エクイティとメザニンの計
算時間の差は、3節のツリー・アルゴリズムに起因しており、メザニンよりもエクイティの方が計
算負荷が少ないことから生じている。
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7 まとめ

本稿では、横谷 [2007]で示した CDO高速プライシング手法のマルチ・ファク

ター・モデルへの応用法を説明した。マルチ・ファクター・モデルの場合、ファク

ター数が 3以内であれば、1ファクター・モデル（横谷 [2007]）と同様に条件付期

待値の積分で数値積分（ガウス=エルミート法）を用いた方がよい。一方、ファク

ター数が 4以上となれば、モンテカルロ法を用いた方が効率的である。本稿では、

モンテカルロ法の分散減少法と一様乱数に準乱数を用いる準モンテカルロ法につ

いて説明し、プライシング高速化の効果を計測したほか、CDOプライシングの標

準的手法となっている Li [2000]の手法との比較を行った。その結果、準モンテカ

ルロ法を用いることにより、試行回数単位、計算時間単位のいずれで評価しても

CDOプライシングを既存の手法より効率的に行えることがわかった。

また、本稿ではAndersen, Sidenius and Basu [2003]で提示された、相関行列か

らファクター係数を導出する効率的なアルゴリズム（ISM）を説明した上で、最適

ファクター数の導出方法（ISM+α）とその理論的枠組みを示した。同手法はファ

クター・モデルを用いる他の分野においても有用性が高いと考えられる。

補論1　無条件分散と条件付分散

4.2節で条件付モンテカルロ法の分散減少効果について説明したが、この効果は

以下のように理論的に示すことができる。証明は木島・長山・近江 [2000]に沿っ

て説明する。

任意の確率変数 xと yとすると、

E[x] = E(E[x|y]),

が成り立つ。このとき、

V (x|y) = E(x2|y) − (E[x|y])2,

となるので、両辺の期待値をとると、

E[V (x|y)] = E[E(x2|y)] − E[(E[x|y])2]

= E[x2] − E[(E[x|y])2],
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となる。また、

V [E[x|y]] = E[(E[x|y])2] − (E[E[x|y]])2

= E[(E[x|y])2] − (E[x])2,

であるので、

V [x] = E[V (x|y)] + V [E[x|y]] ≥ V [E[x|y]],

となる。ここで、V (x|y) > 0であれば、E[V (x|y)] > 0であり、V [x] > V [E[x|y]]

が成立する。したがって、単純に確率変数をサンプリングするより、条件付期待

値をサンプリングした方が誤差分散が減少する。

補論2 スペクトル分解と ISMの理論的枠組み

本補論では、5節で説明した ISM（Iterative Spectral decomposition Method）の

理論的枠組みを説明する。

Zを半正定値（positive semi-definite）であるm×m対称行列とする。Zの固有値

を λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λm ≥ 0とし、それらの対角行列を∆ = diag(λ1, λ2, · · · , λm)、

この固有値の順に並べた固有ベクトルの束（行列）を Γとすると次の等式が成り

立つ。

ZΓ = Γ ∆,

Z = Γ ∆ Γ−1 = Γ ∆ ΓT . (A-1)

ここで、∆ = Λ ΛT となる対角行列 Λ（Λii =
√

λi, i = 1, · · · ,m）を定義すると、

(A-1)式より、

Z = Γ Λ ΛT ΓT = (Γ Λ) (Γ Λ)T , (A-2)

が成り立つ。(A-2)式をスペクトル分解と呼ぶ。

また、任意の正方行列Rのノルムを次のように定義する。

∥R∥2 =
∑
i j

(Rij)
2 = tr (RRT ). (A-3)

上記の設定のもとで、対称行列に関して次の定理が成り立つ。
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定理（Harville [1999]） [最適なランク減少（Optimal rank reduction）]

ランクが k (≥ r)である (m × m)対称行列をAとし、Aの 0ではない固有値を

λ1, λ2, · · · , λk (|λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λk|)、固有ベクトルの束（行列）を Γとする。

ここで、

A = Γ ∆ΓT , where ∆ = diag(λ1, · · · , λk, 0, · · · , 0), (A-4)

とする。このとき、ランクが rである任意の (m×m)行列をBとすると、次の関

係式が成り立つ。

∥B − A∥2 ≥ λ2
r+1 + · · · + λ2

k. (A-5)

上式の等式は次のときに成り立つ。

B = Γ ∆̂ΓT , where ∆̂ = diag(λ1, · · · , λr, 0, · · · , 0). (A-6)

以上の準備のもとで、ISMの収束性について考える。

ISMアルゴリズムの s回目の Âsについて以下のことが成り立つ。

Âs Â
T

s =

(
Γ̃s

√
Λ̃s

)(
Γ̃s

√
Λ̃s

)T

= Γs∆̃sΓs. (A-7)

ただし、ΓsはΣ−Ĉs−1の固有値の大きさ順に並べた固有ベクトルのm×m行列で、

∆̃sはΣ−Ĉs−1の固有値 (λs
1 ≥ λs

2 ≥ · · · ≥ λs
m)のうち、λs

z+1, · · · , λs
mを0として（z

はファクター数）、それらを対角要素とした行列（∆̃s = diag(λs
1, λs

2, · · · , λs
z, 0, · · · , 0)）

とする。

ここで、Ws = Σ− Ĉs−1 − Âs Â
T

s、Ds = Ĉs − Ĉs−1という 2つの行列を定義す

る。このとき、Ĉs = I − diag
(
Âs Â

T

s

)
より、

Ds = diag
(
I − Âs Â

T

s

)
− Ĉs−1

= diag
(
Σ − Âs Â

T

s

)
− Ĉs−1

= diag(Ws), (A-8)

となり（2つ目の等式はΣの対角要素が全て 1であることから成り立つ）、

∥Ws − Ds∥ ≤ ∥Ws∥, (A-9)

が成り立つ。また、Ws+1と (Ws − Ds)について、

∥Ws+1∥ = ∥Σ − Ĉs − Âs+1 Â
T

s+1∥,

∥Ws − Ds∥ = ∥Σ − Ĉs − Âs Â
T

s ∥,
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となるので、(A-7)式と定理（Harville [1999]）より、ある正の定数 aが存在し、

0 ≤ a ≤ ∥Ws+1∥ ≤ ∥Ws − Ds∥, (A-10)

が成立する。(A-9)式、(A-10)式より、

0 ≤ a ≤ ∥Ws+1∥ ≤ ∥Ws − Ds∥ ≤ ∥Ws∥, (A-11)

が成り立つことにより、

lim
s→∞

∥Ds∥ = lim
s→∞

∥Ĉs − Ĉs−1∥ = 0, (A-12)

と同時に、

lim
s→∞

∥Ws − Ds∥2 = lim
s→∞

∥Σ − Ĉs − Âs Â
T

s ∥2 = a2 ≥ 0, (A-13)

が成り立つ。したがって、IMSを用いることで、5節の (19)式を満たす Ãを導出

できることが示せた。

また、(A-10)式、(A-11)式、(A-13)式について a = 0が成り立つのは、定理

（Harville [1999]）より、Σ− Ĉ∞のランクがファクター数 z以下であるときのみで

ある。したがって、IMS+αによって、z = 1, 2, · · · の順に (22)式の Er(z)を計算

していけば、最適ファクター数を求めることができる。
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表 1: 相関行列

銘柄 低相関 中相関 高相関
1～10 2％ 20％ 60％
11～20 3％ 25％ 40％
21～30 4％ 30％ 30％
31～40 3％ 25％ 40％
41～50 2％ 30％ 60％
区間外 1％ 5％ 10％

表 2: スプレッド水準

トランシェ スプレッド（bp）
低相関 中相関 高相関

0％～3％ 2,075.87 1,706.33 1,405.76
3％～6％ 336.46 415.26 438.46
6％～9％ 25.92 99.63 162.94
9％～12％ 1.42 25.17 66.66
12％～22％ 0.01 1.90 10.38

表 3: 相関行列のファクター化誤差

ファクター数 低相関 中相関 高相関
1 0.1307 16.4186 49.9036
2 0.0647 10.7453 26.9075
3 0.0276 6.1389 13.0415
4 0.0095 2.3860 4.6083
5 4.25E-10 2.47E-10 1.37E-10
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表 4: 共通ファクター係数

銘柄 ファクター 1 ファクター 2 ファクター 3 ファクター 4 ファクター 5

低相関
1～10 9.82％ −2.53％ 0.00％ −6.87％ −7.07％
11～20 11.81％ −6.25％ 10.00％ 4.63％ 0.00％
21～30 14.83％ 13.31％ 0.00％ 1.73％ 0.00％
31～40 11.81％ −6.25％ −10.00％ 4.63％ 0.00％
41～50 9.82％ −2.53％ 0.00％ −6.87％ 7.07％

中相関
1～10 23.95％ 0.00％ −7.87％ 0.00％ −36.94％
11～20 28.46％ 0.00％ −24.26％ −31.62％ 10.08％
21～30 35.07％ 35.36％ 22.37％ 0.00％ 4.43％
31～40 28.46％ 0.00％ −24.26％ 31.62％ 10.08％
41～50 35.07％ −35.36％ 22.37％ 0.00％ 4.43％

高相関
1～10 52.78％ 50.00％ 26.49％ 0.00％ 3.61％
11～20 34.84％ 0.00％ −33.43％ 38.73％ 13.00％
21～30 29.78％ 0.00％ −15.69％ 0.00％ −43.21％
31～40 34.84％ 0.00％ −33.43％ −38.73％ 13.00％
41～50 52.78％ −50.00％ 26.49％ 0.00％ 3.61％

表 5: 期待損失率の標本標準偏差

トランシェ 相関 Li MT 負の相関法 LHC Halton
0％～3％ 低 33.67％ 10.41％ 0.95％ 10.18％ 10.32％

中 38.55％ 26.11％ 8.71％ 25.49％ 25.83％
高 41.06％ 31.95％ 12.92％ 31.46％ 31.74％

6％～9％ 低 8.46％ 1.62％ 0.85％ 1.53％ 1.61％
中 18.98％ 12.73％ 7.86％ 11.69％ 12.04％
高 24.90％ 20.40％ 12.80％ 18.48％ 19.54％
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図 1: モンテカルロ法の収束（低相関、トランシェ：0％～3％）
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図 2: モンテカルロ法の収束 (低相関、トランシェ：6％～9％)
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図 3: モンテカルロ法の収束（中相関、トランシェ：0％～3％）
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図 4: モンテカルロ法の収束 (中相関、トランシェ：6％～9％)
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図 5: モンテカルロ法の収束（高相関、トランシェ：0％～3％）
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図 6: モンテカルロ法の収束 (高相関、トランシェ：6％～9％)
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図 7: 準モンテカルロ法の収束（低相関、トランシェ：0％～3％）
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図 8: 準モンテカルロ法の収束 (低相関、トランシェ：6％～9％)
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図 9: 準モンテカルロ法の収束（中相関、トランシェ：0％～3％）
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図 10: 準モンテカルロ法の収束（中相関、トランシェ：6％～9％）
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図 11: 準モンテカルロ法の収束（高相関、トランシェ：0％～3％）
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図 12: 準モンテカルロ法の収束（高相関、トランシェ：6％～9％）
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図 13: 単位時間あたりの収束 （低相関、トランシェ：0％～3％）
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図 14: 単位時間あたりの収束（低相関、トランシェ：6％～9％）
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図 15: 単位時間あたりの収束（中相関、トランシェ：0％～3％）
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図 16: 単位時間あたりの収束（中相関、トランシェ：6％～9％）
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図 17: 単位時間あたりの収束（高相関、トランシェ：0％～3％）
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図 18: 単位時間あたりの収束（高相関、トランシェ：6％～9％）
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