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要 旨 

日本のクレジット市場では CDS（Credit Default Swap）取引やインデ

ックス取引（iTraxx Japan）の拡充とともに、CDO（Collateralized Debt 
Obligation）取引も年々取引量が増しており、プライシングの高速化が

実務上の重要な課題となっている。本稿では、CDO のプライシングの

高速化を可能とする新しい計算手法を提示し、そのパフォーマンスを示

す。この手法は、準解析的手法の枠組みの中で、条件付同時デフォルト

確率をツリーを用いて正確かつ効率的に計算する手法である。ツリー・

メソッドはオプション理論等で既に多くの実務家に親しまれており、本

稿の手法は理論面のみならず実装面での平易さからみても実用的であ

る。また、本稿で証明した離散特性関数とツリー・メソッドの同値性は、

CDO のプライシングだけに留まらず、一般的なオプション・プライシ

ングにおいても応用可能である。 
 
キーワード：CDO、離散特性関数、高速フーリエ変換、ツリー・メソッ

ド、不均等プール、オプション・プライシング 

JEL classification: G12、G13 
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1 はじめに

これまで、CDO（Collateralized Debt Obligation）のプライシング手法がさま

ざまな形で考案されてきた。CDOのプライシングで最大の問題となるのは、ポー

トフォリオの中に含まれる参照銘柄間の資産相関構造を考慮に入れたときの同時

デフォルト確率をいかに捉えるかという問題であり、現在では Li [2000]が提唱し

たコピュラの応用法が定着している。コピュラとは相関構造を持つ多次元確率分

布の表現法であり、これをCDOのプライシングに応用したモデルでは、(1)確率

分布の与え方（正規分布、t分布など）、(2)相関の表現手法（ファクター・モデル、

相関行列のコレツキー分解法）などにより様々な分類の仕方がある。現在、クレ

ジット市場では、(1)に関しては正規分布（正規コピュラ）を用いることが定着し

ており、(2)に関しては、CDOの参照銘柄間に任意の相関行列を想定する場合は、

コレツキー分解によるモンテカルロ法が用いられ1、単一相関を想定する場合は、1

ファクター・モデルに対して数値積分を用いる手法（以下、準解析的手法）が定着

している。コレツキー分解を用いた手法は、所与の相関構造を正確に反映させる

ため、精緻な評価が可能となる反面、計算に時間を要するという問題を抱えてい

る。そこで、所与の相関構造をマルチ・ファクター・モデルで表現し、それに対し

てモンテカルロ法の分散減少法（加重サンプリング法や分割化法等）を応用する

研究がなされている（Glasserman and Li [2005]、Chen and Glasserman [2006]）。

もっとも、実務において標準的手法としての地位を確立したものは未だない。

本稿では、近年 CDOの高速計算手法として定着化している正規コピュラと１

ファクター・モデルの組み合わせに対して、オプションのプライシングなどに用

いられているツリー・メソッドを活用した新しい手法を提示する。ツリー・メソッ

ドは、様々な準解析的手法に応用できるが本稿ではまず単一相関を想定した 1ファ

クター・モデルに適応し、プライシングの計算を大幅に高速化させる効率的な手

法であることを示す。

準解析的手法に基づくプライシングは、(A)共通ファクターの確率変数を所与

とした条件付デフォルト確率を考えることで各参照銘柄のデフォルト事象を独立

なものと捉え、(B)その条件付確率のもとでプール全体の条件付デフォルト確率を

求め、(C)共通ファクターの確率変数に対して数値積分を用いて期待値を求める、

という手順を踏む。現在、この分野で注目されているのは (B)に関した「互いに

独立なデフォルト事象のもとでプール全体の条件付同時デフォルト確率をいかに

求めるか」という技術であり、本稿もこれを扱ったものである。(B)の問題は、も

し単一相関、均一デフォルト時エクスポージャー、均一デフォルト率を仮定すれ

1相関を持った正規乱数をコレツキー分解法を用いて発生させる手法は、湯前・鈴木 [2000]に詳
しい。
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ば、2項分布で計算することができるが、3つの仮定のうち 1つでも成立しない場

合、2項分布では正確に計算できない。そこで、近年の多くの研究では、大数の法

則や中心極限定理に基づき近似的に同時確率を求める手法の開発に関心が集まっ

ている (Richard and Ordovas [2006]、安藤 [2005]）。近似手法は参照銘柄数が大

きいほど近似精度が高いという性質を持っているため、銀行のポートフォリオ分

析など参照銘柄が多い分析では、計算速度の面で有益である。一方、CDO、FtD

（First-to-Default）等のクレジット商品の参照銘柄は銀行のポートフォリオと比べ

圧倒的に少なく（日本のクレジット市場では、CDOは平均 100銘柄、FtDは平均

10～20銘柄）、近似手法では近似誤差が問題となり得る。特に、エクイティの近似

誤差が大きい傾向がある。これに対して、Laurent and Gregory [2005]は、厳密な

条件付同時確率を算出できる手法として、条件付同時確率分布と一対一対応して

いる離散特性関数（離散フーリエ変換）に対して離散逆フーリエ変換を行う手法

を推奨している。その際、高速フーリエ変換（Fast Fourier Transform, FFT）を用

いているが、FFTは条件付同時デフォルト確率の計算手法として速くはなく、特

に、デフォルト時エクスポージャーが不均等なプールでは計算負荷が大きくなる

という批判がある（Richard and Ordovas [2006]）。

そこで、本稿では、均等・不均等の区別なく条件付同時確率を高速に計算する手

法として、ツリー・メソッドを用いた手法を提案し、そのパフォーマンスを比較、

評価する。このツリー・メソッドは、離散特性関数に対して離散逆フーリエ変換

を行った手法と理論的に同値であり、厳密な条件付同時確率を求めることができ、

かつ計算速度が速いという優れた特性を保っている。また、この手法はAndersen,

Sidenius and Basu [2003]が提示した格子を使った手法 “Recursive Method”の効率

化と捉えることもできる。彼らの手法は、全ての格子点を計算するものであった

が、ツリー・メソッドではこれを大幅に効率化することができる。

さらに、このツリー・メソッドはこれまでの準解析的手法における様々な研究

成果に対して殆どそのまま応用することができる。その一例として、Andersen,

Sidenius and Basu [2003]に提示されている感応度計算2のツリー・メソッドによる

応用を説明する。

以下、2節では、CDOの 1ファクター・モデルにおけるプライシング手法の概

要を説明し、3節では 2節を踏まえ、離散特性関数を利用したCDOトランシェの

期待損失率の求め方を説明する。4節では本稿の主要論点であるツリー・メソッド

によるCDOトランシェの期待損失率の求め方を説明するとともに、同手法が 3節

で説明した特性関数を用いた解法との同値性を有していることを証明する。5節で

2感応度とは、CDOのヘッジやリスク管理に用いる指標で、CDOの理論価格式を任意のパラ
メータ（CDS（Credit Default Swap）スプレッドや資産相関など）について微分もしくは差分し
たものを指す。
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は応用例として感応度の計算法を示す。6節では 1ファクター・モデルの計算速度

について従来の手法と比較し、大幅な高速化が可能となることを示す。7節はまと

めと本稿のプライシング法の応用例を述べる。

2 準解析的CDO プライシング

本節では、１ファクター・モデルと条件付確率の設定を行ったうえで、準解析

的なCDOのプライシング手法を説明する。

2.1 1 ファクター・モデルと条件付確率の設定

各参照銘柄間の資産相関を ρ (0 ≤ ρ ≤ 1)で表すことができると仮定すると、1

ファクター・モデルは、参照銘柄数をmとして、以下のように定義することがで

きる。

vi =
√

ρY +
√

1 − ρϵi, i = 1, · · · ,m.　 (1)

ここで、Y, ϵiは互いに独立な標準正規分布に従うとする。

viを各参照企業の資産価値を決定付ける確率変数であるとすると、資産価値は

共通のファクター項（共通ファクター）Y と、独自の要因（固有ファクター）ϵiに

よって決まる。

ここで、各参照企業の時点 tでのデフォルト確率を p̂iとする（以下の議論は任

意の tについて成立するため、tを省いて表記する）。(1)式で viは標準正規分布に

従うことから、

p̂i = Pr[vi < Φ−1(p̂i)], (2)

が成り立つ。ここで、(1)式の共通ファクター Y が与えられたもとでの条件付デ

フォルト確率を piとすると、

pi = Pr[vi < Φ−1(p̂i)|Y = y]

= Pr[
√

ρY +
√

1 − ρϵi < Φ−1(p̂i)|Y = y]

= Pr

[
ϵi <

Φ−1(p̂i) −
√

ρY
√

1 − ρ
|Y = y

]
= Φ

(
Φ−1(p̂i) −

√
ρy

√
1 − ρ

)
, (3)

となり、任意の i, j(i ̸= j)に対して pi, pjは独立な事象に対する確率となる。参照

銘柄全体（以下、プール）の条件付同時デフォルト確率は、この条件付デフォル

ト確率を用いて解くことができる。
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2.2 デフォルト時損失率について

ここでは、後の説明に使うデフォルト時損失額とデフォルト時損失率について

の記号の定義を行う。まず、参照銘柄のデフォルト時損失額（額面×（1−回収率）
）について考える。後述するようにCDOをプライシングする際、(3)式によって

求まる条件付デフォルト確率を用いて、プールの条件付同時デフォルト確率を計

算することになる。そのときデフォルト時損失額が同じであれば、同時デフォルト

確率は「i銘柄デフォルトする確率（iは銘柄数の合計を最大とする自然数）」と定

義できる。一方、デフォルト時損失額が銘柄間で異なれば、銘柄を単位として考え

ることは難しい3。そこで、本稿ではデフォルトを数える単位を細かくし、デフォ

ルト時損失額の最大公約数を単位とする。このように設定することにより、各銘

柄のデフォルトを「最大公約数を基準として k単位デフォルトする（kは自然数）」

という事象として捉えることができ、同時デフォルト確率もこの単位で表現する

ことができる。ここで、デフォルト時損失額を自然数で表すことができるとし4、

そのそれぞれの損失額を {a1, a2, · · · , am}とする。このとき、{a1, a2, · · · , am}の最
大公約数をHとして、

bi =
ai

H
, i = 1, 2, · · · ,m, (4)

を要素とするとするベクトルB = {b1, b2, · · · , bm}T を定義する。biは各銘柄のデ

フォルト時損失額がH を基準として何単位分かを示す自然数である。以下では、

このBを用いて同時デフォルト確率を考えていくことにする。さらに、総単位数

を nとし、n =
∑m

i=1 biと定義する。

また、トランシェの損失率を表すベクトルをサイズn+1のベクトルLとし、そ

の要素 lk(k = 0, 1, · · · , n)はプールが k単位毀損されたときの、トランシェの損失

率を表すものとする。

2.3 CDO プライシング手法

CDOトランシェのプライシングは満期までの任意時点の期待損失率を計算する

ことができればプロテクション・レグ（デフォルト発生時の支払額）の価値は額

面を掛ければよく、プレミアム・レグ（期中プレミアムの支払額）の価値は期待損

失率の関数として考えることができる5。したがって、ここでは基礎となる期待損

失率の求め方を説明する。
3例えば、全ての銘柄間でデフォルト時損失額が違うのであれば、同時デフォルトの場合の数が

2の銘柄数乗となる。
4クレジット商品は各参照銘柄を億円単位で取引することが普通であり、回収率もパーセント表

示で小数点以下まで細かく既定することは稀であるので、ほとんどの場合この仮定は成り立つ。
5Laurent and Gregory [2005]または小宮 [2003]が詳しい。
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まず、時点 tまでに n単位中 k単位だけプールが毀損する条件付同時デフォルト

確率を

cp(t, k, n|Y ),　 (5)

時点 tまでに n単位中 k単位以上プールが毀損する条件付同時デフォルト確率を

CP (t, k, n|Y ), (6)

とする。また、アタッチメント（トランシェの下限の総額面に対する比率）を o、

デタッチメント（トランシェの上限の総額面に対する比率）をOとし、プール全

体の損失率が [o,O]に収まる単位数を [d, u]（d, uは自然数）6 とすると、時点 tの

トランシェの瞬間期待損失率G(t)は次のように求まる。

G(t) =

∫ +∞

−∞

{
u−1∑
j=d

lj
∂cp(t, j, n|Y )

∂t
+ lu

∂CP (t, u, n|Y )

∂t

}
dΦ(Y ). (7)

ここで t時点の割引率をD(t)とすると、時点 0でのトランシェの割引期待損失

率は、満期を T とすると以下のように求めることができる。∫ T

0

G(t)D(t)dt. (8)

(7)式、(8)式の積分を解析的に解くことは通常困難であり、数値積分により計

算することになる。上記の手法はモンテカルロ法ではなく数値積分を用いる解法

であることから、「準解析的手法」と呼ばれている。

3 特性関数を用いた期待損失率の求め方

前節では、CDOの割引期待損失率を求める準解析的な手法を説明した。ここか

らは、p̂i（各参照銘柄の無条件デフォルト確率）は所与とし7、D(t)（割引率）を

確定的な関数として、(5)式と (6)式の条件付同時デフォルト確率の求め方のみに

限定して議論を進める。本節では Laurent and Gregory [2005]が提示している離

散特性関数を用いた手法を説明する。よく知られているように特性関数を逆フー

リエ変換することで確率密度関数が得られる。これを条件付デフォルト確率の算

出に応用する。以下、まず離散フーリエ変換、離散逆フーリエ変換を定義し、そ

れを用いてCDOプールのデフォルト事象に対する離散特性関数を定義し、その離

散逆フーリエ変換として同時デフォルト確率を求めていく。
6総額面を TN とすると、d = min(k|o < kH

TN , k ∈ {1, · · ·n}), u = min(k|O ≤ kH
TN , k ∈

{1, · · ·n})。
7通常、何らかのモデルを仮定して CDS もしくは社債のスプレッドから逆算して求める。

Schönbucher [2003]が詳しい。
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3.1 離散フーリエ変換、離散逆フーリエ変換の定義

本節で用いる離散フーリエ変換、離散逆フーリエ変換を定義する。ここで、求

めたい単位ごとの条件付同時デフォルト確率を xj(j = 0, 1, · · · , n)とし、それらを

要素とするベクトルをXとする。

このとき、離散フーリエ変換は以下のように定義される。起こりうる事象の数、

すなわち合計単位のデフォルトが発生する事象の数と全くデフォルトしない事象

の数の和をN(= n + 1)とすると、k = 0, 1, · · · , N − 1に対して、

fk =
N−1∑
j=0

xje
− 2πi

N
jk =

N−1∑
j=0

xjW
jk = XTWk. (9)

ただし、iは虚数単位、W = exp(−2πi/N)、Wk = {W 0k,W 1k, · · ·W (N−1)k}T , (k =

0, 1, · · · , N − 1)とし、fkを要素とするベクトルをFとする。また、F(X)をXの

フーリエ変換を表す関数とする（F = F(X)）。

離散逆フーリエ変換は以下のように定義される。

xj =
1

N

N−1∑
k=0

fke
2πi
N

kj =
1

N

N−1∑
k=0

fkW
−kj =

FTW−1
j

N
. (10)

ここで、F−1(F)をFの離散逆フーリエ変換を表す関数とする（X = F−1(F)）。

3.2 評価手法

3.1節の定義により、求めたい条件付同時デフォルト確率Xは、プール全体の特

性関数Fが求まれば (10)式によって求まることがわかる。以下で、Fの求め方を

示す。

qi(i = 1, 2, · · · ,m)をサイズn+1のベクトルとして、第１要素を1−pi、第 (bi+1)

要素を piとし、それ以外の要素を 0とする。このとき、F (qi)(i = 1, 2, · · · ,m)は

各参照銘柄のデフォルト事象に対する離散特性関数（離散フーリエ変換）となる。

pi (i = 1, 2, · · · , m)は独立なので、プール全体の離散特性関数Fは以下のように求

めることができる。

F =
m∏

i=1

F(qi). (11)
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Fの各要素 fk(k = 0, 1, · · · , n)は

fk =
m∏

i=1

{
(1 − pi)W

0k + pjW
bik

}
=

m∏
i=1

{
1 − pi + pi exp

(
−2π

ibik

N

)}
=

m∏
i=1

[
1 − pi + pi

{
cos

(
−2π

bik

N

)
+ i sin

(
−2π

bik

N

)}]
, (12)

と計算できるので8、FFTを使わずにすむ。

(11)式、(12)式によりプール全体の離散フーリエ変換が求まれば、離散逆フー

リエ変換の定義式 (10)式によりXを求めることができる。以上より、トランシェ

の期待損失率（T l）は、

T l =
n∑

k=0

lkxk = LTF−1

(
m∏

i=1

F(qi)

)
= LTX, (13)

と表すことができ、FFTを使って計算することができる。

3.3 時間微分について

前述したように、最終的にCDOを評価する際、(7)式において (13)式の時間微

分を求める必要がある。もし何も工夫しないと、(13)式を数値微分しなくてはい

けないが、それでは離散逆フーリエ変換を 2度行わないとならないため、時間が

不必要にかかる。そこで、ここでは解析的に時間微分を行い、離散逆フーリエ変

換を 1回で済ませる手法を示す。

まず、(13)式において時間依存する変数は条件付確率 piのみであることより、

(13)式の時間微分は以下のように表すことができる。

∂LTX

∂t
= LTF−1

(
∂F

∂t

)
. (14)

8最後の等式は cos x + i sin x = exp(ix)を用いた。
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(14)式の最後の括弧の中の微分の要素は (12)式の時間微分であり、

∂fk

∂t
=

∂ exp(ln(fk))

∂t

= exp(ln(fk))
∂ ln(fk)

∂t

= fk
∂ ln(fk)

∂t

= fk

m∑
i=1

∂ ln
(
1 + pi(W

bik − 1)
)

∂t

= fk

m∑
i=1

W bik − 1

1 + pi(W bik − 1)

∂pi

∂t
, (15)

となる。∂pi/∂tについては、pi(t)が tに関して解析的な微分が不可能であれば数値

微分で (pi(t)− pi(t−∆t))/∆tとすればよい。また、(W bik − 1)/(1 + pi(W
bik − 1))

は分子分母ともに複素数であるので、以下のように解析的に解くことができる。こ

こで、

W bik − 1 = λ1(cos θ1 + i sin θ1), (16)

1 + pi(W
bik − 1) = λ2(cos θ2 + i sin θ2), (17)

とすると、

W bik − 1

1 + pi(W bik − 1)
=

λ1e
iθ1

λ2eiθ2

=
λ1

λ2

ei(θ1−θ2)

=
λ1

λ2

(cos(θ1 − θ2) + i sin(θ1 − θ2)), (18)

と表すことができる。ただし、

λ1 =

√[
cos

(
−2π

bik

N

)
− 1

]2

+ sin

(
−2π

bik

N

)2

,

λ2 =

√[
1 + pi

{
cos

(
−2π

bik

N

)
− 1

}]2

+

[
pi sin

(
−2π

bik

N

)]2

,

θ1 = arctan

(
sin

(
−2π bik

N

)
cos

(
−2π bik

N

)
− 1

)
= π

(
1

2
− bik

N

)
,

θ2 = arctan

(
pi sin

(
−2π bik

N

)
1 + pi

{
cos

(
−2π bik

N

)
− 1

})
, (19)

となる9。
9θ1 の 2つ目の等式は arctan θ = π/2 − arccot θを使う。
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4 ツリーを用いた期待損失率の求め方

本節では、まず本稿の主要論点であるツリー・メソッドによるCDOトランシェ

の期待損失率の計算手法を示し、Černy [2004]に基づいてツリーによる解法を離散

フーリエ変換を用いて表現し、それと (13)式との同値性を示す。最後に、ツリー・

メソッドにおける計算上の工夫について議論する。

4.1 ツリーによる解法

ファクター・モデルのもとでは、共通ファクターの確率変数を条件とすると、参

照銘柄のデフォルト事象の独立性が成り立つことから、トランシェの条件付期待

損失率はツリーを用いて以下のようにバックワード（1銘柄ごとの逐次期待損失率

計算）で計算することができる。

1. ベクトルLをツリーの最後に並べる（サイズは n + 1。要素は上で定義した

lk (k = 0, 1, · · · , n)）。

2. サイズ（n + 1 − bm）のベクトル Cmを用意し、その要素を cm(k) = (1 −
pm)lk + pmlk+bm , k = 0, · · · , n − bmとする。

3. 同様にバックワードに計算していき、途中では、サイズ（n+1−
∑m

j=i bj）の

ベクトルCiを用意し、その要素を ci(k) = (1−pi)ci+1(k)+pici+1(k+bi), k =

0, · · · , n −
∑m

j=i bjとする。

4. 最後に求まる c0(0)がトランシェの条件付期待損失率となる。

図 1は 4銘柄、11単位のプールについて、アタッチメント（トランシェの下限）が

2単位、デタッチメント（トランシェの上限）が 5単位に設定されたトランシェの

期待損失率の解法を図示したものである。矢印は上記アルゴリズムの 2.や 3.の和

の計算を表している。ここでは、離散特性関数を用いた手法（3節）との同値性を

示すためにバックワード・アルゴリズムを示したが、さらに効率的に計算できる

フォワード・アルゴリズムが存在し、これは 4.5節で示す。

4.2 演算記号の設定

ここで、後で必要となる関数 rev(·)と演算記号 ∗を設定しておく。
rev(·)は、g = {g0, g1, · · · , gN−1}として、以下のように定義される関数である。

rev(g) = {g0, gN−1, gN−2, · · · , g1}.

9



図 1: バックワード・アルゴリズムの例

また、∗はコンボリュージョン（畳込み）を表す記号であり、g = {g0, g1, · · · , gN−1}、
h = {h0, h1, · · · , hN−1}とすると、g ∗hはサイズN のベクトルで、第 (1 + j)要素

(j = 0, · · · , N − 1)は次のように定義される。

N−1∑
k=0

gj−khk. (20)

上式では、gの要素記号 j − kが負になることがあるが、そのときは j − kにN を

加えて gの要素を選択する。

4.3 離散フーリエ変換によるツリーの表現

4.1節で示したツリーによる解法の離散フーリエ変換による表現をČerny [2004]

に沿って説明する。ちなみに、Černy [2004]は 2項ツリーのバックワードによる解

の離散フーリエ変換による表現法を提示したが、以下はその一般化である。

3.2節で定義した qi(i = 1, 2, · · · ,m)を用いて、TLを

TL = L ∗ rev(q1) ∗ · · · ∗ rev(qm), (21)

と定義すると、TLの第 1要素 TL0が 4.1節のツリーによる解 c0(0)と一致する10。

ちなみに、均等プールであれば（全ての銘柄に対して bi = bj (i ̸= j)のとき）2項

ツリーを表現していることになる。

10(21)式の導出法はČerny [2004]を参照。
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また、上記の g,hの設定を用いると以下が成り立つ。

F(g ∗ h) = F(g)F(h),

F−1(g ∗ h) = NF−1(g)F−1(h),

F(rev(g)) = NF−1(g),

F−1(rev(g)) =
F(g)

N
,

F(F−1(g)) = g,

F−1(F(g)) = g. (22)

(22)式より、(21)式は離散フーリエ変換を用いて以下のように表すことができる。

F−1(TL) = F−1(L)Nm

m∏
i=1

F−1(rev(qi)), (23)

TL = F

(
F−1(L)

m∏
i=1

F(qi)

)
. (24)

4.4 特性関数を使った解法との同値性

Černy [2004]はツリーを用いた解が (24)式により求まるTLの第 1要素と一致

することを示したが、(11)式、(22)式より、以下のように式を展開することがで

きる。

TL = F
(
F−1(L)F(X)

)
= F

(
NF−1(L)F−1(rev(X))

)
= F

(
F−1(L ∗ rev(X))

)
= L ∗ rev(X). (25)

このTLの第１要素TL0はLTXと等しいので、(13)式によりTLの第１要素TL0

は

TL0 = T l, (26)

が成り立つ。つまり、4.1節のツリーを用いた手法により、特性関数を用いた期待

損失率と厳密に一致する解が求められたことになる。
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以上のことを一般化して定理としてまとめると、以下のようになる。

定理（ツリー・メソッドと離散特性関数を用いた手法の同値性）

トランシェの損失率ベクトルをL、各銘柄の条件付確率ベクトルをqi (i = 1, · · · ,m)

とする。ただし、各 qiはN (=
∑m

j=1 bj + 1)次ベクトルで、第 1要素から第 1 + bi

要素までを p̃i(k) (k = 1, · · · , 1 + bi、ただし、0 ≤ p̃i(k) ≤ 1、
∑1+bi

k=1 p̃i(k) = 1)、そ

れ以外の要素は 0とし、LもN 次ベクトルとする。このとき、ツリー・メソッド

により求まる条件付期待損失率は

LTF−1

(
m∏

i=1

F(qi)

)
, (27)

と同値である。

3節以降の説明は、定理において p̃i(k) (k = 1, · · · , 1+bi)を p̃i(1) = 1−pi（piは i

銘柄の条件付デフォルト確率）、p̃i(1+bi) = pi、それ以外は p̃i(k) = 0 (k = 2, · · · , bi)

としたものに相当する。定理のように qi (i = 1, · · · ,m)を一般化した設定からも

(26)式を導き出すことができる11。

4.5 ツリー・メソッドの工夫

4.1節では、離散特性関数を用いた手法との同値性を表現するためにバックワー

ドのツリー・メソッド・アルゴリズムを示したが、CDOをプライシングする場合

は更なる工夫を施したフォワード・アルゴリズムを構成することができる。

工夫のための着眼点は 2点あり、第 1点は 4.1節の計算はフォワード・アルゴリ

ズムでも計算でき、その結果ツリーの最後の列がプールの条件付同時デフォルト

確率になる12という点である。もう 1つの着眼点は、CDOではプール全体の損失

率がデタッチメント（トランシェの上限）を超えた場合、トランシェの損失率は

1となり、トランシェの損失率が 1となる確率は 1から「デタッチメント・ポイン

トより低い単位まで毀損する確率」を引けばよいという点である。

したがって、必要なツリーの高さはデタッチメント・ポイントより 1単位低い単

位までであり、ツリーをフォワードで計算し、最後の列の条件付同時デフォルト

確率とそれに相応するトランシェの損失率を掛け合わせ、さらに１から条件付同

時デフォルト率の和を引いた値を足し合わせれば、トランシェの条件付期待損失

率が求まる。

11この定理の応用については、7節のまとめで言及する。
12離散逆フーリエ変換とツリー・メソッドが同値であることから明らか。
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上記の計算を数式で表すと以下のようになる。lk (k = 0, · · · , n)をトランシェ

の損失率、xk (k = 0, · · · , n)をツリーから求まる条件付同時デフォルト確率、デ

タッチメントより小さい最大の（前述した最大公約数Hを単位とした）単位数を

detach−とすると、トランシェの条件付期待損失率 T lは以下のように表すことが

できる。

T l =
detach−∑

k=0

lkxk +

(
1 −

detach−∑
k=0

xk

)

= 1 +
detach−∑

k=0

(lk − 1)xk. (28)

また、3.3節と同様に (7)式において (28)式の時間微分を用意する必要があるが、

∂T l(t)

∂t
=

detach−∑
k=0

(lk − 1)
∂xk

∂t
, (29)

を計算すればよい。ただ、∂xk/∂tは数値微分をする必要がある。

以上より、ツリーのフォワード・アルゴリズムは次のように与えられる。

1. c0(0) = 1　とする。

2. i = 1, · · · ,mの順序で、サイズ (1 +
∑i

j=1 bj)のベクトルCiを用意し（ただ

し、1 +
∑i

j=1 bj > detach−の時は、サイズを (detach−) + 1とする）、各要

素は ci(k) = pici−1(k − bi) + (1 − pi)ci−1(k)k=0,··· ,(Size of Ci−1)と計算する。た

だし、k − bi < 0の際は第 1項を 0とする。逆に、ci−1(k)がない場合は第 2

項を 0とする。

3. 最後のCmの要素が cm(k) = xk（条件付同時デフォルト確率）となるので、

(29)式により条件付期待損失率の時間微分が求まる。

上記のアルゴリズムでは、デタッチメントを考慮しなければ、格子の総計は

m∑
i=1

(
1 +

i∑
j=1

bj

)
, (30)

となる。この格子の総計がツリーの計算量と比例するので、これを最小化させた

方が計算負荷が少なくてすむ。そのためには、上記のアルゴリズムの前に、銘柄を

デフォルト時エクスポージャー（bi）の小さい順に並べておくとよい。ちなみに、

上記の計算結果は並べ方に対して無差別になることが (21)式の畳込みの性質によ
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図 2: フォワード・アルゴリズムの例

り保証されている。なお、Andersen et al. [2003]の “Recursive Method”は、全て

の過程でCi(i = 1, · · · , m)のサイズを 1 +
∑i

j=1 bjとして計算する手法を提示して

いるが、本稿のアルゴリズムの方がより効率的である。

図 2は図 1と同じ CDOについてフォワード・アルゴリズムを図示したもので

ある。実線の矢印が実際に計算が必要な和の計算を表しており、点線はAndersen,

Sidenius and Basu [2003]の “Recursive Method”においてさらに付加される和の計

算を表している13。図 1、図 2の 2つの図を比べるとフォワード・アルゴリズムに

よる計算手法の効率性を視覚的に理解することができる。

また、同じプール内で複数のトランシェを同時にプライシングする場合14、この

手法を用いることで計算が非常に効率的になる。つまり、同じプールであれば、条

件付同時確率 (X)は同一なので、まず計算するトランシェのうち最上位（シニア）

のトランシェを計算し、そのツリーの結果（条件付同時確率）をメモリに記録し

ておき、他のトランシェに用いればよいのである。このようにすることで、最上

位のトランシェ以外はツリーを構築することなく計算することができる。

5 感応度の計算

4節の手法は、感応度の計算にも活用できる。CDOを評価する場合、プレミア

ムと同時に各参照銘柄のCDSのスプレッドの変化に対する感応度を計算すること

13CDOトランシェのデタッチメントは低い（高くても 30％）ので、本稿のフォワード・アルゴ
リズムは “Recursive Method”と比べ計算を相当部分を省略することができる。

14全てのトランシェに対する資産相関（ρ）が同じであることを仮定する。
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が実務上必要となる。本節ではその計算で用いる条件付期待損失率の「無条件」デ

フォルト確率に対する感応度の解法について Andersen, Sidenius and Basu [2003]

に倣って説明する。

(28)式により、条件付期待損失率の各参照銘柄の無条件デフォルト確率 p̂iによ

る微分は i = 1, · · · ,mに対して、

∂T l

∂p̂i

=
∂pi

∂p̂i

∂T l

∂pi

=
∂pi

∂p̂i

detach−∑
k=0

(lk − 1)
∂xk

∂pi

, (31)

となる。

まず、(31)式の ∂pi/∂p̂iは、(3)式により以下のように計算することができる。

∂pi

∂p̂i

= ∂ Φ

(
Φ−1(p̂i) −

√
ρy

√
1 − ρ

)
/∂p̂i

= ϕ

(
Φ−1(p̂i) −

√
ρy

√
1 − ρ

)
1

ϕ(Φ−1(p̂i))
√

1 − ρ
. (32)

ただし、ϕ(·)は標準正規分布の密度関数である。
次に、∂xk/∂piの計算について考える。条件付同時デフォルト確率（X）は、4.5

節のフォワード・アルゴリズムを用いて求めればよいが、その解は (21)式の畳込

みの性質により銘柄の並べ方に関して無差別であった。したがって、第 i銘柄のみ

対象銘柄から除いたプールの条件付デフォルト確率をX(i)とすると、

xk = x
(i)
k (1 − pi) + x

(i)
k−bi

pi, k = 0, · · · , n, i = 1, · · · , m (33)

が成り立つ。これより、

∂xk

∂pi

= x
(i)
k−bi

− x
(i)
k , if k < bi then x

(i)
k−bi

= 0, (34)

が求まる。ちなみに、(33)式より、x
(i)
k は xkが既知であれば求めることができる。

つまり、一度トランシェの理論価格を計算した際に用いた同時デフォルト確率を

メモリに記録しておけば、それを用いて x
(i)
k を計算することができるため、感応

度の計算用に新たにツリーを構築する必要はない。

6 1ファクター・モデルの計算事例

本節では、1ファクター・モデルにおけるモンテカルロ法（以下、MC法）を

使った結果とツリー・メソッド、FFTを用いた手法、Andersen, Sidenius and Basu

[2003]の “Recursive Method”の比較を行う。また、5節で説明した感応度の計算速

度の例を示す。
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表 1: プール 2の額面と単位数

銘柄 額面（億円） 単位
1～10 1.0 2
11～20 1.5 3
21～30 2.0 4
31～40 2.5 5
41～50 3.0 6

計算を行うにあたり、均等プールと不均等プールでのパフォーマンスを比較する

ため額面構成のみが異なる想定プールを 2つ用意した。計算対象とするCDOは 50

銘柄のCDS（Credit Default Swap）を原資産とするシンセティックCDOであり、

満期は5年、クーポンの支払いは年4回とし、デフォルト時に経過利子分を受け渡す

契約とする。割引率は固定ショートレート関数（exp(−r t)）を仮定し、r = 1.34％

とする。各参照銘柄のCDSも満期は 5年、クーポン支払いは年 4回とし、デフォル

ト時に経過利子分を受け渡す契約とする。全銘柄のデフォルト時回収率は 40％と

する。2つのプールのうち 1番目（以後、プール 1）は各々1億円の同額面とし（し

たがって、デフォルト時損失額の単位数は全て 1単位）、2番目（プール 2）は表 1

に示したように、10銘柄ごと違う額面のプールとした。満期 5年のCDSスプレッ

ドは 1銘柄目が 2bp（1bp = 0.01％）、2銘柄目が 4bp、と 2bpずつ上昇し、50銘

柄目が 100bpとする15。全ての銘柄のデフォルト確率に対して固定ハザードレート

関数（1-exp(−h t)）を仮定し、各 hはCDSスプレッドから逆算した。また、単一

相関係数（(1)式の ρ）は 20％に設定した。ちなみに、数値積分はガウス求積法を

用いており、その中で (7)式に対してははガウス＝エルミート（Gauss=Hermite）

法を、(8)式に対する積分はガウス＝ルジャンドル（Gauss=Legendre）法を適用

し、(7)式は 10分割、(8)式は 40分割16して計算した。

上記の設定のもとで、まずトランシェの計算時間を比較してみる17。計算時間は

使用する PCによって異なるため、プール 1のツリー・メソッドを 1に基準化し、

他の手法がツリー・メソッドの何倍要したかを示した。表 2は左がプール 1、右が

プール 2の結果である。どちらの表もアタッチメント 6％、デタッチメント 9％の

トランシェの理論価格（スプレッド）を計算している。「MC法」はLi [2000]の手法

により 100万回のシミュレーションによって計算した結果を示しており、「ツリー」

15プール 2の設定は、あえて数値積分の収束が悪くなるケースを想定した。CDSのスプレッド
が大きい銘柄ほど額面を大きくすると、数値積分の収束が遅くなる。

16各クーポン期間内（今回は 0.25年を想定）ごとに 2分割の積分を行った。
17プログラム言語は C++で、コンパイラーはMicrosoft Visual C++.Net 2003 を用いた。筆者
の PCのスペックは、CPUが Intel(R) Celeron(R) 2.66GHzで、メモリは 512MBである。
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表 2: 1ファクター・モデルの計算時間：プール 1ツリー・メソッドの計算時間を 1に基

準化（トランシェ：6％～9％）

プール 1 プール 2
スプレッド [bp] 時間 スプレッド [bp] 時間

MC法 147.0 1535.0 222.2 1538.0
ツリー 146.9 1 222.2 2.0
FFT 146.9 51.1 222.2 193.2

Recursive 146.9 2.0 222.2 5.3

は 4.5節のツリー・メソッド、「FFT」は 3節のFFTを使った手法18、「Recursive」

はAndersen et al. [2003]の “Recursive Method”を各々用いて計算した結果である。

表 2をみると、プール 1においてもプール 2においてもトランシェのスプレッド

は全ての手法でほぼ同じであるが、計算時間はツリー・メソッドが他の手法に比

べ明らかに速いことがわかる19。既存の研究成果である「Recursive」と比べても、

プール 1、プール 2のどちらも約 2倍の差がある20。また「FFT」や「Recursive」

に比べて不均等プールでも計算速度が大きく悪化しないことが窺える。

4.5節で、同ープールの複数トランシェをプライシングするときは上位のトラン

シェの計算のときに使う条件付同時デフォルト確率を記録して、他のトランシェ

に再利用すると効率的であることを述べたが、実際の効果を表 3と表 4に示した。

表 3がプール 1を、表 4がプール 2を計算した結果である。「メモリなし」列はメ

モリを用いないで計算した時の各トランシェにかかる計算時間とその合計である。

「メモリあり」の「合計」の行はメモリを使った場合の計算時間である。プール 1

の 12％をアタッチメント・ポイントとするトランシェにかかる計算時間を 1とし

て比較した21。メモリの活用によりプール 1、プール 2のどちらも約 3倍弱の差が

生じており、メモリを使った方が効率的であることがわかる。また、表中の「MC

法」と「ツリー」の列のスプレッド格差は 1bp以内である。ちなみに、「メモリな

し」の列でトランシェごとの計算時間が異なるのは、フォワード・アルゴリズム

を適用した場合、低いトランシェほど計算が必要な同時デフォルト確率の数が少

なくなるからである。

最後に、5節で説明した感応度の計算の応用事例として、CDSスプレッド感応度

の計算例を示す。具体的には、CDSスプレッドが 1bp上昇したときの CDOトラ

18FFTには “FFTW”のライブラリを用いた。http://www.fftw.org/ 参照。
19筆者の PCではプール１（均等プール）に対するツリー・メソッドの計算時間は約 0.05秒で
あった。

20この比率は銘柄が増えるごとに大きくなる。
21筆者の PCではこの計算時間は 0.09秒であった。
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表 3: メモリーを使った手法の効果（プール 1）：12％をアタッチメントとするトランシェ

にかかる計算時間を 1としたときの比較

スプレッド [bp] 時間
アタッチメント デタッチメント MC法 ツリー メモリなし メモリあり

0％ 3％ 1,466.2 1,466.3 0.50
3％ 6％ 423.2 423.3 0.65
6％ 9％ 147.0 146.9 0.67
9％ 12％ 60.4 60.0 0.67
12％ 22％ 11.5 11.3 1

合　　計 3.35 1.18

表 4: メモリーを使った手法の効果（プール 2）： プール 1の 12％をアタッチメントとす

るトランシェにかかる計算時間を 1としたときの比較

スプレッド [bp] 時間
アタッチメント デタッチメント MC法 ツリー メモリなし メモリあり

0％ 3％ 1,651.5 1,651.5 0.82
3％ 6％ 544.9 545.2 1.16
6％ 9％ 222.2 222.2 1.33
9％ 12％ 97.0 96.7 1.67
12％ 22％ 21.9 21.7 2.49

合　　計 7.37 2.68

ンシェの理論価格の変化幅を求めた。5節のような解析的な手法を用いなくとも、

数値差分を行うことで同様な結果が得られるが、全ての銘柄に対して計算する場

合は（銘柄数＋ 1）回分だけトランシェの価格を計算する必要がある（今回の例で

は 51回）。表 5はトランシェの価格の計算時間に 50銘柄の感応度の計算時間を加

えたものを示しており、各トランシェごと価格を 1回計算する時間を 1に基準化し

て表している。プールやトランシェによって結果は様々であるが、いずれも 51を

下回っており、数値差分より速く計算できることがわかる22。

22この比率は銘柄数が大きくなると小さくなる。
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表 5: 　全銘柄の CDSスプレッド感応度の計算時間：トランシェの現在価値の計算時間

（これを１とする）＋全 50銘柄の感応度の計算時間

プール プール 1 プール 2
トランシェ 0％～3％ 6％～9％ 0％～3％ 6％～9％
時間 44.2 35.0 27.67 19.50

7 まとめ

本稿では、CDOトランシェのプライシングを高速化する手法として、ツリー・

メソッドと計算アルゴリズム上の工夫を提示した。１ファクター・モデルに正規

コピュラを用いた準解析的手法に、ツリー・メソッドを応用する手法を示し、そ

の高速化の効果をCDO価格の計算速度比較によって確認した。この手法は、トラ

ンシェの真の条件付同時デフォルト確率を計算する手法であるという点で他の近

似手法と比べ優れており、しかも一般的なバスケット商品の銘柄数であれば高速

に計算でき、かつ理論面、実装面での平易さから実用的であるといえる。

本稿で示した手法は様々な応用可能性を有している。考えうる応用例として以

下のような活用事例が挙げられる。

1. 近年、日本のクレジット市場にも CDOのインデックスであるトランチド・

インデックス（iTraxx Japan）が普及し始めてきたが、同取引で指標となる

ベース・コレレーションやコンパウンド・コレレーション23の計算には本稿

で説明した１ファクター・モデルが用いられており、ツリー・メソッドを使

うことで、効率的に計算することができる。

2. プライシングのみならずデフォルト率に関する感応度の計算も平易かつ高速

に計算することができる。

3. 本稿では正規コピュラを用いたが、t-コピュラ（Andersen, Sidenius and Basu

[2003]）や他のコピュラについてもツリー・メソッドにより効率的な計算が

可能となる。

4. 本稿では回収率を一定とする仮定を置いたが、回収率に何らかの分布を想定

することもできる24。ただし、ツリーでは計算負荷が増大するため、FFTを

用いたプライシングの方が高速となる可能性がある。
23Willemann [2005]に、これらの指標の解法、特徴、注意点が詳しく示してある。
24回収率に分布を導入する手法として、1銘柄のデフォルト時エクスポージャーを b単位に固定
せず、b − 1単位や b − 2単位にもある確率で起こりうると考え、これにより回収率の不確実性を
近似表現するアプローチが考えられる。ただし、計算量は増大する。
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5. 3節の離散フーリエ変換による解と 4節のツリー・メソッドによる解の同値

性の証明（4.4節）は、Černy [2004]の 2項ツリーと離散特性関数の同値性

の証明の一般化であり、この結果はツリーを用いた一般的なオプション・プ

ライシングに応用可能である。例えば、今回はデフォルト事象を扱うため 2

項事象のみ考察したが、多項事象を扱う場合にもツリー・メソッドは応用で

きる25。この場合、FFTを用いた離散フーリエ変換の方が速く計算できる可

能性があり、どちらか計算速度が速い方を使えばよい。また、3項ツリーモ

デルなど既存の多項ツリー・モデルでは各時点における項数を一定とするこ

とが多かったが、本稿で示した定理により一定である必要性はないことが示

された。したがって、これらを応用すると様々なモデルをツリーまたはFFT

によって計算することができる。

また、本稿では、１ファクター・モデルにツリー・メソッドを適用したが、任意

の相関行列に対応したマルチ・ファクター・モデルに対しても、ツリー・メソッド

はプライシングを高速化させるメリットが大きい。マルチ・ファクター・モデル

での効率的な計算手法については、別稿で検証する予定である。
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