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要　　旨

　　金融派生商品（以下、派生商品）のプライシングや VaR などの
リスク量の算出において、モンテカルロ法によるシミュレーション
は、有効な計算手法の１つである。複雑なペイオフを持つ派生商品
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量計算では、モンカルロ法以外の選択肢がない場合も少なくない。
このため、多くの金融機関では、何らかの形でモンテカルロ法を実
務で利用している。しかし、モンテカルロ法の具体的な実装方法に
ついて詳細に検討し妥当な方法を示しているような文献は少ない。
実務上でも十分な検討がなされているケースは多くないのが実態で
あると思われる。
　　こうした観点から、本稿では、正規乱数を用いたモンテカルロ
法による派生商品のプライシングやリスク量計算の結果を基に、適
切な実装方法の考察を行う。
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１．はじめに１．はじめに１．はじめに１．はじめに

　　金融派生商品（以下、派生商品）のプライシングや VaRなどのリスク量の算出

において、モンテカルロ法によるシミュレーションは、有効な計算手法の１つであ

る。例えば、経路依存型オプションや複数の原資産を持つオプションのプライシン

グを行う場合、モンテカルロ法以外に有効な計算手段は見つかっていない。また、

オプションのポートフォリオや与信ポートフォリオのリスク量計算の場合には、モ

ンテカルロ法が最も有効である。このほか、保有期間内のポートフォリオ構成の変

化を前提としたリスク量算出には、モンテカルロ法が必須となる。

　　モンテカルロ法を活用するためには、近年までは、科学技術計算用の高価なスー

パー･コンピュータを必要としたことから、金融実務では十分な広がりをもって利

用されてこなかった。しかし、最近では、パソコンでも比較的簡単にモンテカルロ

法を使用することが可能となっている1､2。

　　多くの金融機関では、こうした背景から、実務上、何らかの形でモンテカルロ法

を利用している。しかし、モンテカルロ法のアルゴリズム自体が簡単であることか

ら、以下に挙げるようなモンテカルロ法の具体的な実装方法の妥当性を詳細に検討

しているケースはそれほど多くないのが実態であると思われる3。

①生成した一様乱数の性質の検討

  「完全にランダムな」乱数を数値演算で人工的に生成することはできない4

                                           
1 CPU（Central Processing Unit:中央処理装置）の処理能力向上や通信速度向上により、数年

前のスーパー･コンピュータ並みの演算性能を手軽に手に入れることができるようになっ

てきている。
2 例えば、一般的なパソコンを 10数台ネットワークで接続するだけで、大掛かりなモンテ

カルロ演算を行うことができる。実際の演算はバック･グラウンド･ジョブでも行えること

から、ハードウェアの追加投資も基本的に不要である。また、モンテカルロ法は基本的に

こうした並列演算に適したアルゴリズムであるため、実装は比較的容易である。
3 殆どの金融機関で、派生商品のプライシング･ロジックやポートフォリオのリスク量算出

の手順が詳細に検討され、役員会等の承認を経た上で運用されているのとは対照的である。
4 コンピュータは有限桁数の数値しか表現できないことから、コンピュータが表現できる

全ての数（例えば 64メガバイトの主記憶装置であれば、 8000,000,642 × 個）が実現できる最大

の周期である。また、人工的に乱数を生成するときには、入力値と出力値に何らかの数学

的な関数関係が存在してしまう。
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ため、モンテカルロ法では「十分にランダムな」数列5が用いられる。このた

め、生成される一様乱数の性質が重要となる。

②多次元正規乱数の生成方法の検討

  例えば、所与の相関を再現する多次元正規乱数を生成する際に、コレスキー

分解による方法を単純にそのまま用いると、少ない試行回数では十分な精度が

得られない。このため、多次元正規乱数の生成方法の実装にあたっては、誤差

削減手法（分散減少法と呼ばれる）を組み合わせることがある6。

③期待値演算とパーセント点演算における誤差削減手法の検討

  モンテカルロ法を派生商品などのプライシング（期待値計算）に使用すると

きは、誤差削減手法が効果的であることが多い。その一方で、リスク量算出（パ

ーセント点計算）に同様の手法を採用しても必ず効果が得られる保証はない。

④適切な実装方法の検討

  モンテカルロ法を使用する場合、誤差削減手法により一定の精度をより少な

い回数の演算で得ようとすると、その手法によっては逆に単位時間当たりの試

行回数が減少し、計算時間が増大することがある。また、モンテカルロ法は一

般に並列処理に向いていると言われる手法であるが、実装方法次第で、並列処

理の効果が減殺されることがある。

　　本稿では、これらの諸点に関する考察を行う。このうち、②～④に関しては、分

散減少法のうちモーメント調整法（対称変量法、1次･2次サンプリング法）に注目

                                           
5 乱数の数学的に厳密な定義は現状存在しない。現在では、ある数列に関して、①統計的

独立性（ある試行がそれまでの試行の結果に依存しないこと）、②一様性（発生頻度が事

象間で等しくなっていること）の２つの条件が満たされるとき、その数列を「十分にラン

ダムな数列」すなわち「疑似乱数」と呼ぶことが多い。
6 なお、最近では、乱数生成方法を金融リスク計量化の基礎技術と位置付け、その生成方

法を特許により囲い込もうとする動きもある。たとえば、コロンビア大学が最近取得した

特許（日本でも出願中）では、「準モンテカルロ法を使って金融派生証券の価格付けを行

うことの全て」が特許の対象となっており、金融機関の実務に大きな影響を与え得るもの

となっている（米国での金融技術の特許取得状況は、文献[13]に詳しい）。
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し、各リスク･ファクターが正規分布に従うケースで、検討を試みる7。

　　本稿の構成は次のとおりである。まず、第２章でモンテカルロ法の定義と金融実

務での適用対象、数値計算における誤差等の基本的事項を概説する。次に、第３章

で一様乱数の周期に注目し、アプリケーション･ソフトであるExcel8等で提供され

るごく一般的な乱数ルーチンを使用する場合、条件によっては望ましい結果が得ら

れない可能性があることを例示する。第４章では、多次元正規乱数ベクトルの生成

時に分散減少法の１種であるモーメント調整法を適用する場合の効果を考察する。

さらに、第５章では、第３、４章で考察した方法で生成した多次元正規乱数を用い

て、エキゾティック･オプションの価格、仮想ポートフォリオの市場リスク量や信

用リスク量を実際に計算し、生成乱数が計算精度に与える影響を考察する。第６章

では、計算コストを勘案した実装方法に関する考察を 2次サンプリング法の例を基

に行う。最後に、第７章で、本稿の議論を簡単に纏める。

──  また、補論は次のとおりである。補論１でモンテカルロ法によるプライシン

グとリスク量計算および誤差を解説し、補論２では分散減少法の全般および本

稿の分析で用いる対称変量法、1次･2次サンプリング法を説明する。補論３で

はプライシングで用いられる数値計算手法（モンテカルロ法を含む）を説明す

る。

２．モンテカルロ法に関する基本事項２．モンテカルロ法に関する基本事項２．モンテカルロ法に関する基本事項２．モンテカルロ法に関する基本事項

　　本章では、モンテカルロ法に関する基本事項として、モンテカルロ法の定義、実

務での適用対象、数値計算における誤差等を概説する。

２－１２－１２－１２－１ モンテカルロ法の定義と実務での適用対象モンテカルロ法の定義と実務での適用対象モンテカルロ法の定義と実務での適用対象モンテカルロ法の定義と実務での適用対象

　　モンテカルロ法とは「乱数を取り扱う技法の総称」9である。これに対し、金融

                                           
7 乱数に関する数学理論は難解である上、それ自体は金融実務にとって必ずしも重要であ

るとは言えない。このため、本稿では、乱数の数学的性質ではなく、あくまで具体的な実

装面に注目する。
8 Excelは米国Microsoft社の米国および世界各国における商標または登録商標である。なお、

本文中には TMマークなどは明記していない。
9 この定義は文献[3]による。
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実務では、通常、「乱数を何度も繰り返し用いて数値実験（シミュレーション）を

行い、多数回の実験結果から目的とする因子を求めること」を指す。本稿では、特

に断わらない限り後者の定義を使う。

　　金融実務では、モンテカルロ法は、期待値型とパーセンタイル型の２つを主な計

算対象としている10。

計算対象 計算手順 適用例

期待値型 乱数を使って確率変数の分布形状を求め、それを平均

する（期待値を求める）。

派生商品の

プライシング

パーセン

タイル型

乱数を使って確率変数の分布形状を求め、端からの確

率がある値となる確率変数の値を求める。

VaRの算出

　　両者（期待値型、パーセンタイル型）は、乱数を使って確率変数の分布形状を求

めるという点では同じであり、計算アルゴリズムは次のようになる。

① 乱数を使って確率事象（原資産価格の変化など）を表現

② 生成された乱数を代入して確率変数（派生商品の価値やポートフォリオの損

益）の実現値を計算

③ 確率変数の実現値を集計

　

２－２２－２２－２２－２ 数値計算における誤差数値計算における誤差数値計算における誤差数値計算における誤差

　　モンテカルロ法の場合、十分にランダムな乱数を数多く用意すれば、推定誤差を

小さくすることができる（補論１を参照）。しかし、試行回数が多いほど、計算時

間が長くなるという実務上の問題が発生する。このため、モンテカルロ法を用いる

場合、有限回数の試行で計算を停止する。したがって、実務上は、推定値の真の値

からの誤差の評価が重要となる。

　　この点を含めて、コンピュータで数値計算を行う際に注意すべき誤差を列挙する

と、以下の５種類となる。

①打ち切り誤差

無限回の試行を有限回の試行で近似するために生じる誤差。

                                           
10 本稿では乱数を用いて数値表現できる確率事象を考察の対象としているため、解の存在

は保証されていると考える。
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②丸め誤差

　数値を予め定められた有限桁数内で記述するために生じる誤差（切り捨て、

切り上げ、四捨五入など）。

③情報落ち誤差

  xが yに比べて非常に小さいとき、 yx + や yx − などの加減算をすることに

より、 xの情報の一部または全部が失われることによって生じる誤差。

④桁落ち誤差

　 xと yの値が非常に近いとき、 yx − の演算を行うと有効数字の桁数が激減

してしまう形で生じる誤差11。

⑤オーバーフロー、アンダーフロー

　演算に必要な桁数を確保できないことから生じる誤差。

　  モンテカルロ法による演算でも、この５種類の誤差に留意する必要がある。以下

では、このうちの①打ち切り誤差に考察を加える。

  　期待値型計算とパーセンタイル型計算では、同一回数の試行を行う場合、理論的

に導かれる誤差の大きさが異なる点には留意が必要である。そこで、正規分布に従

う確率変数の期待値12と 99.5％点13について、真の値からの「信頼水準 99％誤差」

（標準偏差／真の値×標準正規分布の 99％点、以下「99%誤差」）を補論１で示

した関係を用いて計算した。その結果が図表 1である。

[図表 1] 試行回数と計算精度の関係（99%誤差＜絶対値＞）

試行回数 100回 1,000回 3,000回 10,000回 100,000回

期待値

＜期待値型＞

23.3% 7.4% 4.3% 2.3% 0.7%

99.5%点

＜パーセンタイル型＞

44.1% 13.9% 8.0% 4.4% 1.4%

                                           
11 例えば、有効数字５桁である 1.0003と 1.0002の減算を行うと、1.0003-1.0002=0.0001と

なり、有効数字が１桁になる。この有効数字の桁数の減少は、全体の演算の中に乗算が含

まれるときに、誤差拡大の原因になる。
12 平均 1、分散 1の正規分布の期待値。
13 標準正規分布（平均 0、分散 1）の 99.5%点。
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　　図表 1をみると、まず、期待値、99.5%点とも試行回数が多くなると 99%誤差が

小さくなる傾向があることが見てとれる14。

　　次に、99.5%点は、期待値に比べ同じ試行回数での 99%誤差が大きく、ある程度

の精度を得ようとすると相当回数の試行が必要となる。例えば、99%誤差が 5%未

満の精度を確保するためには、99.5%点の場合、約 7,800回以上の試行が必要とな

る。なお、多くの金融機関がVaRの計算で前提としていると思われる 10,000回程

度の試行回数では、期待値では 3,000回ほどの少な目の試行回数で得られる程度の

精度（99%誤差 4.3～4.4％）しか得られないことには注目する必要があると考えら

れる。

　　ここで説明した例では、打ち切り誤差は、理論的には15図表 1に示した値になる。

しかし、コンピュータで発生させる（疑似）乱数は、完全にはランダムな乱数では

なく、何らかの「偏り」を持っている。このため、（疑似）乱数を用いる場合には、

この理論上の精度が必ずしも得られない。したがって、モンテカルロ計算で、上記

のような理論上の誤差で打ち切り誤差を評価するのは、計算結果の解釈をミスリー

ドすることがあり得るため留意が必要である。

　また、99.5%点といった高い信頼水準のパーセント点を求める場合、目標とする

精度を踏まえて、試行回数を設定する必要がある。その点をチェックすることなく、

適当に試行回数（例えば 10,000回16）を設定することは適切ではない。

２－３２－３２－３２－３ 誤差削減のための工夫誤差削減のための工夫誤差削減のための工夫誤差削減のための工夫

　　モンテカルロ法を用いる場合、分散減少法と呼ばれる誤差削減手法と併せて実装

されることが多い。分散減少法の多くは、乱数のサンプリングの仕方に工夫を加え

                                           
14 例えば、計算精度を 10倍高めるために必要な試行回数は 100倍（10の 2乗）となる（補

論 1･(6)、(9)式参照）。
15 ここで、“理論的”とは、偏りのない無限個のサンプルを用意できて、そこから有限個

のサンプルを取り出すという意味である。
16 図表 1の例で、99.5％点を 10,000回の試行で算出する場合、「99％誤差」を考慮すると、

99.5％点の推定値は、簡単な計算により 99.3%～99.6%の幅を持つことがわかる。つまり、

この場合には、10,000回の試行では、「○○.○％点」という意味での小数点第１位の精度

は確保されていないことになる。
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たものである（分散減少法の詳細は、補論２を参照）。

　　ここで重要な点は、以下の２点である。

① 分散減少法の誤差削減効果は問題とする対象に依存すること。

② 分散減少法の多くは、期待値型計算の誤差を減少させる技術であり、それを

そのままパーセンタイル型計算に適用できる保証はないこと。

　　４章と５章では、これらの諸点を検討する。

３．一様乱数の統計的独立性の検討３．一様乱数の統計的独立性の検討３．一様乱数の統計的独立性の検討３．一様乱数の統計的独立性の検討

　　モンテカルロ法を実務で用いる場合、一様乱数（0～1 の間の値を取る乱数）を

発生させ、それを正規乱数（正規分布に従う乱数）に変換して、シミュレーション

を行うことが多い。それらの具体的な流れは以下のようになる。

ステップ１：一様乱数を生成。

ステップ２：一様乱数を標準正規乱数（平均 0、分散 1の正規分布に従う乱数）

に変換。

ステップ３：正規乱数を多次元正規乱数（平均ベクトルµ、分散共分散行列Σ）

に変換。

ステップ４：生成した多次元正規乱数を使用し、原資産価格（リスク･ファクタ

ー）を発生させ、派生商品価格（あるいはポートフォリオの価値）

を計算。これを必要な回数繰り返す。

ステップ５：プライシングは、ステップ４で得られたサンプルの平均を求める

ことにより行う。リスク量は、ステップ４で得られたサンプルの

α％点を求めることで求める。

　  以下では、ステップ１で生成される一様乱数の統計的独立性を検討する。

３－１　乱数の周期と３－１　乱数の周期と３－１　乱数の周期と３－１　乱数の周期と Excelの組み込み乱数の組み込み乱数の組み込み乱数の組み込み乱数

　　コンピュータで生成される一様乱数は、一定の周期を持つ。モンテカルロ法でシ

ミュレーションを行う場合、各試行の乱数は異なっていることが必要であるため、

十分に長い周期の乱数を用意する必要がある（周期を超える回数の試行は、同じ乱
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数を再度発生させるという点で意味がない）。

　　実務で多用される計算アプリケーションの１つであるExcelでは、予め用意され

ている一様乱数の発生方法が３種類ある。具体的には、①Excelのツールバーの「分

析ツール」内にある「乱数発生」コマンド17、②ワークシート上で利用できるRand

関数、③Visual Basicで利用できるRnd関数、である。

    このうち、Rand関数とRnd関数（いずれの場合も、乱数の生成ロジックには線

形合同法18が使用されている）を調べたところ、生成される乱数の周期は、いずれ

も、それほど長くないことが判明した19（図表 2）。長い周期を持つRnd関数（周

期約 1,600万）でも、例えば、多くの種類のリスク･ファクターを扱っている大手

金融機関でポートフォリオのリスク量を求める場合、十分な長さの周期とは言い切

ることが出来ない20。また、「分析ツール」では、 152768,32 = 個の予め決められ

た 0～1の数値を発生させる。この程度の個数の乱数では、正確性を要求されるリ

スク計測やプライシングを行うことは難しい。

                                           
17 Excelのツールバーの「ツール」から「分析ツール」→「乱数発生」を選ぶ。
18 ( )mcaXX nn mod1 += − という関係を用いて乱数を生成する方法。a、c、mを上手
く選ぶことによって、周期の長さがmまでの乱数列を生成することができる。線形合同法
の長所は、アルゴリズムが簡単で生成が高速である点である。一方、短所は、コンピュー

タに実装する際に乱数の周期を長くすることが難しい（パソコンでは、通常は 2進数 32桁

までしか扱うことができないため、 322 より大きなmを取ることができない）ことである。
とは言え、例えば、 525,664,1=a 、 223,904,013,1=c 、 322=m では、4,294,967,296の周

期が得られる。
19 Rnd関数の周期は、当方で実測した。また、Rand関数の周期は、文献[21]を参照した。
20 ポートフォリオのリスク･ファクター数を 400、試行回数を 40,000回とすると、1回のシ

ミュレーションに 1,600万個の乱数が必要となる。日次でポートフォリオのリスク量の計測

を行っている場合、ポートフォリオが日々殆ど不変であるとみなせるとすると、Rnd 関数

の周期（約 1,600万）では、毎日のシミュレーションでほぼ同じ乱数が使われることになっ

てしまう。このため、日次で計測されるリスク量は結果的に極めて近い値になる可能性が

あり、その場合には Rnd 関数の周期を事前に知らないと、「Rnd 関数を用いたモンテカル

ロ･シミュレーションは高い精度の推定値を弾き出す」という誤った解釈をしかねないこと

になる。
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[図表 2] Excelの組み込み乱数の周期

Rand関数 100万以下

Rnd 関数 約1,600万21

３－２　メルセンヌ･ツイスター法と乱数の統計的独立性３－２　メルセンヌ･ツイスター法と乱数の統計的独立性３－２　メルセンヌ･ツイスター法と乱数の統計的独立性３－２　メルセンヌ･ツイスター法と乱数の統計的独立性

　　線形合同法よりも長い周期の乱数を得る方法の１つに、メルセンヌ･ツイスター

法22がある。メルセンヌ･ツイスター法は、シフト･レジスター法と呼ばれる乱数発

生方法の１種で、非常に長い周期（ 1219937 − ）を実現している23。メルセンヌ･ツイ

スター法は、生成乱数の統計的独立性の高さ（周期が長いと統計的独立性が高い）

から、特に多次元の乱数ベクトルを多数生成するような場合に有用である。

３－３　メルセンヌ･ツイスター法と線形合同法の比較と多次元結晶構造３－３　メルセンヌ･ツイスター法と線形合同法の比較と多次元結晶構造３－３　メルセンヌ･ツイスター法と線形合同法の比較と多次元結晶構造３－３　メルセンヌ･ツイスター法と線形合同法の比較と多次元結晶構造

　　ここでは、メルセンヌ･ツイスター法（MT法）と線形合同法（ここでは、Excel

で使える一様乱数のうち最長周期を持つRnd関数を使用）の比較を行う。

    図表 3 は、試行回数 242216,777,16 = 回（Rnd 関数の周期）の乱数を

( ) ( ) 24
1 2,,2,1,,, �== + nxxyx nn としてプロットしたものの一部分である。線形合

同法による乱数では、多次元結晶構造と呼ばれる格子模様が現れている。

                                           
21 正確には、 242216,777,16 = である。
22 乱数生成方法の詳細は、例えば文献[9]、[17]を参照。
23 ここでは、メルセンヌ･ツイスター法をシフト･レジスター法を用いた乱数生成法の例と

して取り上げた。本稿では、シフト･レジスター法の中でメルセンヌ･ツイスター法が最も

優れていると主張している訳ではない。
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 [図表 3] メルセンヌ･ツイスター法による乱数と線形合同法による乱数
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メルセンヌ・ツイスター法による2次元のプロット図
（2  回の試行のうち、0.01以下の部分を拡大） 24

線形合同法による2次元のプロット図
（2  回の試行のうち、0.01以下の部分を拡大） 24

　　以下では、幾つかの半径の円で、円の中に入ったサンプルの個数から円周率の推

定を行う24。半径 0.003、0.004、0.005の各円で、円周率（真値は 3.14159265…）

を推定した結果が図表 4である。

 [図表 4] メルセンヌ･ツイスター法と線形合同法による推定結果
M T 法 線形合同法 M T 法 線形合同法 M T 法 線形合同法

半径 0.003 0.003 半径 0.004 0.004 半径 0.005 0.005
円内の個数 475 475 円内の個数 843 844 円内の個数 1,334 1,314
点の総数 612 604 点の総数 1,097 1,074 点の総数 1,706 1,679
π計算値 3.105 3.146 π計算値 3.074 3.143 π計算値 3.128 3.130
誤差 0.037 0.004 誤差 0.068 0.002 誤差 0.014 0.011

　　図表 4の「誤差」をみると、メルセンヌ･ツイスター法の精度は、乱数に多次元

結晶構造が発生している線形合同法の精度を下回っていることがわかる。これは、

以下のような理由によるものである。ここでは、 ]1,0[]1,0[ × の 2次元空間に比べて

かなり小さな円を扱っているため、メルセンヌ･ツイスター法で発生させた乱数が、

期待されるほどは円の中に入るとは限らない。このことが、結果として、メルセン

ヌ･ツイスター法による円周率の推定精度が、線形合同法によるそれを必ずしも上

                                           
24 2次元の一様乱数であるので、 ],0[],0[ xx × （ 10 ≤≤ x ）の正方形には、サンプルが「一

様に」散布されることが期待される。それが成立するとすれば、生成したサンプルの個数

とその中で円の中に入るサンプルの個数の比率は、正方形の面積と円の面積の比率に等し

くなることになる。この関係を利用して、円周率を求めることができる。ここでは、円が

内接する正方形の中に入るサンプル数と円の中に入るサンプル数の比較により円周率を求

めた。
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回らないということに繋がっている。

    この点をさらにみるために、 ]1,0[]1,0[ × の 2次元空間内を一辺の長さが 0.01の正

方形計 1万個に分割し、各正方形で半径 0.005の円を用いて円周率を推定した。そ

の推定値の分布が図表 5、6である。

[図表 5] メルセンヌ･ツイスター法による円周率の推定値分布
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[図表 6] 線形合同法による円周率の推定値分布
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2.89 2.94 2.99 3.04 3.09 3.14 3.19 3.24 3.29 3.34 3.39

    これらからは、メルセンヌ･ツイスター法による推定値の分布に比べて、線形合

同法による推定値の分布の標準偏差がかなり小さくなっていることが見てとれる。

これは、線形合同法による乱数に結晶構造が発生しているため、1万個の正方形の

推定値が互いに極めて近い水準になっていることによるものである。一般に、モン

テカルロ法では試行回数を増やすと、推定値分布の標準偏差は小さくなり、同時に

推定値分布の期待値は真値に漸近していく。そのため、モンテカルロ法では、標準

偏差を計算精度の指標とすることが多い。しかし、図表 6（線形合同法）の推定値

分布では、結晶構造の各格子上に乱数のサンプルが乗ることになるため、これ以上

回数を増やしても、推定値分布の標準偏差は小さくはならないし、推定値分布の期

待値も真値に漸近していかない（したがって、この場合、標準偏差は計算精度を測

る指標とはならない）。これに対し、図表 5（メルセンヌ･ツイスター法）の推定
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値分布では、試行回数を増加させれば、期待値は真値に漸近していくので、円周率

の推定精度を上げることができる。すなわち、メルセンヌ･ツイスター法では、試

行回数を増加させれば、線形合同法の推定精度を上回る精度を得ることが可能であ

る。

　　ここでの事例からは、①乱数を使う際には、乱数の周期を確認する必要があるこ

と25、②問題の設定によっては、推定誤差が見かけ上非常に小さくなる場合がある

点に留意する必要があること、を指摘することができる。

４４４４. . . . 多次元正規乱数列の生成方法とモーメント調整法多次元正規乱数列の生成方法とモーメント調整法多次元正規乱数列の生成方法とモーメント調整法多次元正規乱数列の生成方法とモーメント調整法

　　３章で示したモンテカルロ法のアルゴリズムのステップ２およびステップ３は、

生成した一様乱数を 1次元正規乱数→多次元正規乱数へと変換する作業である。本

章では、ステップ３の多次元正規乱数列生成法に関して、分散減少法の１種である

モーメント調整法を適用した場合の効果等を考察する。

４－１　４－１　４－１　４－１　 多次元正規乱数列の生成方法とモーメント調整法多次元正規乱数列の生成方法とモーメント調整法多次元正規乱数列の生成方法とモーメント調整法多次元正規乱数列の生成方法とモーメント調整法

　　ここでは、まず、3次元正規乱数を例にとり、1次元正規乱数列から多次元正規

乱数列を生成する方法を考える。

　　1次元標準正規乱数列{ nxxx ,, ,21 � }が既に得られているとする。これを 3個ずつ

束ねて{{ 32,1 , xxx }、{ 654 ,, xxx }、…、{ nnn xxx ,, 12 −− }}とする。これに分散共分散行列

（Σ）をコレスキー分解した行列C（ TCC=Σ ＜Cは下三角行列＞26）を乗じて、
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、 nk ,,6,3 �=
(1)

　{{ 32,1 , yyy }、{ 654 ,, yyy }、…、{ nnn yyy ,, 12 −− }}を得る。

    {{ 32,1 , yyy }、{ 654 ,, yyy }、…、{ nnn yyy ,, 12 −− }}の平均ベクトルと分散共分散行列は、

サンプル数が増大するに従い、{ 0,0,0 }とΣに収束する。

                                           
25 周期が長くても次元数を高くすると結晶構造が現れやすい場合がある。ここで考察した

メルセンヌ･ツイスター法でも、それほど多くない試行回数で結晶構造を持つことがある。
26 記号T は行列やベクトルの転置を示す。
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    実際にモンテカルロ法を使用する場合は、試行は有限回であるため、生成した多

次元正規乱数列の平均ベクトルと分散共分散行列は、{ 0,0,0 }とΣに必ずしも一致せ

ず、「ずれ」が発生する。

    この「ずれ」がモンテカルロ法の収束を遅くする要因となるため、{{ 32,1 , yyy }、

{ 654 ,, yyy }、…、{ nnn yyy ,, 12 −− }}に操作を加えて、例えば平均ベクトルや分散共分

散行列（モーメント）が{ 0,0,0 }やΣに一致するような新しい乱数列、{{ 32,1 , zzz }、

{ 654 ,, zzz }、…、{ nnn zzz ,, 12 −− }}を作成し、シミュレーションに用いるという手法が

考案されている。この手法はモーメント調整法と呼ばれている。

    モーメント調整法には幾つかのバリエーションがあるが、ここでは 1次サンプリ

ング法、2次サンプリング法、対称変量法を取り上げる。各手法のポイントを簡単

に纏めると、以下のとおりである（補論２も参照されたい）。

▽ 1次サンプリング法：平均を母集団のそれ{ 0,0,0 }に一致させる。

▽ 2次サンプリング法：分散共分散行列を母集団のそれ（Σ）に一致させる。

▽ 対称変量法：平均（1次モーメント）、歪度（3次モーメント）等全ての奇

数次モーメントをゼロに一致させる。

    図表 7に、これらの手法に加えて複数の手法を組み合わせた場合に、各々期待さ

れる各種モーメント等の一致状況を纏めた。

[図表 7] 各種手法によるモーメント等の一致状況

平均 標準偏差 相関係数 歪度 尖度
調整なし × × × × ×
2次サンプリング法 × ○ ○ × ×
1次＋2次サンプリング法 ○ ○ ○ × ×
対称変量法 ○ × × ○ ×
対称変量法＋2次サンプリング法 ○ ○ ○ ○ ×
○：一致する  ×：一致しない
注）対称変量法を用いた場合は5次以降の奇数次モーメントも一致

４－２　モーメント調整法の効果４－２　モーメント調整法の効果４－２　モーメント調整法の効果４－２　モーメント調整法の効果

　　線形合同法（ExcelのRnd関数）とメルセンヌ･ツイスター法（MT法）を用い

て、平均 0、分散共分散行列Σ（具体的な行列は別添１）に従って生成した 1,000
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個の多次元（32次元）正規乱数ベクトル27に対し、以下の各手法を適用した28。

▽ 2次サンプリング法のみ

▽ 1次サンプリング法と 2次サンプリング法

▽ 対称変量法のみ

▽ 対称変量法と 2次サンプリング法

　  これらのモーメント調整法を適用しない場合を含め各ケースで、多次元正規乱数

ベクトル列の生成を 50セット行った。各ケース毎に、各セットで算出されるモー

メントと母集団（平均 0、分散共分散行列Σ）のモーメントとの誤差の 2乗和（2

乗誤差）を計算し、50セットの 2乗誤差の平均値を求めた。その結果を図表 8と 9

に示す。

[図表 8] 線形合同法による乱数列（1,000個）のモーメントの 2乗誤差
線形合同法(1,000回)

調整なし 2次 1次＋2次 対称 対称＋2次
平均 0.0310 0.0315 0.0000 0.0000 0.0000
標準偏差 0.0166 0.0000 0.0000 0.0330 0.0000
相関 0.9216 0.0000 0.0000 1.8251 0.0000
歪度 0.1898 0.1885 0.1885 0.0000 0.0000
尖度 0.7238 0.7219 0.7219 1.4407 1.4804
5次モーメント 22.0198 21.9398 21.9398 0.0000 0.0000
6次モーメント 174.9651 172.1806 172.1806 347.4980 364.0808

 [図表 9] MT法による乱数列（1,000個）のモーメントの 2乗誤差
MT法(1,000回)

調整なし 2次 1次＋2次 対称 対称＋2次
平均 0.0310 0.0317 0.0000 0.0000 0.0000
標準偏差 0.0156 0.0000 0.0000 0.0314 0.0000
相関 0.9179 0.0000 0.0000 1.8460 0.0000
歪度 0.1980 0.1971 0.1971 0.0000 0.0000
尖度 0.7715 0.7800 0.7800 1.5612 1.5359
5次モーメント 22.8521 22.6932 22.6932 0.0000 0.0000
6次モーメント 186.7842 189.8804 189.8804 366.1678 375.0185

                                           
27 後に、10,000個の多次元（32次元）正規乱数ベクトルを発生させた場合の考察も行う。
28 ここでは、1次サンプリング法は、1次モーメント以外のモーメントに影響を与えないこ

と（補論 2参照）から、それを単独で使用する場合の計算は割愛した。
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    これらから、以下の諸点が確認できる（②～④は、期待＜図表 7＞通りの結果で

ある）。

① 32,000個（1,000個×32次元）の乱数では、Excelの線形合同法の場合とメ

ルセンヌ･ツイスター法の場合で、結果に大差はない。

② モーメント調整法を適用しないと全モーメントに「ずれ」が生じている

③ 対称変量法は奇数次モーメントを一致させている。

④ 2次サンプリング法は標準偏差と相関を一致させている。

⑤ 2次サンプリング法は2次モーメント以外のモーメントに大きな影響は与え

ない。

⑥ 対称変量法の適用は偶数次モーメントの「ずれ」を大きくしている。

　　また、試行回数を増やしたときの 2乗誤差の振舞いをみるために、同様の計算を

10,000個の 32次元正規乱数ベクトルについて実施した（図表 10、11）。

[図表 10] 線形合同法による乱数列（10,000個）のモーメントの 2乗誤差
線形合同法(1万回)

調整なし 2次 1次＋2次 対称 対称＋2次
平均 0.0027 0.0027 0.0000 0.0000 0.0000
標準偏差 0.0014 0.0000 0.0000 0.0031 0.0000
相関 0.0910 0.0000 0.0000 0.1865 0.0000
歪度 0.0184 0.0185 0.0185 0.0000 0.0000
尖度 0.0754 0.0748 0.0748 0.1464 0.1442
5次モーメント 2.2769 2.2894 2.2894 0.0000 0.0000
6次モーメント 20.3567 20.1835 20.1835 39.4367 38.6210

[図表 11] MT法による乱数列（10,000個）のモーメントの 2乗誤差
MT法(1万回)

調整なし 2次 1次＋2次 対称 対称＋2次
平均 0.0035 0.0035 0.0000 0.0000 0.0000
標準偏差 0.0016 0.0000 0.0000 0.0031 0.0000
相関 0.0902 0.0000 0.0000 0.1770 0.0000
歪度 0.0183 0.0183 0.0183 0.0000 0.0000
尖度 0.0738 0.0740 0.0740 0.1556 0.1556
5次モーメント 2.2410 2.2394 2.2394 0.0000 0.0000
6次モーメント 19.1936 19.2317 19.2317 39.9542 39.9449
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    これらの結果からは、以下の２点を指摘できる。

① 320,000個（10,000 個×32次元）の乱数でも、Excel の線形合同法の場合

とメルセンヌ･ツイスター法の場合で、誤差の水準を除き、傾向は同じである。

② サンプル数の増加により全般的に誤差は減少した。

４－３　４－３　４－３　４－３　VaRの計算における対称変量法の効果の計算における対称変量法の効果の計算における対称変量法の効果の計算における対称変量法の効果

　　モンテカルロ法を用いて VaRを算出する際に、対称変量法を用いると計算精度

が上がるであろうか。対称変量法を用いると偶数次モーメントの誤差が大きくなる

ことからみても、期待値の計算の際と同様の誤差削減効果が、リスク量（パーセン

ト点）の計算でも期待できるかはアプリオリには明らかではない。

    対称変量法の適用でリスク量（パーセント点）の誤差をどの程度削減し得るかを

見るため、1次元正規乱数で数値実験を行った。実験手順は次のとおりである。

① 1次元正規乱数（平均 0、分散 1）をk個発生させ、{ kxxx ,,, 21 � }とする。

② { 2/21 ,,, kxxx � }に対称変量法を適用し、1次元正規乱数{ kyyy ,,, 21 � }を作成。

③ { kxxx ,,, 21 � }のうち、上位 90%点、95%点、99%点、99.5%点を各々

{ 5.99999590 ,,, xxxx }とする。

④ { kyyy ,,, 21 � }のうち、上位 90%点、95%点、99%点、99.5%点を各々

{ 5.99999590 ,,, yyyy }とする。

⑤ ①～④を 100,000回繰り返し、各パーセント点の 100,000セットの標準偏差

を yyyyxxxx
5.999995905.99999590 ,,,,,,, σσσσσσσσ とする。

⑥ ①から⑤をk=5,000、10,000、20,000、30,000で繰り返す。

　　上記で計算した標準偏差の比率 xy
** /σσ を図表 12、13 に示した。この比率が小

さいほど、対称変量法を適用することによってリスク量（パーセント点）の計算誤

差が小さくなることになる。
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[図表 12] 標準偏差の比率 xy
** /σσ

5,000回 10,000回 20,000回 30,000回
90%点 94.5% 94.0% 93.7% 93.3%
95%点 97.5% 97.3% 97.3% 96.7%
99%点 99.4% 99.7% 99.3% 99.5%

99.5%点 99.8% 99.5% 99.8% 99.9%

[図表 13] 標準偏差の比率 xy
** /σσ

92.0%

93.0%
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95.0%

96.0%
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    これらから分かることは、次のとおりである。

① 対象変量法の適用による誤差削減効果は小さく、特にパーセント点が 100％

に近付くにつれて、その効果は殆ど消滅する。

② ①の傾向は、試行回数に依存せずみられる。

    したがって、モンテカルロ法を用いて VaR を算出する際に、対称変量法を適用

したとしても、必ずしも十分な計算精度の向上が得られる訳ではなく、リスク管理

実務上はこの点に留意することが必要である。

５５５５. . . . 期待値計算とパーセント点計算におけるモーメント調整法の効果期待値計算とパーセント点計算におけるモーメント調整法の効果期待値計算とパーセント点計算におけるモーメント調整法の効果期待値計算とパーセント点計算におけるモーメント調整法の効果

　　３章で示した正規乱数生成方法の手順のうちステップ５では、計算対象（期待値

型、パーセンタイル型）によって、計算方法が異なっていた。ここでは、期待値型

計算とパーセンタイル型計算の各々において、対称変量法、1次サンプリング法、
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2次サンプリング法を適用することで、どの程度の計算精度の改善がもたらされる

のかをチェックする。期待値型計算として、５－１でバスケット型株式オプション

のプライシングを行う。パーセンタイル型計算として、５－２で損益額分布に正規

性を仮定できるような株式ポートフォリオの市場リスク、５－３で損失額分布がフ

ァット･テール性を持つ与信ポートフォリオの信用リスクを取り上げる。

５－１　バスケット型オプションのプライシング５－１　バスケット型オプションのプライシング５－１　バスケット型オプションのプライシング５－１　バスケット型オプションのプライシング

　　ここでは、期待値型計算（株式バスケット型オプション29のプライシング）の場

合の、対称変量法、1次サンプリング法、2次サンプリング法の適用効果をみる。

    対象とするバスケット型オプションの概要は以下のとおりである。

32銘柄の株価の合計（各銘柄とも現時点では時価 100円と仮定）に対するヨ

ーロピアン･コール型オプション

銘柄：業種が分散するように東証上場銘柄より選択（１株ずつ保有）

各株式の収益率の分散共分散行列：別添１参照

無リスク金利：2%

満期：1年

現時点の価格指数：3,200円

    乱数の発生方法の概要は次のとおりである。

一様乱数生成方法：メルセンヌ･ツイスター法

正規乱数生成方法：モロの逆関数法30

試行回数：100回、1,000回、10,000回(各試行回数を50セット実施し、それ

から平均と標準偏差を算出)

    オプション価格の計算は、アット･ザ･マネー（ATM）の場合とアウト･オブ･ザ･

マネー（OTM）の場合の２ケースで行う。

 ＜ATMの場合＞

　  ATMの場合の計算結果を図表 14に示した。

                                           
29 複数の原資産を持つオプションで、エキゾティック･オプションの１種である。なお、こ

うしたエキゾティック･オプション等の派生商品のプライシングを行う際に用いられる数

値計算手法（モンテカルロ法を含む）は補論３を参照。
30 補論２の脚注 52を参照。



19

[図表 14] バスケット･オプション評価（ATMの場合）
標準偏差

調整なし 2次 1次＋2次 対称 対称＋2次
100回 33.993 33.189 6.658 28.886 8.040

1,000回 12.192 11.542 2.218 10.835 2.293
10,000回 4.141 3.657 0.769 2.816 0.954

期待値
調整なし 2次 1次＋2次 対称 対称＋2次

100回 259.486 260.424 258.568 258.990 259.615
1,000回 261.846 262.335 261.595 261.791 261.863

10,000回 262.851 263.093 262.029 262.172 262.260

    この結果から、以下の諸点を指摘することができる。

① 1次サンプリング法と 2次サンプリング法の併用、または対称変量法と 2次

サンプリング法の併用をすると、大きな誤差（標準偏差）削減効果が得られる。

試行回数 10,000 回の場合では、計算精度は最高で約 5.4 倍（4.141÷0.769）

となる（1次サンプリング法＋2次サンプリング法の場合）。

② これに対し、対称変量法のみ、あるいは 2次サンプリング法のみでは、計算

精度はそれほど向上しない（特に 2次サンプリング法の効果が低い）。

  ＜OTMの場合＞

　  次に、ストライク･プライスを 4,000円（すなわちOTM）として、上記と同様の

計算を行った。その結果が図表 15である。

[図表 15] バスケット･オプション評価（OTMの場合）
標準偏差

調整なし 2次 1次＋2次 対称 対称＋2次
100回 13.818 11.308 8.833 15.803 6.400

1,000回 4.575 3.955 3.128 5.410 1.974
10,000回 1.694 1.267 0.992 1.618 0.644

期待値
調整なし 2次 1次＋2次 対称 対称＋2次

100回 43.481 44.109 42.853 42.916 39.741
1,000回 43.749 44.084 43.816 44.280 44.236

10,000回 44.788 44.904 44.609 44.485 44.500

    この結果から、以下の諸点を指摘できる。

① 1次サンプリング法と 2次サンプリング法の併用、または対称変量法と 2次

サンプリング法の併用では、誤差（標準偏差）削減効果が得られる。試行回数

10,000回の場合では、計算精度は最高で約 2.6倍（1.694÷0.644）になる（対
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称変量法＋2次サンプリングの場合）。

② 誤差削減効果は、ATMの場合に比べると小さい31。

③ 対称変量法のみの場合、誤差削減効果は殆どない32。

＜本節の小括＞

　これらの分析から得られた結果を小括すると、以下のようになる。

① プライシング（期待値型計算）では、1次サンプリング法と 2次サンプリン

グ法の併用、または対称変量法と 2 次サンプリング法の併用の誤差削減効果

が大きい。

② 対称変量法のみ、または２次サンプリング法のみの適用では、誤差削減効果

は大きくない。

５－２　市場リスク量の計算５－２　市場リスク量の計算５－２　市場リスク量の計算５－２　市場リスク量の計算

　　ここでは、株式ポートフォリオのリスク量（VaR）を計算する際の、対称変量法、

1次サンプリング法、2次サンプリング法の効果を確認する。株式ポートフォリオ

の損益額分布には正規分布を仮定する。したがって、ここではファット･テール性

がない分布を前提とする場合を検討する（５－３では、損失額分布がファット･テ

ール性を有する与信ポートフォリオを取り上げる）。

　  対象とするポートフォリオの概要は以下のとおりである。

32銘柄の株式からなるポートフォリオ（各銘柄とも100円の保有）

銘柄：業種が分散するように東証上場銘柄より選択

各株式の収益率の分散共分散行列：別添１参照

無リスク金利：0%

リスク評価期間：1日

                                           
31 OTM オプションのプライシングでは、ATM オプションのプライシングの場合に比べて

原資産価格分布の片方の裾に近い部分、つまり分布の高次モーメントが相対的に大きく影

響する。このことが、誤差削減効果が ATMの場合に比べて小さくなった要因である。
32 OTMオプションのプライシングでは、原資産価格分布の片方の裾に近い部分のサンプル

が重要となる。対称変量法では左右対称のサンプルを作成するという操作を行っているだ

けであるので、このプライシング例に同手法を適用しても、大きな誤差削減効果は期待で

きない。
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    乱数の発生方法の概要は次のとおりである。

一様乱数生成方法：メルセンヌ･ツイスター法

正規乱数生成方法：モロの逆関数法

試行回数：5,000回、30,000回(各試行回数を 1,000セット実施し、それから

平均と標準偏差を算出)

　　リスク量の真値はデルタ法で求め、誤差の理論値（理論誤差）は補論１の方法で

算出する。

    各種モーメント調整法を適用してリスク量（90%点、95%点、99%点、99.5%点）

を計算し、その（標本の）標準偏差とリスク量の真値および理論誤差との比率を算

出した（損益分布例は図表 16）。

 [図表 16] 株式ポートフォリオの損益分布（1,000,000回）
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    まず、試行回数 5,000回の計算結果を図表 17、18に示す。

 [図表 17] 市場リスク量（5,000回）

市場リスク…標準偏差／真値
調整なし 2次 1次＋2次 対称 対称＋2次

90% 2.04% 1.77% 1.16% 1.75% 1.08%
95% 1.96% 1.64% 1.28% 1.72% 1.03%
99% 2.40% 2.14% 1.96% 2.25% 1.76%

99.5% 2.89% 2.61% 2.45% 2.62% 2.25%

[図表 18] 市場リスク量（5,000回）

市場リスク…標準偏差／理論誤差
調整なし 2次 1次＋2次 対称 対称＋2次

90% 108.1% 93.6% 61.7% 92.8% 57.3%
95% 107.7% 90.2% 70.3% 94.9% 57.0%
99% 105.9% 94.4% 86.4% 99.0% 77.8%

99.5% 107.8% 97.6% 91.6% 97.8% 83.9%
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    次に、同 30,000回の計算結果を図表 19、20に掲げる。

 [図表 19] 市場リスク量（30,000回）

市場リスク…標準偏差／真値
調整なし 2次 1次＋2次 対称 対称＋2次

90% 0.71% 0.61% 0.46% 0.71% 0.43%
95% 0.72% 0.59% 0.53% 0.72% 0.44%
99% 0.93% 0.85% 0.83% 0.93% 0.72%

99.5% 1.13% 1.05% 1.02% 1.13% 0.95%

[図表 20] 市場リスク量（30,000回）

市場リスク…標準偏差／理論誤差
調整なし 2次 1次＋2次 対称 対称＋2次

90% 92.2% 78.8% 59.1% 92.1% 56.1%
95% 97.2% 79.8% 70.8% 97.4% 59.1%
99% 100.4% 92.1% 89.9% 100.5% 77.5%

99.5% 103.0% 96.3% 93.6% 103.5% 86.8%

    これらの結果からは、以下の諸点がみてとれる。

① 計算精度は、対称変量法と 2次サンプリング法を併用した場合が最もよい。

② 対称変量法のみを使用しても殆ど改善効果は見られない33。

③ 同一試行回数の期待値型計算と比較すると、誤差削減効果は小さい34。

④ パーセント点が大きくなるほど、モーメント調整法の誤差削減効果が小さく

なる傾向がある35。

５－３　信用リスク量の計算５－３　信用リスク量の計算５－３　信用リスク量の計算５－３　信用リスク量の計算

　　次に、与信ポートフォリオの信用リスク（VaR）の算出を行い、対称変量法、1

次サンプリング法、2次サンプリング法の誤差削減効果を確認する。与信ポートフ

ォリオの損失額分布は通常ファット･テール性を有する点が特徴であり、以下では、

分布の形状が、誤差削減効果にどのような影響を与えるのかも考察する。

                                           
33 脚注 32と同様の背景がある。
34 ここで求めたリスク量（VaR）は分布の裾の統計量であるため、高次のモーメントの寄

与度が大きいことが背景にある。
35 パーセント点が大きくなると、統計量に対してより高次のモーメントが寄与するように

なるためである。
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　  対象とする与信ポートフォリオの概要は以下のとおりである。

32社に対する貸出からなるポートフォリオ

各社の与信額、格付、倒産確率：別添２参照

損失の定義：デフォルト･モード方式36

倒産時回収率：ゼロ

デフォルト相関：別添１の分散共分散行列と別添２の倒産確率より算出

リスク評価期間：1年

    また、乱数の発生方法の概要は次のとおりである。

一様乱数生成方法：メルセンヌ･ツイスター法

正規乱数生成方法：モロの逆関数法

ベルヌーイ型乱数：上記の正規乱数を相関を勘案して、さらにベルヌーイ型乱

数に変換

試行回数：5,000回、30,000回(各試行回数を 1,000セット実施し、それから

平均と標準偏差を算出)

    リスクの真値は、30,000,000回の試行で得られた値であるとする（みなし真値）。

　  各種モーメント調整法を適用してリスク量（90%点～99.5%点）を計算し、その

（標本の）標準偏差とリスク量のみなし真値およびモーメント調整法なしのモンテ

カルロ計算による誤差との比率を算出した（損失額分布は図表 21）。

[図表 21]　与信ポートフォリオの損益分布例（1,000,000回､損失額 0を除くベース）
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36 リスク評価期間内に債務者のデフォルトが生じる場合にのみ損失が発生すると定義する

方式。これに対して、デフォルト以前の債務者の信用度（格付）低下も考慮する方式はMTM

方式（マーク･トゥ･マーケット方式）と呼ばれる。
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　  試行回数 5,000回の計算結果を図表 22、23に示す。

 [図表 22] 信用リスク量（5,000回）

信用リスク…標準偏差／みなし真値
調整なし 2次 1次＋2次 対称 対称＋2次

90% 1.77% 1.56% 1.27% 1.59% 1.18%
95% 2.07% 1.81% 1.50% 1.81% 1.26%
99% 2.79% 2.57% 2.43% 2.57% 2.16%

99.5% 3.35% 3.20% 3.08% 3.09% 2.81%

 [図表 23] 信用リスク量（5,000回）

信用リスク…標準偏差／モーメント調整法を使用しない場合の標準偏差
2次 1次＋2次 対称 対称＋2次

90% 88.3% 71.6% 90.1% 66.6%
95% 87.6% 72.8% 87.5% 60.8%
99% 92.1% 87.1% 92.2% 77.4%

99.5% 95.5% 92.2% 92.4% 84.1%

　　次に、同 30,000回の計算結果を図表 24、25に掲げる。

[図表 24] 信用リスク量（30,000回）

 

信用リスク…標準偏差／みなし真値
調整なし 2次 1次＋2次 対称 対称＋2次

90% 0.74% 0.69% 0.63% 0.75% 0.61%
95% 0.70% 0.61% 0.53% 0.69% 0.49%
99% 1.08% 1.01% 1.00% 1.10% 0.96%

99.5% 1.37% 1.30% 1.27% 1.38% 1.24%

 [図表 25] 信用リスク量（30,000回）

信用リスク…標準偏差／モーメント調整法を使用しない場合の標準偏差
2次 1次＋2次 対称 対称＋2次

90% 93.1% 84.6% 100.9% 82.4%
95% 86.7% 76.5% 98.7% 70.2%
99% 93.2% 92.3% 101.8% 88.6%

99.5% 94.6% 92.8% 100.7% 90.6%

    これらの結果から、以下を指摘することができる

① 計算精度は、対称変量法と 2次サンプリング法を併用した場合が最もよい。

② 対称変量法のみを使用しても殆ど改善効果は見られない。

③ ５－１および５－２と比較すると、誤差削減効果は相対的に小さい。
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④ 95％点以上では、パーセント点が大きくなるほど、モーメント調整法の誤差

削減効果が全般的に小さくなる傾向がある。

　　信用リスクの損失額分布は、上述したようにファット･テール性を持つ。このた

め、分布の裾の統計量であるパーセント点の計算に当っては、ファット･テール性

が小さい分布に比べて、分布の高次モーメントの影響をより受け易くなる。このこ

とが、②～④のような事象の背景となっていると考えられる。

６６６６. . . . 計算コストを勘案した実装方法に関する考察計算コストを勘案した実装方法に関する考察計算コストを勘案した実装方法に関する考察計算コストを勘案した実装方法に関する考察

　　これまで見てきたように、モンテカルロ法でプライシングやリスク量の算出を行

う場合、本稿で検討した各種モーメント調整法の中では、対称変量法と 2次サンプ

リング法、または 1次サンプリング法と 2次サンプリング法の組み合わせが、他の

手法に比べて大きな誤差削減効果をもたらす。

　　その効果は、特に、派生商品のプライシングで大きい。一方、リスク量計算の際

の誤差削減効果をみると、対称変量法、1次サンプリング法と 2次サンプリング法

の組み合わせでも、同じ試行回数で比較すると、プライシングほどの効果は得られ

ない。特に 2次サンプリング法をリスク量計算に適用することを検討する際には、

同手法による誤差削減効果が小さいということに加えて、同手法にはさらに以下の

ような留意点があることも考慮する必要がある。

① 2次サンプリング法では、分散共分散行列の計算と逆行列演算が必要となる

（補論２）ため、相関のある多次元正規乱数生成に時間がかかる。

② 2次サンプリング法では、生成した乱数を一旦記憶し、行列演算等を行う必

要があるため、乱数の発生回数を予め指定する必要がある。このため、「予め

回数を定めずに試行を続け、一定の収束条件を満たしたときに、計算を停止さ

せる」という（通常のモンテカルロ法では可能な）方法は使えない。

　一般に、モンテカルロ法は計算機の並列化による演算の高速化に向いた方法であ

るとされる。ここで、モンテカルロ法において「高速化」という言葉は、目的とす

る精度がより少ない回数の試行で得られる（つまり誤差削減効果が大きい）という

ことと、単位時間当たりの試行回数を増加させるということの２つの意味を持つ。

５章までは、前者の「目的とする精度が少ない回数の試行で得られるか否か」とい

う点を考察の対象としてきた。これに対し、上述の①の問題は、後者の「単位時間
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当たりの試行回数を増加させるか否か」という意味で、「高速化」のネックになり

得る点には留意が必要である。

　この点を処理の並列化という観点に絡めて説明する。①の多次元正規乱数生成演

算は、逆行列演算を含むため並列処理が困難である。このため、この演算を特定の

１台の計算機で行う必要がある37が、全体の処理の中で並列処理ができない演算の

占める割合が大きいと、並列処理による性能向上が制限されてしまう38ことになる。

並列処理ができない演算が全体の処理に占める割合は、①のように多次元正規乱数

生成に時間がかかると、それだけ大きくなることになる。

　　以下では、上述の①の点に焦点を当てて、2次サンプリング法を用いた場合とモ

ーメント調整法を用いない場合の各計算時間を比較する39。具体的には、５－２で

行った市場リスク量の計算結果（信用リスク計算よりも 2次サンプリング法による

誤差削減効果が大きい）を拡張した試算を行う。

　　５－２の設定でポートフォリオの株式銘柄数を 8、16、32として、各ケースで、

2 次サンプリング法を適用した場合とモーメント調整法を適用しなかった場合の

リスク量を計算し（試行回数は 10,000～30,000回）、計算時間40を求めた。その

結果を纏めたのが図表 26である。

 [図表 26] 市場リスク量の計算時間
モーメント調整法を使用しない場合 2次サンプリング法使用時 2次サンプリング法使用時／モーメント調整法を使用しない場合

10000回 20000回 30000回 10000回 20000回 30000回 10000回 20000回 30000回
8次元 2.0 4.0 6.0 8次元 2.6 5.3 7.8 8次元 133% 132% 131%
16次元 4.4 8.7 13.1 16次元 6.7 13.3 19.9 16次元 154% 153% 153%
32次元 10.8 21.6 32.4 32次元 20.6 40.2 61.4 32次元 191% 187% 189%

    モーメント調整法を適用しない場合と2次サンプリング法を適用した場合とを比

                                           
37 特に、周期が十分に長くない乱数列を用いて並列処理を行う場合、各計算機で生成した

乱数が同一になることを排除するため、特定の計算機で乱数を生成したのち、それを分割、

各計算機に配布するなどの工夫が必要である。
38 仮に全体の処理の 20％が並列化できないとすると、並列化する計算機台数を無限にした

としても、並列化しない場合と比べて、最高で 5 倍の処理速度しか得られない。因みに、

この関係をアムダールの法則と呼ぶ。
39 1次サンプリング法や対称変量法を用いる場合の計算には、2次サンプリング法で必要な

分散共分散行列や逆行列の計算のような（時間のかかる）演算が含まれておらず、その計

算時間はモーメント調整法を使用しない場合の計算時間と大きな差はないため、ここでは

比較の対象とはしない。
40 ここでの時間は相対的な数値であり、絶対値には特段の意味はない。
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べると、同じ試行回数での計算時間は、後者の方が長い。また、次元数が大きくな

るにつれ、両者の計算時間の相対的な格差が拡大することがわかる（32 次元の例

では約 2倍にまで拡大）。2次サンプリング法では、この方法で必要となる分散共

分散行列の計算の時間が次元数の 2乗と試行回数に比例するが、本例では、特にこ

の時間が全体の処理時間の中で大きな比率を占めていることが、上述の相対的な格

差拡大の要因である（図表 27）。

 [図表 27] 市場リスク量の計算時間（2次サンプリング法を使用）の内訳41

(試行回数： 30,000回)
8次元 16次元 32次元

正規乱数の発生（一様乱数発生～正規乱数への変換） 4.40 8.58 17.51 次元数×試行回数に比例
乱数列の分散共分散行列の計算 1.74 6.86 27.39 次元数 2×試行回数に比例
多次元正規乱数への変換（変換行列 × 乱数ベクトル） 0.92 3.28 12.33 次元数 2×試行回数に比例
ポートフォリオ評価 0.12 0.22 0.45
その他 0.66 1.01 3.71

備考

    つまり、2次サンプリング法には、それを適用することにより「目的とする精度

が少ない回数の試行で得られる」というメリットがある反面、「多次元正規乱数の

生成速度が遅くなる」というデメリットがある。このデメリットは、処理数そのも

のが増加することと、並列処理を行っても単位時間当たりの試行回数が期待通りに

は増加しないことによって顕現化する。特にポートフォリオが大きく複雑である場

合、並列処理によってモンテカルロ法の高速化を図ることが多い。このとき 2次サ

ンプリング法を適用すると、並列処理の効果がより限定されることになる結果、目

的の精度を得るための処理時間が、2次サンプリング法を適用しない場合に比べて

長くなるということが起こり得る。

    ここでの考察から、リスク計測実務で単純に 2次サンプリング法を適用すること

には留意が必要であることがわかる。2次サンプリング法は、保有ポートフォリオ

の内容やリスク･ファクター数、リスク量に必要な精度、リスク量の使用形態（例

えば、経営陣への報告頻度）などを勘案して、使用の可否を決定する必要があると

言える。

                                           
41 計算時間の内訳の中で、２次サンプリング法を使用する場合に特有の処理は、｢乱数列の

分散共分散行列の計算｣と｢その他｣に含まれる一部の処理（逆行列計算等）である。図表 27

の例では、「ポートフォリオ評価」の時間が相対的に短くなっているが、より複雑で大き

なポートフォリオのリスク量を算出するときには、この時間は相対的に長くなる。
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７７７７. . . . まとめまとめまとめまとめ

　　本稿では、多次元正規乱数を使用したモンテカルロ法による派生商品のプライシ

ングやリスク量計算の結果を用いて実務上の考察を行った。

　  まず、一様乱数の周期に注目し、アプリケーション･ソフトである Excel 等で提

供されるごく一般的な乱数ルーチンを使用する場合、乱数の周期の影響で、望まし

い結果が得られない可能性があることを示した。さらに、メルセンヌ･ツイスター

法と線形合同法によって各々発生させた乱数を例に、乱数の多次元結晶構造とそれ

が与える影響を概説した。

    次に、多次元正規乱数ベクトルの生成時にモーメント調整法を適用する場合の効

果を考察した。対称変量法、1次･2次サンプリング法を用いた場合に各モーメント

がどのように調整されるかを検討した上で、多次元正規乱数を用いて、エキゾティ

ック･オプションの価格、仮想ポートフォリオの市場リスク量や信用リスク量を実

際に計算し、生成乱数が計算の精度に与える影響を考察した。その結果、プライシ

ングでは、対称変量法と 2次サンプリング法の組み合わせにより、大幅な誤差削減

効果が得られることを確かめた。一方、リスク量計算では、実務上の留意点が幾つ

か存在することが判明した。具体的には次のとおりである。

① プライシングと比べると誤差削減効果は小さい。これは、パーセント点が高

くなるほど顕著となる。

② 対称変量法のみを適用した場合は、誤差削減効果は殆どみられない。

③ 2 次サンプリング法は、その誤差削減効果と計算時間とのバランスを比較検

討した上で、実装可否を判断することが必要である。

    このように、本稿の分析からは、特にリスク量をモンテカルロ法で算出する場合、

推定誤差や計算コストに十分留意する必要があることがわかった。この点、本来は、

モンテカルロ法によるリスク量の算出でも、予め推定値の収束条件を定めて計算を

行い、その収束条件を満足するようになって計算を終了させるというアルゴリズム

を採用することが理念的には望ましい。ただ、実際の実務では、例えば与信ポート

フォリオの信用リスクの算出を 1 万回といった予め定めた試行回数で計算を打ち

切ることが多い。これは、収束条件付きのモンテカルロ計算では計算終了までの時

間が一般的に長い（またいつ終了するかも予想し難い）ことに加え、リスク管理実

務の現場では、リスク量を迅速に経営サイドへ報告しなければならない等の時間的
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制約があることも背景になっている。こうした予め定めた試行回数でモンテカルロ

計算を打ち切ることには、実務上ある程度やむを得ない面もあるとは思われるが、

本稿で示したリスク量計算の推定誤差や計算コストの重要性を考えると、自らのポ

ートフォリオについて、アドホックな形であっても、本稿で行ったような分析を行

うことを検討する価値はあるように思われる。

    最後に、今後の研究課題を２点挙げて、本稿を締め括る。

① 正規分布に比べてよりファット･テイル性の強い分布（例えば t 分布）へモー

メント調整法を適用した場合のリスク量計算に与える影響を考察する。

② 準乱数42をリスク量計算へ適用し得るかを検討する。

以　上

                                           
42 準乱数（quasi random number）に関しては、例えば文献[19]を参照。準乱数は、数学的に

は、本稿で議論している乱数とは全く異なる。準乱数を使ったモンテカルロ法は、準モン

テカルロ法（quasi Monte Carlo method）と呼ばれる。
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補論１補論１補論１補論１：モンテカルロ法によるプライシングとリスク量計算および誤差：モンテカルロ法によるプライシングとリスク量計算および誤差：モンテカルロ法によるプライシングとリスク量計算および誤差：モンテカルロ法によるプライシングとリスク量計算および誤差

(1) プライシング

　派生商品の価格を ( )tXtp , とおき、それが確率変数（ tX ：例えば株価）の関数

( )tXtg , の期待値（平均値）に等しいとすれば、

　 ( ) ( )[ ] ( ) ( )�
∞

∞−
== tttt XdFXtgXtgEXtp ,,, (2)

　と書ける。区間[0,1]上の一様乱数Yを使って tX に対応する乱数を作るとすると、

( )yFxt
1−= であるから、

　 ( ) ( )( )dyyFtgXtp t �
−=

1

0

1,, (3)

　となる。(3)式の左辺を

　 ( )( ) ( )� �=−1

0

1

0

1, dyyfdyyFtg (4)

　と定義する。一様乱数をn個( )nyyy ,,, 21 � 発生させ、 ( )iyf の算術平均

　 ( ) ( )�
=

=
n

i
iyf

n
nA

1

1 (5)

　を計算すれば、 ( )tXtp , を推定することができる。このとき、Y（一様乱数）は独

立で同じ分布に従う確率変数であるから、 ∞→n のとき ( )nA は殆ど確実に（つま

り確率 1で） ( )tXtp , に収束する43（大数の法則）。

　　また、 ( )nA の分散は

　 ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( ){ }ti

n

i
i Xtpdyyf

n
yfVar

n
yf

n
VarnAVar ,111 21

0

2

1

−==�
�

�
�
�

�= ��
=

(6)

　となるから、 ( )yf が 2乗可積分ならば、 ( )nA の標準偏差（ ( )[ ]nAVar ）は n/1 の

オーダーで減少していく。したがって、推定値の精度を 1桁上げるためには試行回

数を 100倍に増やす必要があることになる。

　　統計的な精度を考察するために、εとαを正の定数として

　 ( ) ( )[ ] αε −≥<− 1,Pr tXtpnA (7)

                                           
43 概収束と呼ばれる形の収束。概収束に関しては、例えば文献[9]を参照。
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　を考える。チェビシェフの不等式を使うと、(7)式は
( )[ ] α

ε
≤2

nAVar
の時に成り立つ

ことが簡単に示せるので、これを使って、

　 ( ) ( )
2

21

0

2 ,

αε
tXtpdyyf

n
−

≥ �
(8)

　を導くことができる。したがって、nは少なくとも 21 −− εα のオーダー以上である必

要があり、εとαを小さくする（推定精度を上げる）ためには、nを相当大きくす

る必要があることになる。

(2) リスク量の計算

　　VaR（信頼水準α％）の推定量を αx~ とするとき、試行回数が十分に大きい場合、

αx~ の分布は正規分布で近似できて、

　 ( )
( ) �

�

�

�

�
�

�

� −
2

1,~~
α

αα
αα

xnf
xNx (9)

　が成り立つ（ ( )xf は損益分布44の確率密度関数）。

　　したがって、理論誤差（誤差の理論値）を [ ]ασ xVar ~= （ αx~ の標準偏差）と定

義すれば、信頼水準が( )p−1 の信頼区間は、近似的に

　 ［ ( ) ( )2/12/1
~,~

pp zxzx −− +− σσ αα ］ (10)

　となる（ただし、 ( )pz は標準正規分布の 100p%点）。この信頼区間はαを小さくす
る（VaRの信頼水準を上げる）と急速に広がることが知られている45。この点は、

モンテカルロ法をリスク量（VaR）の算出に用いる場合に特に注意しなければなら

ない点である。

                                           
44 本稿では正規分布を仮定した。
45 詳しくは文献[2]または[14]。
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補論２補論２補論２補論２：分散減少法とモーメント調整法：分散減少法とモーメント調整法：分散減少法とモーメント調整法：分散減少法とモーメント調整法

　　モンテカルロ法による計算で十分な精度を確保するためには、相当回数の試行が

必要となる。このため、実務では計算速度の向上（収束速度の向上）が重要な問題

となる。

    以下では、期待値型の計算（プライシング）を前提に議論を進める。単純なモン

テカルロ法による推定量 ( )nA の標準偏差は、比例係数をcとおくと、補論１の(6)

式より nc / という形で書ける。したがって、計算速度の向上を図るには、単位時

間当たりの試行回数は不変とすると、

① cを小さくする（ファクターの改善）

② n/1 の関数型を変える（オーダーの改善）

　という２つの方向性を考えることができる。②を達成するには、(6)式の関係を変

更するために、一様乱数の性質自体を変更（改良）する必要がある。例えば準乱数

を使ったモンテカルロ法46がこれに該当する。

　　①は、分散減少法と呼ばれるもので、乱数のサンプリングの仕方に工夫を加える

というものである。分散減少法のバリエーションを簡単に纏めると以下のとおりと

なる47。

[図表 28] 主な分散減少法の概要

負相関法 (5)式の理論上の期待値 ( )�
=∞→

n

i
in

yf
n 1

1lim と ( )�
=∞→

n

i
in

zf
n 1

1lim が等しく、

( )iyf と ( )izf の相関が負である2つの系列の乱数列、{ nyyy ,, ,21 � }

と{ nzzz ,,, 21 � }を用いる方法48。

対称変量法49

（負相関法の１形

態）

(4)式の ( )yf が単調関数であるとき、生成された乱数{ nyyy ,, ,21 � }と

期待値が同じで 1− の相関を持つ数列{ nzzz ,,, 21 � }を利用する方法。

                                           
46 脚注 42を参照。
47 文献[9]の分類方法は、金融への応用を意識したものとして参考になる。
48 (4)式の ( )yf が単調関数であるとき、 ( )iyf と ( )izf の相関が負となる iy と iz は容易に作
成することができる。
49 乱数の奇数次モーメントがゼロになることから、奇数次サンプリングと呼ばれることが

ある。
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1次サンプリング法 生成された乱数 { nyyy ,, ,21 � }の期待値が理論上の期待値

（ �
=∞→

n

i
in

y
n 1

1lim ）に一致するよう生成された乱数全体をシフトさせる方

法。

2次サンプリング法 生成された乱数の分散（および共分散）が理論上の分散･共分散に一致

するよう乱数全体を修正する方法。

制御変量法 計算対象である確率変数の不偏推定量（例えばX ）に対し、これと相

関があって平均値が明らかな確率変数（例えばY＜制御変量と呼ばれ

る＞）があるとき、X とYを組み合わせた [ ]( )YEYXZ −−= α を乱

数として使用する方法。

加重サンプリング法 積分区間全域で一様に乱数を使うのではなく、「重要と考えられる領

域」でそれ以外の領域よりも多くの乱数を使用する方法50。

層別サンプリング法 積分区間を複数の小区間に分割し、各小区間であらかじめ定めた個数

の乱数を使う方法51。

　　分散減少法のうち、生成乱数の分布の特定のモーメントを母集団分布のそれと一

致するように操作を加える手法をモーメント調整法と呼ぶことがあり、上記のうち

対称変量法、1次･2次サンプリング法がそれに含まれる。

　　以下では、これら①対称変量法、②1次サンプリング法、③2次サンプリング法

を簡単に解説する。

①対称変量法

　　補論１の(3)式を例にとる。 ( )tXtg , が単調な関数とする。まず、乱数列

{ nxxx ,, ,21 � }を生成する52。次に、 ii xw −= としてもう１つの乱数列{ nwww ,, ,21 � }

                                           
50 派生商品のプライシングやリスク量の計算では、将来時点の原資産の確率分布が用いら

れるが、その分布で「重要と考えられる領域」を予め決めることが困難であることから、

加重サンプリング法が実際に用いられることは少ないと思われる。
51 派生商品のプライシングには幾つかの応用例がある（例えば、文献[12]の方法はイン･ザ･

マネー･オプションのプライシングに効果がある）。
52 一様乱数から正規乱数列を生成するためには、(2)式の逆関数 1−F にあたるものが必要と

なる。金融実務では分布の裾に対しても近似精度がよい値が算出できるモロの方法（文献
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を生成する。この２つの乱数列は、
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すなわち、
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=∞→

(11)

　を満たす。

　このとき、標本分散は

　 ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )[ ]( )WtgXtgCovWtgVarXtgVarWtgXtgVar ,,,2,,
4
1

2
,, ++=��

�
��

� + (12)

　であるから、 ( )Xtg , と ( )Wtg , が独立であるよりも、負の相関がある方が小さくな

る。

　　この場合、 ( )tXtg , の単調性の仮定により、 ( )Xtg , と ( )Wtg , は負の相関を持つこ

とになるため、同じ精度の計算に必要な試行回数は少なくて済むことがわかる。

　　また、対称変量法によって生成された乱数列を{ } { } { }wxx +=~ とすると、
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　となるので、 x~のl次モーメントは
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[18]）が使われることが多い（文献[16]も参照）。モロの方法の概略は以下のとおりである。

　正規分布の分布関数 ( ) � ∞− �
�
�

�
�
�
−=Φ

x
duux

2
exp

2
1 2

π
に対し、 ( )xu Φ= とおく。このとき、

以下の関係を用いる（なお、 na 、 nb 、 nc は定数＜具体的な値は割愛＞）。
(1) 5.0−= uy とする。

(2) 42.0≤y のとき ( ) 8
4

6
3

4
2

2
1

6
3

4
2

2
101

1 ybybybyb
yayayaayu

++++
+++=Φ− とする。

(3) 42.0>y のとき、 0.0>y であれば ( ) �
=

− +=Φ
8

1
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n
nzccu 、 ur −= 0.1 。 0.0<y であ

れば ( ) �
�
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� +−=Φ �
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−
8

1
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1

n

n
nzccu 、 ur = 。ただし ( )( )rz loglog −= 。
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           lが奇数の時　　 ( ) 0
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　となる。よって、 x~の奇数次モーメントがすべて 0となることが示された。

②1次サンプリング法

　　対称変量法に基づいて生成された乱数列には、奇数次モーメントは全てゼロにな

るが、逆にその影響で、偶数次モーメントの収束（母集団分布の偶数次モーメント

への収束）が悪くなるという性質がある53。このため、1次モーメントのみを母集

団分布のそれに合致させる方法を考える（1次サンプリング）54。

　　方法は、生成した乱数ベクトルの列{ nxxx ,, ,21 � }（各要素はベクトル）に対し、

標本平均だけシフトした �
=

−=
n

k
kii x

n
xy

1

1
を使って新しい乱数ベクトルの列

{ nyyy ,, ,21 � }を生成すればよい。このとき、

　 [ ] 011111
1 1 11 1
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= = == =

n

i

n

i

n

k
ki

n

i

n
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ki x

nn
x

n
x

n
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YE  (15)

　であるから、 yのl次モーメントは、

　 [ ]( )[ ] [ ] [ ]( )[ ]lll XEXEYEYEYE −==−  (16)

　と計算できて、 xのl次モーメントと一致する。また、共分散についても、

　
( ) ( )[ ]( ) ( ) ( )[ ]( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]( ) ( ) ( )[ ]( )[ ]jjiijijjii XEXXEXEYYEYEYYEYE −−==−−  (17)

　であるから（ ( )iX 、 ( )iY はそれぞれベクトルX 、Yのi番目の要素を表す）、 xの

共分散と一致する。すなわち、X からYへの変換は定数分のシフトであるので、

X とYの各モーメントや共分散は等しい。

                                           
53 例えば、文献[11]を参照。
54 生成された乱数列のモーメントは母集団分布のモーメントとは必ずしも一致しない（生

成数が無限大となるような極限をとったときには一致する）。
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③2次サンプリング法

　　生成された乱数ベクトルの列の 2 次モーメントを母集団分布のそれに合致させ

る方法を考える。ここでは、正規乱数を対象とする。

　　所与のパラメータµ（平均ベクトル）、Σ（分散共分散行列、Σのコレスキー分

解を TCC=Σ ＜Cは下三角行列＞とする）を使用して正規乱数ベクトルの列を生成

することを考える。まず、多次元標準正規乱数列（平均０、分散共分散行列 I＜単

位行列＞）{ nxxx ,, ,21 � }（各要素はベクトル）を生成する55､56。このとき、生成し

た多次元正規乱数の平均ベクトルm（標本平均）と分散共分散行列sは

　 �
=

=
n

i
ix

n
m

1

1 (18)

( )( )�
=

−−
−

=
n

i

T
ii mxmx

n
s

11
1 (19)

　と書ける。sはコレスキー分解できて、

　 TCCs ~~= (20)

　と書けるから、

　 ii xCCy 1~ −= (21)

　とすれば、yは、その 2次モーメントが母集団分布の 2次モーメントであるΣに一

致する正規乱数のベクトルの列となる。ただし、(21)式で生成された{ nyyy ,, ,21 � }

の 2次モーメント以外のモーメントは{ nxxx ,, ,21 � }のそれと一致しない。本稿では

(21)式に基づく方法を 2次サンプリング法と定義した。なお、1次モーメントを変

                                           
55 通常用いられる多次元正規乱数の生成法は以下のとおりである。

(1)標準正規分布に従う乱数{ nxxx ,, ,21 � }を生成し、 ( )T
nxxxx ,, ,21 �= とおく。

(2) ( )T
nyyyy ,,, 21 �= を µ+= Cxy に従って生成する。

(3)(1)と(2)を繰り返す。

56 文献[1]では、脚注 55の方法で作成したµとΣに従う多次元正規乱数列を{ nxxx ,, ,21 � }

として用いている。
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化させずに 2次モーメントのみを調整するには、

　 ( ) mmxCCy ii +−= −1~
(22)

　とすればよい。これを利用して、

　 ( ) µ+−= − mxCCy ii
1~

(23)

　とすれば、1次･2次モーメントを同時に調整することが出来る。
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補論３補論３補論３補論３：派生商品のプライシングを行う際の数値計算手法：派生商品のプライシングを行う際の数値計算手法：派生商品のプライシングを行う際の数値計算手法：派生商品のプライシングを行う際の数値計算手法

　　モンテカルロ法は高精度な結果を得るためには、他の手法と比較すると著しく多

くの計算量を必要とする57。このため、特に迅速なプライシングが要求されるフロ

ント･セクションでは、多くの場合、モンテカルロ法は派生商品のプライシング手

法としては最後の手段と位置付けられている（実務上は、各プライシング手法は、

解析解→格子法または有限差分法→モンテカルロ法、の順に選好されている）。

　　モンテカルロ法がプライシングで用いられるのは、他の手法では実装が困難であ

る場合、あるいはモンテカルロ法を用いる方が計算負荷が少ない場合である。ヨー

ロピアン･タイプのオプションでみると、前者の例は、①原資産価格変動のモデル

が複雑なオプション、②経路依存性のあるオプション、後者の例は、③４個以上の

原資産を持つオプション、である58､59。

                                           
57 ヨーロピアン･コール･オプションのプライシングを例にとると、解析解であるブラック･

ショールズ式を使えば有効数字８桁程度の解を瞬時に得ることができる。一方、モンテカ

ルロ法で同程度の有効数字を得るためには、約 1610 （1 京）回の演算が必要である。１回
の演算が 0.1m秒（１秒間に 10,000回の演算ができる）としても、約 1京回の演算を終了さ

せるためには、3.3万年かかる計算になる。
58 なお、モンテカルロ法はアメリカン･オプションの評価には不向きである。この理由を簡

単に説明する。モンテカルロ法では、現時点から将来時点に向けて原資産価格のパスを発

生させる（前進演算）。アメリカン･オプションの場合、満期時点前のある時点で権利を行

使するか否かは、行使したときに得られる価値と行使しなかったときに得られる価値を比

較することによって決定される。後者の価値を求めるには、その時点からみた将来時点の

原資産価格分布が必要となり、前進演算のモンテカルロ法では、計算量が莫大になってし

まうことになる。これが、アメリカン･オプションの評価にはモンテカルロ法が不向きであ

る背景である。

  一方、格子法や有限差分法では、満期時点から現時点に向けて演算を行う（後進演算）

ため、行使したときの価値としなかったときの価値を全ての評価点（ノードないしグリッ

ド）で行うことで、アメリカン･オプションの価値を求めることができる。
59 最近では、何らかの工夫を加えることでモンテカルロ法によりアメリカン･オプションの

評価を試みる方法が幾つか提案されているが、決定的な方法はないのが実情である（文献

[9]等を参照）。ただ、同分野の研究は積極的に研究が進められていることから、近い将来

にスタンダードとなり得る方法が開発される可能性はある。この点で、この分野の研究動

向には注目が必要であると考えられる。
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① 原資産価格変動のモデルが複雑なオプションの場合、殆どのケースで格子法

や有限差分法を用いることが原理的には可能であるが、モデル化から実装まで

の作業が複雑になるという問題がある。これに対して、モンテカルロ法は、計

算ロジックが明快であり、こうしたケースでも実装は比較的容易である。

② 経路依存性のあるオプションの場合は、通常は、格子法や有限差分法は用い

られない60。一方、モンテカルロ法は、原資産価格のパスを現時点から満期時

点に向けて多数発生させ、各パスにおけるペイオフの割引現在価値の平均を求

めるという単純な操作であることから、経路依存性を持つオプションのプライ

シングも容易に行うことができる。

③ 複数の原資産を持つオブションの場合、各原資産の同時確率分布を数値的に

扱う必要がある。しかし、格子法や有限差分法は、原資産数（次元数）の増加

に伴い、計算量が級数的に増加してしまうため、実際に計算できるのは原資産

の数がせいぜい３のときまでである。これに対し、モンテカルロ法を使えば、

次元数が増えても計算量はそれほど増加しない（各原資産についてn個の乱数

を発生させるとすると、原資産数を１つ増やしても、乱数の個数はn個増える

のみである）という利点がある。このため、例えば多資産のバスケット型オプ

ションのプライシングにはモンテカルロ法を使うのが一般的となっている。

                                           
60 格子法や有限差分法は、基本的に、経路依存性のない派生商品を経路依存性のないモデ

ル（マルコフ型モデル）で取り扱う場合に利用される。格子法で考えると、計算速度を確

保するためには再結合格子が必要となるが、それでは各格子上での原資産価格や派生商品

価値に経路依存性を持たせることができなくなるためである。
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（別添 1）

32社の株式の収益率の分散共分散行列
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11 X12 X13 X14 X15 X16 X17 X18 X19 X20 X21 X22 X23 X24 X25 X26 X27 X28 X29 X30 X31 X32

X1 0.16 -0.00 0.09 0.09 0.01 0.03 0.02 0.03 0.03 0.02 0.03 0.04 0.01 0.02 0.04 0.04 0.03 0.04 0.02 0.01 0.01 -0.00 0.01 0.04 0.02 0.05 0.02 0.03 0.04 0.05 0.01 0.02
X2 -0.00 0.22 0.02 0.02 0.01 0.02 0.01 0.03 0.03 0.01 0.01 0.02 0.00 0.02 0.01 0.01 0.02 -0.03 0.02 0.02 0.01 0.00 -0.00 -0.01 0.04 0.03 0.02 0.02 0.02 0.01 0.01 0.03
X3 0.09 0.02 0.20 0.03 0.02 0.01 0.00 0.04 0.02 0.00 0.02 0.01 0.00 0.05 0.04 0.03 0.04 0.05 0.01 0.06 -0.01 -0.00 0.01 0.02 0.01 0.05 0.00 0.03 0.01 0.02 0.03 0.01
X4 0.09 0.02 0.03 0.22 0.03 0.05 0.02 0.07 0.02 0.01 0.04 0.02 0.02 0.06 0.05 0.04 0.02 0.04 0.03 0.11 -0.00 -0.01 0.01 0.03 0.03 0.12 0.01 0.03 0.04 0.04 0.04 0.04
X5 0.01 0.01 0.02 0.03 0.14 0.04 0.03 0.02 0.03 0.02 0.04 0.06 0.03 0.02 0.03 0.05 0.02 0.00 0.04 0.02 0.00 -0.01 0.01 0.05 0.02 0.03 0.02 0.03 0.02 0.03 0.03 0.01
X6 0.03 0.02 0.01 0.05 0.04 0.28 0.03 0.04 0.03 0.03 0.06 0.03 0.04 0.01 0.05 0.06 0.07 0.01 0.05 0.04 0.02 0.01 -0.01 0.02 0.04 0.06 0.04 0.05 0.04 0.06 0.08 0.04
X7 0.02 0.01 0.00 0.02 0.03 0.03 0.19 0.01 0.03 0.02 0.04 0.03 0.02 0.01 0.04 0.02 0.05 0.03 -0.00 0.04 -0.01 -0.01 0.01 0.02 0.02 0.04 0.02 0.05 0.03 0.03 0.02 0.03
X8 0.03 0.03 0.04 0.07 0.02 0.04 0.01 0.18 0.03 0.01 0.04 0.03 0.02 0.06 0.04 0.05 0.04 0.05 0.05 0.10 -0.01 -0.00 0.01 0.03 0.04 0.13 0.01 0.02 0.02 0.03 0.06 0.04
X9 0.03 0.03 0.02 0.02 0.03 0.03 0.03 0.03 0.14 0.02 0.04 0.03 0.03 0.01 0.05 0.05 0.04 0.02 0.03 0.01 0.01 -0.00 0.02 0.03 0.03 0.01 0.04 0.04 0.05 0.06 0.05 0.01
X10 0.02 0.01 0.00 0.01 0.02 0.03 0.02 0.01 0.02 0.05 0.02 0.02 0.02 0.01 0.02 0.05 0.03 0.01 0.02 0.02 0.02 0.00 0.01 0.02 0.01 0.01 0.03 0.03 0.02 0.03 0.02 0.02
X11 0.03 0.01 0.02 0.04 0.04 0.06 0.04 0.04 0.04 0.02 0.25 0.03 0.02 0.06 0.06 0.05 0.02 0.06 0.04 0.02 0.01 -0.01 0.02 0.04 0.03 0.08 0.03 0.03 0.03 0.04 0.03 0.03
X12 0.04 0.02 0.01 0.02 0.06 0.03 0.03 0.03 0.03 0.02 0.03 0.08 0.02 0.02 0.03 0.04 0.03 0.02 0.03 0.02 0.00 -0.00 0.00 0.04 0.03 0.04 0.02 0.02 0.02 0.03 0.01 0.01
X13 0.01 0.00 0.00 0.02 0.03 0.04 0.02 0.02 0.03 0.02 0.02 0.02 0.14 0.03 0.03 0.04 0.03 0.02 0.04 0.06 0.00 -0.00 0.01 0.02 0.02 0.03 0.02 0.03 0.02 0.04 0.06 0.04
X14 0.02 0.02 0.05 0.06 0.02 0.01 0.01 0.06 0.01 0.01 0.06 0.02 0.03 0.23 0.04 0.03 0.01 0.05 0.04 0.07 -0.02 -0.00 0.01 0.02 0.02 0.08 0.01 0.02 0.02 0.02 0.04 0.04
X15 0.04 0.01 0.04 0.05 0.03 0.05 0.04 0.04 0.05 0.02 0.06 0.03 0.03 0.04 0.17 0.06 0.04 0.05 0.05 0.04 0.01 -0.01 0.00 0.03 0.02 0.06 0.03 0.03 0.07 0.09 0.04 0.03
X16 0.04 0.01 0.03 0.04 0.05 0.06 0.02 0.05 0.05 0.05 0.05 0.04 0.04 0.03 0.06 0.22 0.04 0.06 0.04 0.07 0.02 0.00 0.03 0.04 0.02 0.06 0.06 0.06 0.04 0.06 0.07 0.04
X17 0.03 0.02 0.04 0.02 0.02 0.07 0.05 0.04 0.04 0.03 0.02 0.03 0.03 0.01 0.04 0.04 0.17 0.02 0.03 0.03 0.01 -0.00 -0.00 0.02 0.03 0.03 0.03 0.04 0.03 0.03 0.05 0.03
X18 0.04 -0.03 0.05 0.04 0.00 0.01 0.03 0.05 0.02 0.01 0.06 0.02 0.02 0.05 0.05 0.06 0.02 0.24 0.05 0.10 -0.00 -0.00 0.01 0.03 0.02 0.06 0.01 0.03 0.02 0.03 0.04 0.04
X19 0.02 0.02 0.01 0.03 0.04 0.05 -0.00 0.05 0.03 0.02 0.04 0.03 0.04 0.04 0.05 0.04 0.03 0.05 0.18 0.03 0.01 -0.00 0.01 0.03 0.03 0.04 0.03 0.04 0.02 0.04 0.04 0.02
X20 0.01 0.02 0.06 0.11 0.02 0.04 0.04 0.10 0.01 0.02 0.02 0.02 0.06 0.07 0.04 0.07 0.03 0.10 0.03 0.43 -0.02 -0.01 -0.01 0.03 0.03 0.17 0.02 0.07 0.03 0.04 0.05 0.08
X21 0.01 0.01 -0.01 -0.00 0.00 0.02 -0.01 -0.01 0.01 0.02 0.01 0.00 0.00 -0.02 0.01 0.02 0.01 -0.00 0.01 -0.02 0.06 0.00 -0.00 0.00 0.00 -0.01 0.01 -0.01 0.01 0.02 0.01 -0.00
X22 -0.00 0.00 -0.00 -0.01 -0.01 0.01 -0.01 -0.00 -0.00 0.00 -0.01 -0.00 -0.00 -0.00 -0.01 0.00 -0.00 -0.00 -0.00 -0.01 0.00 0.01 0.00 -0.00 -0.00 -0.01 -0.00 -0.00 -0.00 -0.01 -0.00 -0.00
X23 0.01 -0.00 0.01 0.01 0.01 -0.01 0.01 0.01 0.02 0.01 0.02 0.00 0.01 0.01 0.00 0.03 -0.00 0.01 0.01 -0.01 -0.00 0.00 0.17 0.01 0.01 -0.00 0.01 -0.00 -0.00 0.01 0.02 0.02
X24 0.04 -0.01 0.02 0.03 0.05 0.02 0.02 0.03 0.03 0.02 0.04 0.04 0.02 0.02 0.03 0.04 0.02 0.03 0.03 0.03 0.00 -0.00 0.01 0.16 0.02 0.05 0.02 0.03 0.03 0.03 0.02 0.02
X25 0.02 0.04 0.01 0.03 0.02 0.04 0.02 0.04 0.03 0.01 0.03 0.03 0.02 0.02 0.02 0.02 0.03 0.02 0.03 0.03 0.00 -0.00 0.01 0.02 0.12 0.04 0.01 0.04 0.03 0.02 0.02 0.01
X26 0.05 0.03 0.05 0.12 0.03 0.06 0.04 0.13 0.01 0.01 0.08 0.04 0.03 0.08 0.06 0.06 0.03 0.06 0.04 0.17 -0.01 -0.01 -0.00 0.05 0.04 0.28 0.02 0.06 0.04 0.03 0.07 0.06
X27 0.02 0.02 0.00 0.01 0.02 0.04 0.02 0.01 0.04 0.03 0.03 0.02 0.02 0.01 0.03 0.06 0.03 0.01 0.03 0.02 0.01 -0.00 0.01 0.02 0.01 0.02 0.06 0.04 0.02 0.04 0.03 0.02
X28 0.03 0.02 0.03 0.03 0.03 0.05 0.05 0.02 0.04 0.03 0.03 0.02 0.03 0.02 0.03 0.06 0.04 0.03 0.04 0.07 -0.01 -0.00 -0.00 0.03 0.04 0.06 0.04 0.20 0.03 0.03 0.04 0.06
X29 0.04 0.02 0.01 0.04 0.02 0.04 0.03 0.02 0.05 0.02 0.03 0.02 0.02 0.02 0.07 0.04 0.03 0.02 0.02 0.03 0.01 -0.00 -0.00 0.03 0.03 0.04 0.02 0.03 0.11 0.08 0.04 0.03
X30 0.05 0.01 0.02 0.04 0.03 0.06 0.03 0.03 0.06 0.03 0.04 0.03 0.04 0.02 0.09 0.06 0.03 0.03 0.04 0.04 0.02 -0.01 0.01 0.03 0.02 0.03 0.04 0.03 0.08 0.16 0.06 0.04
X31 0.01 0.01 0.03 0.04 0.03 0.08 0.02 0.06 0.05 0.02 0.03 0.01 0.06 0.04 0.04 0.07 0.05 0.04 0.04 0.05 0.01 -0.00 0.02 0.02 0.02 0.07 0.03 0.04 0.04 0.06 0.32 0.06
X32 0.02 0.03 0.01 0.04 0.01 0.04 0.03 0.04 0.01 0.02 0.03 0.01 0.04 0.04 0.03 0.04 0.03 0.04 0.02 0.08 -0.00 -0.00 0.02 0.02 0.01 0.06 0.02 0.06 0.03 0.04 0.06 0.22

（年率＜観測期間 1年＞）



（別添 2）

32社への貸出金額と各社の倒産確率

（注）ここでの倒産確率は仮想的に設定したものである。

貸出金額 格付 倒産確率 格付 倒産確率
X1 33 A 0.20% Ａ 0.20%
X2 90 B 0.60% Ｂ 0.60%
X3 83 C 2.00% Ｃ 2.00%
X4 13 D 8.00% Ｄ 8.00%
X5 66 E 15.00% Ｅ 15.00%
X6 18 A 0.20%
X7 18 B 0.60%
X8 28 C 2.00%
X9 29 D 8.00%

X10 72 E 15.00%
X11 84 A 0.20%
X12 75 B 0.60%
X13 24 C 2.00%
X14 13 D 8.00%
X15 22 E 15.00%
X16 78 A 0.20%
X17 74 B 0.60%
X18 28 C 2.00%
X19 70 D 8.00%
X20 16 E 15.00%
X21 16 A 0.20%
X22 38 B 0.60%
X23 56 C 2.00%
X24 56 D 8.00%
X25 5 E 15.00%
X26 38 A 0.20%
X27 3 B 0.60%
X28 54 C 2.00%
X29 8 D 8.00%
X30 62 E 15.00%
X31 39 A 0.20%
X32 10 B 0.60%
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