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要　　旨

  本稿では、既存研究でリスク指標が満たしていることが望ましいとされてい
る性質を４つ挙げたうえで、バリュー・アット・リスク（VaR）と期待ショート
フォールがこれらを満たすかどうかを検討する。ここでは、こうした性質とし
て、①劣加法性、②凸性、③期待効用最大化原理との整合性、④テイル・リス
クの排除、の４つを挙げ、それぞれを説明する。この際、期待効用最大化原理
との整合性とテイル・リスクの２つの性質を考察するために、確率優越の考え
方を用いる。
  次に、具体的に VaRと期待ショートフォールがこれらの性質を満たす条件を
考察する。期待ショートフォールは、VaR よりも幅広い条件下でこれらの性質
を満たす。しかし、期待ショートフォールにもこれらの性質を満たさない場合
が存在する。したがって、VaR や期待ショートフォールをリスクの計測や管理
に利用する際には、こうしたリスク指標としての特徴を十分に踏まえる必要が
あろう。
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１ はじめに

  バリュー・アット・リスク（以下、VaR）は、金融機関におけるリスク管理

では、最も標準的なリスク指標となっているが、定義上・理論上の問題点（①

信頼区間外のリスクを捉えられない＜テイル・リスク＞、②劣加法性を満たさ

ない）が指摘されている。一方、VaRが抱えるこうした問題点を内包しないリ

スク指標として、期待ショートフォールの概念が提唱されている（Artzner et al.

[1997]）。山井・吉羽[2000]では、VaRの問題点のうち、テイル・リスクに焦点

を当てて VaRと期待ショートフォールの比較分析を行った。この結果、小さい

確率で大きな損失が発生する資産が投資機会として存在し、「裾の操作が可能」

な状況では、VaRのテイル・リスクが顕現化する一方、期待ショートフォール

ではこうした問題点が発生する可能性が低いことを示した。その一方で、テイ

ル・リスクを実務上あるいは理論上更に詳しく考察するためには、それぞれの

リスク指標が持つ性質などを数学的により一般化して議論を行う必要があるこ

とも指摘した。

  本稿では、既存研究でリスク指標が満たしていることが望ましいとされてい

る性質を４つ挙げたうえで、VaRおよび期待ショートフォールがこれらを満た

すかどうかを検討する。ここでは、こうした性質として、①劣加法性、②凸性、

③期待効用最大化原理との整合性、④テイル・リスクの排除、の４つを挙げ、

これらの解説を行う。この際、期待効用最大化原理との整合性とテイル・リス

クの２つの性質を検討するために、確率優越の考え方を用いる。次に、具体的

に VaRと期待ショートフォールがこれらの性質を満たす条件を考察する。

  本稿の構成は以下のとおりである。まず２章では、VaRや期待ショートフォ

ールなど主要なリスク指標の定義を行い、それぞれについて簡単な説明を行う。

３章では、リスク指標の性質として、①劣加法性、②凸性、③期待効用最大化

原理との整合性、④テイル・リスクの排除、の４つを取り上げ、それらの定義

と説明を行う。４章では、具体的に VaRと期待ショートフォールがどういった

条件でこれらの性質を満たすかを検討する。５章では、期待ショートフォール

でテイル・リスクが発生する具体例を解説し、期待ショートフォールを用いる

際の留意点を述べる。最後に、６章で実務上のインプリケーションを示す形で

結論を述べる。
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２ リスク指標の定義

  本章では、本章以降で分析や例示の対象となる主要なリスク指標の定義と簡

単な解説を行う。

  リスク計測の対象となるポートフォリオの損益額を表わす確率変数を X

（以下、本稿では X の確率分布は連続で確率密度関数が存在するとし、その確
率密度関数を )(xf 、分布関数を )(xF とする）とする1。一般的にリスク指標は、

この確率変数 X の関数 )(Xρ として表わすことができる。リスク指標は、ポー

トフォリオ価値の不確実性の大きさを表す必要がある。こうした確率変数 X の

散らばり具合を表わす最も直観的な指標として、まず分散および標準偏差が考

えられる。

・ 分散 ][XV ： ]])[[(][ 2XEXEXV −= ,

・ 標準偏差 )(Xσ ： ][)( XVX =σ .

  分散や標準偏差は、ポートフォリオ最適化における平均・分散アプローチ

（Markowitz[1952]）などで採用されており、実務上最も一般的に利用される

リスク指標の１つである。

  また、期待値からのずれの２乗値ではなく絶対値で捉えたリスク指標として

絶対偏差（Mean-Absolute Deviation）がある。

・ 絶対偏差 )(XMAD ： |]][[|)( XEXEXMAD −= .

この絶対偏差は、大規模ポートフォリオの最適化問題を比較的容易に扱えるリ

スク指標として知られている（Konno and Yamazaki[1991]）。

  分散、標準偏差および絶対偏差は、損益額分布の左側の損失のみならず、右

側の利益の散らばり具合も織り込んでいるため、損失の発生のみをリスクと捉

える立場からは、リスクを表わす指標として必ずしも適当でないとの指摘がな

されている。これは、損益額分布が正規分布など左右対称な場合には該当しな

                                                
1  ここで損益額 X は、特定のリスク評価期間までに当該ポートフォリオから生じる損益額を、
金額ベースで表わしたものと定義する。また、この損益額は、期末のポートフォリオ価値から
期初のポートフォリオ価値を差し引いた値とする。
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いが、分布の対称性が保証されない場合には当てはまる指摘である2。こうした

指摘を回避するリスク指標として提案されているのが、損益額分布の左側のみ

を考慮する下方リスク指標である。下方リスク指標の代表的なものは、２次モ

ーメントを分布の左側だけでとった下半分散、下半分散の平方根をとった下半

標準偏差、分布の左側だけの絶対偏差をとった下半絶対偏差がある3。

・ 下半分散 ][XV − ： ]}])[[{(][ 2−− −= XEXEXV ,

・ 下半標準偏差 )(X−σ ： ][)( XVX −− =σ .

・ 下半絶対偏差 )(XMAD− ： |]])[([|)( −− −= XEXEXMAD .

  さらに、下半分散の考え方を発展させたものとして、一定の閾値K以下にお

ける損益額のモーメントをとる下方部分モーメントの考え方も提唱されている

（Fishburn[1977]）4,5。

・ 下方部分モーメント )(, XLPM Kn ：

� ∞−

+ −=−=
K nn

Kn duufuKXKEXLPM )()(]})[{()(, ,

この下方部分モーメントで 1=n 、 ][XEK = とすると下半絶対偏差、 2=n 、

][XEK = とすると下半分散と一致する。

  リスク管理実務上最も標準的なリスク指標となっている VaR や、VaR に代

わるリスク指標として提唱されている期待ショートフォール（Artzner et al.

[1997]）は、定義上は損益額分布の損失部分のみを考慮する点で下方リスク指

標の１つと位置づけることができる6。

                                                
2  例えば、既存のポートフォリオに極めて低い確率ではあるが相対的に高額の配当がある無料
の宝くじを加えたとしよう。この宝くじは無料であるためダウンサイド・リスクがなく、この
宝くじを加えることによりポートフォリオのリスクは増加していないと考えるのが自然であ
ろう。しかし、小さい確率で大きな利益が上がるという利益の不確実性が加わったことにより、
利益と損失双方の不確実性を織り込む分散や標準偏差でリスクを測った場合は、宝くじを加え
たポートフォリオのリスクが増加することもあり得る。

3  }0,min{aa −=− である。

4  }0,max{aa =+ である。
5  下半部分モーメントの概要およびリスク指標としての性質に関する実証分析は竹原[2000]を
参照。

6  ここで、 )(1 xF − は確率変数 X の分布関数 )(xF の逆関数である。信頼水準 α−1 は、実務的

には 0.95、0.99等に設定されることが多い。なお、信頼水準の範囲内で損益額が常に正の場合、
VaRは負値となる。
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・ 信頼水準( α−1 )の VaR： )()( 1 αα
−−= FXVaR ,

・ 信頼水準( α−1 )の期待ショートフォール： )](|[)( XVaRXXEXES αα >−−=

  自社の全ポートフォリオのリスクをカバーするための所要自己資本の算出に

VaRを用いることは、金融機関の内部管理では広範に用いられているほか、バ

ーゼル銀行監督委員会の自己資本比率規制でも一部採用されている。これは、

「信頼水準 )%1(100 α− の VaRを予め与えられた自己資本の範囲内に収める」こ

とをメルクマールとすることが、「損失額が自己資本を上回り自社が倒産する

確率を %100α 以内に抑える」ことと等しいので、所要自己資本の算出根拠とし

て意味付け易いことに起因していると考えられる。ただし、VaRには、①劣加

法性を満たさない、②信頼区間の外の損失を捉えられない、といった問題点が

ある。こうした問題点を克服するリスク指標として提唱されたのが期待ショー

トフォールである。

  本稿では、主に VaRと期待ショートフォールを分析の対象とするが、３章で

リスク指標の性質について説明する際、適宜、分散や標準偏差なども例として

用いることとする。

３ リスク指標の性質

  本章では、リスク指標の性質として、①劣加法性、②凸性、③期待効用最大

化原理との整合性、④テイル・リスクの排除、の４つを取り上げ、それらの定

義を示したうえでそれぞれの性質を説明する7。

(１) 劣加法性
  劣加法性とは、Artzner et al. [1997, 1999]で紹介された性質であり、「リス

ク指標はポートフォリオ分散によるリスク削減効果を織り込むべき」という考

                                                
7  リスク指標が満たすべき性質として、これまで様々なものが提唱されている（Artzner et al.

[1997, 1999]、Pflug[1999, 2000]、Breitmeyer et al. [2000]など）が、ここでは VaRと期待シ
ョートフォールの比較分析の観点からこれら４つを取り上げた。
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え方を表現したものである。具体的には以下のように定義される8。

定義 1（劣加法性の定義）

あるリスク指標 )(Xρ が劣加法性を満たすとは、 1X 、 2X を確率変数とするとき、

次の関係が成立することである。
     )()()( 2121 XXXX ρρρ +≤+ . (1)

(２) 凸性

  リスク指標の凸性は以下のように定義される。

定義 2（凸性の定義）

あるリスク指標 )(Xρ が凸性を満たすとは、 1X 、 2X を確率変数とするとき、次

の関係が成立することである。

     10 ≤≤ λ において、
             )()1()())1(( 2121 XXXX ρλλρλλρ −+≤−+ . (2)

  リスク指標の凸性で重要な点は、凸性が満たされる場合、そのリスク指標を

用いたポートフォリオの最適化が比較的容易になることである（今野[1998]第

15 章参照）9。このため、凸性を満たすリスク指標は、実務へ応用し易いとい

                                                
8   実際には、Artzner et al. [1997, 1999]は、リスク指標が満たすべき性質として以下の４つ
を挙げ、この４つの性質を満たすリスク指標をコヒレント・リスク指標と呼んだ。

① 単調性（monotonicity）： 21 XX ≥ ならば )()( 21 XX ρρ ≤ ,

② 劣加法性（subadditivity）： )()()( 2121 XXXX ρρρ +≤+ ,

③ 正の同次性（positive homogeneity）： )()( XX λρλρ =  for 0>λ ,

④ 平行移動不変性（translation invariance）： cXcX −=+ )()( ρρ  for 全ての定数関数 c .

9  具体的には、目的関数および制約式が凸性を持つ凸計画問題では、局所最適解が大域的最適
解である。一方、最適化問題が凸計画問題でない場合、複数の局所最適解が存在することがあ
り、真の最適解を求めることは難しくなる。詳細は今野[1998]第 15章の定理 15.3および定理
15.4を参照。
  また、期待ショートフォールの凸性により期待ショートフォールを用いたポートフォリオ最
適化が容易に行えることを指摘したものとして Rockafeller and Uryasev [2000]、一方、VaRは非
凸性から最適化が困難であることを指摘したものとしてMauser and Rosen[1998]を参照。
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うことができる。また、劣加法性と凸性には、以下のように密接な関係がある

ことがわかっている（Rockafeller[1970] Theorem 4.7参照）。

定理 1（劣加法性と凸性との同値性）

あるリスク指標が正の同次性を満たす場合、そのリスク指標が劣加法性を満た

すことと凸性を満たすことは同値である。なお、ここであるリスク指標 )(Xρ が

正の同次性を満たすとは以下のことを指す。

        0>λ について
         )()( XX λρλρ = . (3)

（証明）

（正の同次性かつ凸性 => 劣加法性）

  リスク指標 )(Xρ が凸性を満たす場合、(2)式で 21=λ とすることで、

)(
2
1)(

2
1)

2
1

2
1( 2121 XXXX ρρρ +≤+ , (4)

が成立する。ここで(4)式の左辺に正の同次性を適用し、

)(
2
1)(

2
1)(

2
1

2121 XXXX ρρρ +≤+ , (5)

を得る。これにより劣加法性が満たされることがわかる。

（正の同次性かつ劣加法性 => 凸性）

  リ ス ク 指 標 )(Xρ が 劣 加 法 性 を 満 た す 場 合 、 (1) 式 で ,11 YX λ=

10,)1( 22 ≤≤−= λλ YX とすることで、

))1(()())1(( 2121 YYYY λρλρλλρ −+≤−+ , (6)

が成立する。ここで(6)式の右辺に正の同次性を適用し、

)()1()())1(( 2121 YYYY ρλλρλλρ −+≤−+ , for 10 ≤≤ λ (7)

を得る。したがって、凸性を満たす。      （証明終）

  以下、２章で挙げた具体的なリスク指標が劣加法性および凸性を満たすかど

うかを簡単に検討する。
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【例１：分散】

  分散は、凸性は満たす10が、正の同次性を満たさないため、劣加法性を満た

さない11。

【例２：標準偏差】

  標準偏差は劣加法性を満たす12。また、定義より明らかに正の同次性も満た

すことから、凸性を満たす。

【例３：絶対偏差】

  絶対偏差は、定義より明らかに正の同次性を満たす。また、劣加法性も満た

す13ことから、凸性も満たされる。

                                                
10  分散が凸性を満たすことは次の関係から明らかである。

       

)10(0][)1(
]},[2][][){1(

]),[)1(2][)1(][(])[)1(][(
])1([])[)1(][(

22

≤≤≥−−=
−+−=

−+−+−−+=
−+−−+

λλλ
λλ

λλλλλλ
λλλλ

�YXV
YXCovYVXV

YXCovyVXVXVXV
YXVYVXV

11  分散が劣加法性を満たさないことは以下のように示すことができる。

        

],[2
]),[2][][(])[][(

][][][

YXCov
YXCovYVXVXVXV

YXVYVXV

−=
++−+=

+−+

  左辺の正負は右辺の共分散の符号により変わるため、分散の劣加法性は一般的には成立し
ない。

12  ２つの確率変数が標準偏差を持つとき、その標準偏差が劣加法性を満たすことは以下のよう
に示すことができる。
  確率変数 X 、Y の標準偏差を Xσ 、 Yσ 、 X とY の共分散を XYσ とすると、相関係数は１

以下（ YXXY σσσ ≤ ）であるため（証明は、竹内[1963]＜４章 p. 37＞を参照）、確率変数

YX + の標準偏差 YX +σ は以下のように劣加法性を満たす。

        YXYXYXXYYXYX σσσσσσσσσσ +=++≤++≡+ 22 2222 .
13  絶対偏差が劣加法性を満たすことは次の関係から明らかである。

 

0
])[],[(|}||||{|

|}])[(])[(||][||][{|
|][||][||][|

][])[][(

≥
−≡−≡+−+=

−+−−−+−=
+−+−−+−=

+−+

YEYVXEXUVUVUE
YEYXEXYEYXEXE

YXEYXEYEYEXEXE
YXMADYMADXMAD
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【例４：VaR】

  VaRは一般的に劣加法性も凸性も満たさない14。

【例５：期待ショートフォール】

  期待ショートフォールは、４章(２)節で述べるとおり劣加法性を満たす。ま

た、定義より明らかに正の同次性を満たすことから、凸性も満たす。

(３) 期待効用最大化原理との整合性

  ファイナンスおよび経済学の理論では、不確実性の下での意思決定を分析す

る際、投資家は全て合理的で貪欲（富の水準に関わらずより多くの富を選好す

る）であり、危険回避的であると仮定するのが一般的である。すなわち、①投

資家は損益額 X の関数である効用関数 )(XU を持ち、② U は条件

RxxUxU ∈∀≤≥ ,0)('',0)(' を満たし、③投資家は効用関数 )(XU の期待値を最

大化するよう行動する、という仮定である。この仮定は一般的に「期待効用最

大化原理」と呼ばれる15。ここでは、特定のリスク指標に基づく意思決定とこ

の期待効用最大化原理から導かれる意思決定との間に整合性があるかどうかを

検討する。

  期待効用最大化原理を用いて分析を行うためには、投資家の効用関数を特定

する必要がある。しかし、個々の投資家の効用関数を特定することは難しいた

め、その代りに、効用関数の持つ一般的な性質（上記①～③の仮定）を利用し

て異なる投資機会に対し選好の順序付けをする方法があると望ましい。この方

法の１つに確率優越（stochastic dominance）の考え方がある16。確率優越は効
                                                
14  VaRが劣加法性を満たさない具体例は、Artzner et al. [1997, 1999]及び山井・吉羽[2000]を参照。
また、Mauser and Rosen[1998]は、数値例により VaRが凸性を満たさないことを示している。

15  期待効用最大化原理を詳細に解説したものとして、池田[2000]、Ingersoll[1987]、Huang and
Litzenberger[1993]を参照。

16  確率優越の詳しい解説はLevy[1998]、Bawa[1975]、Ingersoll[1987]、Huang and Litzenberger[1993]、
今野[1998]、池田[2000]などを参照。
  確率優越のほか、効用関数を特定しないで不確実性下の投資家行動あるいは資産価格の分析
を行う主なアプローチとしては、①損益額分布に正規性を仮定した平均・分散アプローチと、
②市場の完備性を仮定した無裁定アプローチとがある。
  いずれも、金融実務では一般的に利用されているアプローチであるが、損益額が正規分布に
従う、あるいは市場が完備であるといったかなり強い仮定が必要である。こうした仮定が妥当
でない状況では、効用関数を特定するか確率優越などの効用関数の一般的性質を利用する方法
を用いて分析を行う必要がある。
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用関数の一般的な性質に基づいて順序付けを行う方法であることから、特定の

リスク指標が確率優越と整合的ならば、このリスク指標は期待効用最大化原理

とも整合的となる17。

  ここではまず、この確率優越の説明18を行ったうえで、リスク指標と確率優

越との整合性を定義する。

イ． ２次確率優越

  まず、確率優越の概念の中で最も一般的に使われる２次確率優越の概念を説

明する。

  ２次確率優越は、分布関数を積分した２次分布関数を用いて定義される。こ

こで、２次分布関数は、

duuFxF
x

� ∞−
= )()()2(  ただし、 )(uF は分布関数 , (8)

と定義される。すなわち、２次分布関数は与えられた閾値 xから下の分布関数

の面積を指す。

  この２次分布関数の値は、以下のとおり、２章で紹介した下方部分モーメン

トで 1=n とした場合に一致することがわかる（証明は今野[1998] p.50 定理

11.3、Ingersoll[1987] p.139などを参照）。

定理 2（２次分布関数と下方部分モーメント）

２次分布関数 )()2( xF は、以下の関係を有する。

         )()()()()( ,1
)2( XLPMduufuxduuFxF x

xx
≡−== �� ∞−∞−

(9)

                                                
17  リスク指標が満たすべき性質として確率優越との整合性を論じたものとしては、Cumperayot

et al. [2000]、Guthoff, Pfingsten, and Wolf [1997]、Ogryczak and Ruszczynski[1999]、Pflug [1999,
2000]を参照。

18  ここでの確率優越に関する説明は、Levy[1998]、Ingersoll[1987]、今野[1998]を参考にした。
ただし、確率優越を分布関数から定義する考え方は今野[1998]に従った。
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  ２次確率優越は、２次分布関数を用いて次のように定義される19,20。ポートフ

ォリオのリスクを考える場合には、定義 3の 1X 、 2X をポートフォリオの損益

額と考えればよい。

定義 3（２次確率優越の定義）

確率変数 1X 、 2X の２次分布関数について、全ての実数 xで、

      
)()( )2(

2
)2(

1 xFxF ≤ , (10)

が成立するとき、 1X は 2X に２次確率優越するといい、

      21 XX SSD≥ , (11)

と表わす。

  この関係は図 1のように表わされる（上図が分布関数、下図が２次分布関数）。

(10)式が全ての実数 xで成立している限りは分布関数の曲線が交わることがあ

ってもポートフォリオの順序付けが可能となる。

                                                
19  １次確率優越の概念も、以下のように同様に定義される。

確率変数 1X 、 2X の分布関数 )(),( 21 xFxF について、全ての実数 xで )()( 21 xFxF ≤ が成立する

とき、 1X は 2X に１次確率優越するといい 21 XX FSD≥ と表わす。

  このとき、以下の定理が成立する（証明は、Levy[1998] p.47 Theorem 3.1、今野[1998] p.46 定
理 11.1参照）。

２つのポートフォリオの損益額を表わす確率変数 1X 、 2X が与えられたとき、 21 XX FSD≥ の必

要十分条件は、任意の実数 xで 0)(' ≥xU （および少なくとも１つの xで 0)(' >xU ）を満たす全

ての効用関数 )(xU に対して )]([)]([ 21 XUEXUE ≥  が成立することである。

20  実務上確率優越の概念を利用してポートフォリオの優劣を判断する場合は、初期投資額を一
定額以内に抑えるなど、投資の対象とするポートフォリオに制約を加える。
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図 1 1X が 2X を２次確率優越している場合21
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  また、定理 2からわかるように、(10)式は次式で置き換えることができ、２

次確率優越は下方部分モーメントの大小により定義できることがわかる。

)()( 2,11,1 XLPMXLPM xx ≤ , (12)

  ２次確率優越と期待効用最大化原理とを関連付ける次の定理が成立する（今

野[1998] p.48 定理 11.2、Levy[1998] p.69 Theorem3.2参照、証明は補論２を

                                                
21 分布関数 )(xF では 1X が 2X を上回ることがあるが、その積分値である２次分布関数は 1X が

2X を上回ることがないため、 1X が 2X を２次確率優越している。
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参照）。

定理 3（２次確率優越と期待効用最大化）

２つのポートフォリオの損益額を表わす確率変数 1X 、 2X が与えられたとき、

1X が 2X に２次確率優越すること、すなわち、 21 XX SSD≥ の必要十分条件は、

任意の実数 xで22、 0)( ≥′ xU 、 0)( ≤′′ xU （かつ、少なくとも一つの xで 0)( >′ xU 、

0)( <′′ xU ）を満たす全ての効用関数 )(xU に対して、

      )]([)]([ 21 XUEXUE ≥ , (13)

が成立することである。

  ここで、任意の実数 xで 0)( ≥′ xU 、 0)( ≤′′ xU となる条件は、効用関数が損益

額に対して単調非減少であり限界効用が逓減すること、すなわち、効用関数が

リスク回避的であることを示している。この定理に従えば、あるポートフォリ

オ X が他のポートフォリオYに２次確率優越している場合、リスク回避的ない

かなる効用関数をとっても、ポートフォリオ X の期待効用はポートフォリオY

の期待効用を上回る。したがって、危険回避的な全ての投資家はポートフォリ

オ Xを選好する。しかし、一般には、あるリスク回避的な効用関数ではポート

フォリオ X の期待効用が高いが、他のリスク回避的な効用関数ではポートフォ

リオYの期待効用が高いというケース、つまりポートフォリオの望ましさの順
序付けが行えないケースが存在する。このケースは、２つのポートフォリオの

２次分布関数が途中で交差しているため２次確率優越の概念が適用できないケ

ースに相当する。こうしたポートフォリオの順序付けを行うには、より高次の

確率優越の概念が必要となる。

ロ． n次確率優越

  より高次の確率優越の概念として、２次確率優越と同様に n次確率優越を定

義することができる。

  n次確率優越は、分布関数を )1( −n 回積分した n次分布関数を用いて定義され
                                                
22  ここでは「任意の実数」としているが、「測度ゼロの集合を除いた任意の点からなる実数の
集合」としても成立する。また、 )(xU の微分可能性も、測度ゼロの集合以外の任意の集合で
微分可能であれば成立する（Levy[1998] p.47参照）。
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る。ここで、n次分布関数は、

)()()1( xFxF = , duuFxF
x nn
� ∞−

−= )()( )1()(  ただし、 )(uF は分布関数,

(14)

として、帰納的に定義される。

  定理 2と同様、n次分布関数の値は（ 1−n ）次の下方部分モーメントの定数

倍と一致する(証明は Ingersoll[1987] p.139参照)。

定理 4（n次分布関数と下方部分モーメント）

n次分布関数 )()( xF n は次式の関係を持つ。

       )(
)!1(

1)()(
)!1(

1)( ,1
1)( XLPM

n
duufux

n
xF xn

x nn
−∞−

−

−
≡−

−
= � (15)

  n次確率優越は、n次分布関数によって次のように定義される。

定義 4（n次確率優越の定義）

確率変数 1X 、 2X のn次分布関数について、全ての実数 xで、

      
)()( )(

2
)(

1 xFxF nn ≤ , (16)

が成立するとき、 1X は 2X にn次確率優越するといい、

      2)(1 XX nSD≥ , (17)

と表わす。

  一般的に、異なる次数の確率優越の間には、以下の定理が成立する。

定理 5（異なる次数間の確率優越の関係）

確率変数 1X 、 2X の間に、
       2)(1 XX nSD≥ , (18)

が成立するとき、

       2)1(1 XX nSD +≥ , (19)

が成立する。
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（証明）

  (18)式が成立するならば、(16)式が全ての実数 xで成立する。これから明らか

に、

�� ∞−∞−
≤

x nx n duuFduuF )()( )(
2

)(
1 , (20)

が全ての実数 xで成立する。したがって、(14)式より全ての実数 xで、

)()( )1(
2

)1(
1 xFxF nn ++ ≤ , (21)

が成立する。よって、 2)1(1 XX nSD +≥ となる。                   （証明終）

  したがって、ある次数の確率優越の関係が成立するならば、それより高次の

全ての確率優越の関係も成立することがわかる。

  １次、２次確率優越と同様、n次確率優越と期待効用最大化原理とを関連付

ける次の定理が成立する（証明は Ingersoll[1987] p.139、Levy[1998] pp.116-

7参照）。

定理 6（n次確率優越と期待効用最大化）

２つのポートフォリオの損益額を表わす確率変数 1X 、 2X が与えられたとき、

1X が 2X に n次確率優越すること、すなわち、 2)(1 XX nSD≥ の必要十分条件は、

全ての xで ),,3,2,1(0)()1( )( nkxU kk
�=≤− 23（かつ、少なくとも１つの xで不等

号が成立）を満たす任意の )(xU に対して、

      )]([)]([ 21 XUEXUE ≥ , (22)

が成立することである。

  したがって、n次確率優越は、制約条件 0)()1( )( ≤− xU kk  ),,2,1( nk �= （かつ、

少なくとも１つの xで不等号が成立）を満たす効用関数に対しては、期待効用

最大化原理と整合的である。また、この制約式をみると、次数が高次になるほ

ど効用関数の制約の数が多くなることから、その分だけ順序付けが可能なポー

トフォリオの範囲が広がることがわかる。

                                                
23  ここで、 )(xU は全ての実数で k回微分可能であるとし、 )()( xU k は効用関数 )(xU の k回
微分を表わすとする。なお、ここで、 )(xU は測度ゼロの集合以外の任意の集合で k回微分可
能で制約条件 0)()1( )( ≤− xU kk  ),,3,2,1( nk �= が成り立つとしても定理は成立する。
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ハ． 確率優越と整合的なリスク指標

  本稿では、確率優越と整合的なリスク指標 )(Xρ を次のように定義する24。

定義 5（確率優越と整合的なリスク指標）

2)(1 XX nSD≥ ならば )()( 21 XX ρρ ≤ という関係が成立するリスク指標 )(Xρ を n

次確率優越と整合的なリスク指標と呼ぶ。

  n次確率優越と整合的なリスク指標 )(Xρ は定義 5の対偶をとると、

)()( 21 XX ρρ >  => not ( 2)(1 XX nSD≥ ), (23)

となる。つまり、 2X のリスク指標が 1X のリスク指標よりも小さい場合、 2X は

1X に n次確率優越されないことがわかる。よって、 )()( 21 XX ρρ > が成立して

いる場合、

① 2X は 1X よりn次確率優越している

② 1X と 2X とにn次確率優越の関係がない

のいずれかが成り立っている。

  したがって、①が成り立つ場合、定理 6より、「n次確率優越と整合的なリス

ク指標が小さい方のポートフォリオは、一定の制約を満たす任意の効用関数に

ついて期待効用が他方のポートフォリオよりも大きい」、つまり、リスク指標が

期待効用最大化原理と整合的であることがわかる。これから、投資対象となる

ポートフォリオが n次確率優越で比較可能ならば、 n次確率優越と整合的なリ

スク指標は期待効用最大化原理とも整合的である。一方、②が成り立つ場合、

n次確率優越と整合的なリスク指標は期待効用最大化原理と必ずしも整合的で

あるとはいえなくなる。

  また、リスク指標と確率優越の次数の関係には、次の定理が成立する。

                                                
24  このような考え方でリスク指標と確率優越を結び付ける方法は、Guthoff, Pfingsten, and

Wolf [1997]、Ogryczak and Ruszczynski[1999]、Pflug[1999, 2000]に従った。
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定理 7（確率優越の次数とリスク指標）

（ 1+n ）次確率優越と整合的なリスク指標は、n次確率優越とも整合的である。

（証明）

  定理 5より、

2)(1 XX nSD≥  => 2)1(1 XX nSD +≥ . (24)

また、（ 1+n ）次確率優越と整合的なリスク指標を )(Xρ とすると、

2)1(1 XX nSD +≥  => )()( 21 XX ρρ ≤ . (25)

(24)式および(25)式より、

2)(1 XX nSD≥  => )()( 21 XX ρρ ≤ , (26)

したがって、 )(Xρ はn次確率優越とも整合的なリスク指標である。（証明終）

  これから、あるリスク指標がn次確率優越と整合的ならば、そのリスク指標

は１次からn次までの全ての次数の確率優越と整合的であることがわかる。し
たがって、より高次の確率優越と整合的なリスク指標ほど、より包括的なリス

ク指標であることになる。
  以下、２章で示したリスク指標が確率優越との整合性を満たすかどうかを述

べる。

【例 1：下方部分モーメント】

  下方部分モーメント ]})[{()( 1
,1

−+
− −= n

Kn XKEXLPM は、定理 4および定義 4

より明らかに )()( 2,11,12)(1 XLPMXLPMXX KnKnnSD −− ≤�≥ が成立することから、

n次確率優越と整合的。

【例 2：下半標準偏差】
  Ogryczak and Ruszczynski[1999]の Proposition 925により、 �≥ 21 XX SSD

][)(][)( 2211 XEXXEX −≤− −− σσ が成立する。したがって、下半標準偏差から損
益額の期待値を差し引いた値（ ][][ XEX −−σ ）をリスク指標としてみると、こ

                                                
25  例２～４に挙げたOgryczak and Ruszczynski[1999]の各Propositionの解説は今野[1998]、
一般的な証明は Pflug[1999]を参照。



17

の指標は２次確率優越と整合的26。

【例 3：下半絶対偏差】
  Ogryczak and Ruszczynski[1999]の Proposition 7 により、 �≥ 21 XX SSD

][)(][)( 2211 XEXMADXEXMAD −≤− −− が成立する。したがって、下半絶対偏差
から損益額の期待値を差し引いた値（ ][][ XEXMAD −− ）をリスク指標としてみ
ると、この指標は２次確率優越と整合的。

【例 4：標準偏差】

  分布が対称な場合は、Ogryczak and Ruszczynski[1999] の Proposition 10

より、 �≥ 21 XX SSD  ][)(][)( 2211 XEXXEX −≤− σσ が成立する。したがって、

標準偏差から損益額の期待値を差し引いた値（ ][][ XEX −σ ）をリスク指標とし

てみると、この指標は２次確率優越と整合的。

  さらに、Ogryczak and Ruszczynski[1999]の Proposition 6より )( 21 XX SSD≥

かつ �= ])[][( 21 XEXE )()( 21 XX σσ ≤ が成立することから、損益額の期待値が

等しいポートフォリオを比較する場合、標準偏差は２次確率優越と整合的。

(４) テイル・リスク
イ． テイル・リスクの定義

  本稿では、(３)節で説明した確率優越の考え方と並列的にテイル・リスクを

定義し、これに基づいてテイル・リスクを考察する。

  「あるリスク指標がテイル・リスクを持つ」とは、直観的には「そのリスク

指標が、損益額分布の裾（テイル）部分の損失に関する情報を完全には把握で

きていないことに伴い、リスクの大小関係を見誤る惧れがある」ことを指す。

以下では、分布の裾における情報、テイル・リスク及びリスク指標の関係を検

討する。

  まず、分布の裾における情報として、分布の裾での分布関数の大小関係を考

える。ある損失額 lでのポートフォリオ 1X の分布関数の値 )(1 lF がポートフォリ

オ 2X の分布関数の値 )(2 lF より大きい場合、ポートフォリオ 1X の方が損益額が

                                                
26  Ogryczak and Ruszczynski[1999]は、これから )10(][][ ≤≤−− λλσ XEX が２次確率優

越と整合的であるという結果を導き出している。さらに、横軸に下半標準偏差、縦軸に期待値
をとった平面上に描いた「平均・下半標準偏差フロンティア」が、 10 ≤≤ λ の範囲で２次確率
優越と整合的であることを利用して平均・下半標準偏差モデルでポートフォリオ最適化を行う
ことを提唱している。
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l以下となる確率が高い。この意味で、分布関数の大小関係は裾に関する情報
の一部を与えていることになる。ここから、テイル・リスクのないリスク指標

の１つの考え方を定義することができる。すなわち、ある閾値以下での水準で

分布関数の曲線が一度以上交差し、大小が入れ替わることがある場合、どちら

のポートフォリオの損益額分布がよりファット・テールの性質を持っているの

か判断できなくなるという意味で、この事象を「１次テイル・リスク」と呼ぶ

こととする。これを基に、以下のとおり「１次テイル・リスクがないリスク指

標」を定義する。

定義 6（「１次テイル・リスクのないリスク指標」の定義）

リスク指標 )(Xρ に「ある閾値K以下で１次テイル・リスクがない」とは、あ

る２つの確率変数 1X 、 2X について、

      )()( 21 XX ρρ < , (27)

ならば、

      )()( 21 xFxF ≤ , Kxx ≤∀ (28)

が成立することである。

  ここで、 )(1 xF 、 )(2 xF はそれぞれ 1X 、 2X の分布関数である。

  この定義を満たすリスク指標が存在すれば、そのリスク指標でみたリスクが

小さい方のポートフォリオは、ある閾値以上の全ての損失の累積発生確率が他

方のポートフォリオより小さいことが保証される。

  しかし、これが成立するか否かは、リスク指標の性質のみならず、対象とな

るポートフォリオの性質に依存することに注意する必要がある。仮に、対象と

なるポートフォリオに１次確率優越の関係があれば、これらのポートフォリオ

の分布関数の曲線は互いに交差することがない。したがって、次の定理が成立

することがわかる。

定理 8（１次確率優越と１次テイル・リスク）

対象とするポートフォリオに１次確率優越の関係がある場合、１次確率優越と

整合的なリスク指標は、閾値に依らず１次テイル・リスクのないリスク指標と

なる。
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（証明）

  １次確率優越の関係がある任意のポートフォリオを 1X 、 2X とし、１次確率

優越と整合的なリスク指標 )(Xρ が )()( 21 XX ρρ < を満たすとする。この場合、

1X と 2X に１次確率優越の関係があることから、 21 XX FSD≥ となる。したがっ

て、１次確率優越の定義から明らかにKに依らず(28)式が成立し、リスク指標

)(Xρ には１次テイル・リスクがないことがわかる。     （証明終）

  しかし、対象となるポートフォリオに１次確率優越の関係がない場合、分布

関数は１つ以上の点で交差する。この交差が閾値K以下で発生している場合、

リスク指標に「１次テイル・リスク」があることはわかるが、それ以上の情報

はもたらさない。そこで、裾に関する情報として、単に確率のみでなく、期待

値や２次以上のモーメントなどの概念を利用することにより、ポートフォリオ

のテイル・リスクを考察し得る枠組みが必要となると考えられる。これは、こ

れらのモーメントを利用すれば、発生確率は低いが損益額が大きいテイル部分

をより高くウェイト付けして評価することになるため、損益額分布の裾に関す

る異なる尺度での情報が得られるためである。

  まず、期待値の概念を利用した考え方として、「２次テイル・リスクのないリ

スク指標」を以下のように定義する。ここで、「２次テイル・リスク」は、以下

の(30)式の両辺で表わされる期待値の大小関係が（ある閾値以下で）一貫して

同じではないことを指す。

定義 7（「２次テイル・リスクのないリスク指標」の定義）

リスク指標 )(Xρ に「ある閾値K以下で２次テイル・リスクがない」とは、あ

る２つの確率変数 1X 、 2X について、

      )()( 21 XX ρρ < , (29)

ならば、

      �� ∞−∞−
−≤−

xx
duufuxduufux )()()()( 21 , Kxx ≤∀ (30)

が成立することである。

  ここで、 )(1 xf 、 )(2 xf はそれぞれ 1X 、 2X の確率密度関数である。

  なお、(30)式は、１次の下方部分モーメントであり、定理 2より、２次分布
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関数に一致する。つまり、(30)式は次の(31)式と同値である。

)()( )2(
2

)2(
1 xFxF ≤  Kxx ≤∀ . (31)

これから、定理 8と同様にして次の定理を簡単に示すことができる。

定理 9（２次確率優越と２次テイル・リスク）

対象とするポートフォリオに２次確率優越の関係がある場合、２次確率優越と

整合的なリスク指標は、閾値に依らず２次テイル・リスクのないリスク指標と

なる。

  また、定理 7より２次確率優越と整合的なリスク指標は１次確率優越とも整

合的なリスク指標であることから、２次テイル・リスクと１次テイル・リスク

との間に以下の関係があることがわかる。

定理 10（２次テイル・リスクと１次テイル・リスク）

対象とするポートフォリオを１次確率優越の関係があるものに限定した場合、

閾値に依らず２次テイル・リスクのないリスク指標は、閾値に依らず１次テイ

ル・リスクのないリスク指標となる。

  さらに一般には、（ 1−n ）次の下方部分モーメントを利用した「n次テイル・
リスクのないリスク指標」を考えることができる。ここで「n次テイル・リス

ク」とは、以下の(33)式の両辺で表わされる積分値の大小関係が（ある閾値以

下で）一貫して同じではない事象を示す。

定義 8（「n次テイル・リスクのないリスク指標」の定義）

リスク指標 )(Xρ に「ある閾値K以下で n次テイル・リスクがない」とは、ある

２つの確率変数 1X 、 2X について、

      )()( 21 XX ρρ < , (32)
ならば、

      �� ∞−

−

∞−

− −≤−
x nx n duufuxduufux )()()()( 2

1
1

1 , Kxx ≤∀ (33)
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が成立することである。ここで、 )(1 xf 、 )(2 xf はそれぞれ 1X 、 2X の確率密度
関数である。

  なお、(33)式は、定理 4よりn次分布関数の )!1( −n 倍に一致する。つまり、(33)

式は次の(34)式と同値である。

)()( )(
2

)(
1 xFxF nn ≤  Kxx ≤∀ . (34)

これから、定理 9と同様にして n次テイル・リスクと n次確率優越に関する次
の定理を示すことができる。

定理 11（n次確率優越とn次テイル・リスク）

対象とするポートフォリオに n次確率優越の関係がある場合、 n次確率優越と

整合的なリスク指標は、閾値に依らずn次テイル・リスクのないリスク指標と

なる。

  また、定理 10と同様にして、次数の異なるテイル・リスクの間には以下の

関係が成立する。

定理 12（次数の異なるテイル・リスクの関係）

対象とするポートフォリオに n次確率優越の関係がある場合、閾値に依らず

（ 1+n ）次テイル・リスクのないリスク指標は、閾値に依らずn次テイル・リ

スクのないリスク指標となる。

４ VaRと期待ショートフォールに関する考察

  本章では、３章での解説を踏まえ、VaRと期待ショートフォールに関して、

①劣加法性、②凸性、③期待効用最大化原理との整合性、④テイル・リスクの

排除、の４点を確認する。３章の結果から、一般的に n次確率優越と整合的な

リスク指標は、対象とするポートフォリオにn次確率優越の関係がある場合に、
期待効用最大化原理との整合性とテイル・リスクの排除が保証される。このた

め、③と④は、確率優越との整合性により判断される。
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(１) VaR

  ３章でも述べたとおり、VaRは一般的に劣加法性も凸性も満たさない。しか

し、損益額が楕円分布に従う場合には、VaRは、劣加法性、凸性、期待効用最

大化原理との整合性、テイル・リスクの排除、の全てを満たすことが示される。

また、対象とするポートフォリオに１次確率優越の関係がある場合には、期待

効用最大化原理との整合性、テイル・リスクの排除を満たす。

イ． １次確率優越との整合性

  VaRは、以下のとおり、１次確率優越と整合的なリスク指標であることがわ

かっている（証明は、Levy and Kroll[1978] Theorem 1�参照）。

定理 13（VaRの１次確率優越との整合性）

VaRは、１次確率優越と整合的なリスク指標である。つまり、２つの確率変数

1X 、 2X について、次の関係が成立する。

      21 XX FSD≥  => )()( 21 XVaRXVaR αα ≤ . (35)

  したがって、対象とするポートフォリオに１次確率優越の関係がある場合、

VaRは期待効用最大化原理と整合的であり、テイル・リスク（１次テイル・リ

スク）のないリスク指標となることがわかる。「対象とするポートフォリオに１

次確率の関係がある」場合とは、任意の損益額で一方のポートフォリオの分布

関数の値が他方のそれを上回ることを指すが、現実の世界ではこうしたことが

起こる例は多くないと考えられる。

  また、VaRは一般的に２次確率優越との整合性を保証できないことを以下の

ように示すことができる。

  図 2は、 21 XX SSD≥ を満たす２つのポートフォリオ 1X 、 2X の分布関数を描

いたものである。信頼水準 95%の VaRは、この分布関数と累積確率 5%を表す

水平な線との交点で表わされる。VaR では )()( 21 XVaRXVaR > で 1X の方がリス
クが大きい一方、２次確率優越の基準では 21 XX SSD≥ で 1X が選好され、VaRと
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２次確率優越との間に不整合が発生していることがわかる27。この例では、２

つのポートフォリオ 1X 、 2X の分布関数の裾の厚さが大きく異なるため、こう

した不整合が発生している。

図 2  VaRと２次確率優越との不整合
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ロ． 楕円分布の場合

  このように、一般に VaRは３章で挙げた性質を満たしていない。しかし、損

益額の確率分布に一定の仮定を置くことで、VaRにこれらの性質を与えること

ができる。ここでは、こうした可能性の１つとして、損益額が楕円分布に従う

ことを仮定した場合を説明する。

  楕円分布（楕円分布族に含まれる分布）とは、確率分布の等高線が楕円体と

なる分布である（池田[2000]、Fang and Anderson [1990]参照）。楕円分布は

次のように定義される。

                                                
27  この反例は、Guthoff, Pfingsten, and Wolf [1997]による。
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定義 9（楕円分布の定義）

n次元確率変数 T
nRRR ][ 1�= が楕円分布に従うとは、その密度関数 )(Rf が関

数 );( n⋅ϕ によって、

      ));()((1),;( 1
21 nRRRf T θθϕθ −Σ−

Σ
=Σ − , (36)

の関数形で表わされることである。Σは n次元正定値行列で尺度パラメータ行
列、θは n次元列ベクトルで位置パラメータ・ベクトルと呼ばれる。 Rが多変

量正規分布に従う場合は、Σは分散・共分散行列、θは平均値を表わすベクト
ルに相当する。

  楕円分布には正規分布の他、t-分布やパレート分布、コーシー分布などいわ

ゆる「裾の厚い分布」も含まれる。楕円分布はリスク分析に好都合ないくつか

の特徴を持っている。次の定理は楕円分布の下での VaRのリスク指標としての

性質を考える際に最も重要なものである（Embrechts, McNeil, and

Straumann[1998]を参照）28。

定理 14（楕円分布での VaR）

X が楕円分布に従っており、その分散 ][XV が有限であるならば、信頼水準

)1( α− での VaR（ )(XVaRα ）は、次式で表現できる。

      ][][)( XVqXEXVaR αα += , (37)

ただし、 αq はその楕円分布の標準形におけるα パーセンタイル点である。

  この定理から、VaRは、損益額が楕円分布に従う場合、損益額の標準偏差で

表現され、標準偏差がリスク指標として満たしている性質（劣加法性、凸性、

対象とするポートフォリオの期待損益額が等しい場合の２次確率優越との整合

                                                
28  この定理は、楕円分布に従う確率変数を線形変換しても同じ分布に従うこと（池田[2000] 命
題 3.1）、楕円分布に従う確率変数の分散は確率密度関数の尺度パラメータの定数倍となるこ
と（池田[2000] 式(3.4)）より示すことができる（なお、コーシー分布は分散が有限ではないた
め、ここでの議論は成立しない）。
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性）を満たすことを示すことができる29。まず、損益額が楕円分布に従う場合、

VaRが劣加法性を満たすことは以下のようにわかる（Embrechts, McNeil and

Straumann[1998]）。

定理 15（楕円分布での VaRの劣加法性）

３つの確率変数 1X および 2X が分散有限の楕円分布に従う場合、信頼水準
)1( α− での VaR（ )(XVaRα ）は、以下の劣加法性を満たす。

      )()()( 2121 XVaRXVaRXXVaR ααα +≤+ . (38)

（証明）

  まず、３章（１）節でみたように、分散有限の場合、標準偏差は一般的に劣

加法性を満たすことから、

][][][ 2121 XVXVXXV +≤+ , (39)

が成立する。したがって、(37)式および(39)式から、

,0)][][][(

}][][][][{}][][{

)}()({)(

2121

22112121

2121

≤−−+=

+++−+++=

+−+

XVXVXXVq

XVqXEXVqXEXXVqXXE

XVaRXVaRXXVaR

α

ααα

ααα

(40)

が成立し、VaRの劣加法性が示される。      （証明終）

  VaRは定義より明らかに正の同次性を満たすことから、定理 1より凸性を満

たすことがわかる。

  一方、対象とするポートフォリオの損益額が楕円分布に従う場合は、２次確

率優越との整合性に関する次の定理が成立する。

定理 16（楕円分布での VaRと２次確率優越との整合性）

対象とするポートフォリオの損益額（ 1X および 2X ）が期待値の等しい

（ ][][ 21 XEXE = ）分散有限の楕円分布に従う場合、VaR は２次確率優越と整

                                                
29  対象とする全てのポートフォリオの損益額が同一の分布に従っていることが必要である。例
えば、正規分布も t-分布も楕円分布に属するが、一部のポートフォリオの損益額が正規分布に
従っている一方、その他のポートフォリオの損益額が t-分布に従っている状況では、この議論
は当てはまらない。
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合的なリスク指標となる。

（証明）

  まず、３章（３）節の【例４】でみたように、損益額の期待値が等しいポー

トフォリオを比較する場合、標準偏差は２次確率優越と整合的なリスク指標と

なる。したがって、 1X と 2X の期待値が等しい場合、

21 XX SSD≥  => ][][ 21 XVXV ≤ , (41)

が成立する。よって、(37)式および ][][ 21 XEXE = から、

21 XX SSD≥  => ][][ 21 XVXV ≤

  => ][][][][ 2211 XVqXEXVqXE αα +≤+  => )()( 21 XVaRXVaR αα ≤ ,
(42)

が成立し、VaRの２次確率優越との整合性が示される。      （証明終）

  したがって、対象とするポートフォリオの損益額が楕円分布に従う場合、VaR

は劣加法性および凸性を常に満たす。さらに、対象を損益額の期待値が等しい

ポートフォリオとする場合、VaRは２次確率優越と整合的なリスク指標となる
30。損益額の期待値が等しい楕円分布に従うポートフォリオは２次確率優越の

関係を有することから、この場合には、VaRは期待効用最大化原理と整合的（定

理 3より）で（２次）テイル・リスクのないリスク指標となる（定理 9）こと

がわかる。楕円分布族に属する分布には、t-分布やパレート分布などいわゆる

裾の厚い分布も含まれている。つまり、単純に損益額分布がファット・テイル

の性質を持つことが VaRの問題点（劣加法性を満たさない、テイル・リスクが

ある、期待効用最大化原理と整合的でない）に結びつく訳ではないことになる
31。

                                                
30 ここで、期待値を等しいとする仮定はかなり強いものに思われるかもしれないが、期待値を
等しいと仮定してリスク指標の大小によりリスクを比較する方法は平均・分散アプローチなど
実務でも標準的に採用されている。

31 ただし、この議論は、対象とする全てのポートフォリオの損益額が同一の分布に従っている
ことが前提となる（脚注29参照）。ポートフォリオの損益額分布の裾の厚さが異なっている場
合は、図 2の例で挙げたように VaRに問題が発生する場合がある。
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(２) 期待ショートフォール
  期待ショートフォールは、損益額分布の形状に依らず、劣加法性、凸性、２

次確率優越との整合性の３つを満たすことがわかっている。２次確率優越との

整合性から対象とするポートフォリオが２次確率優越の関係を有する場合、期

待ショートフォールは期待効用最大化原理と整合的でテイル・リスクのないリ

スク指標となる。ここでは、３章での結果を用いてこれらを示す。

  まず、期待ショートフォールの劣加法性については、確率変数の分布関数が

連続関数である場合32、次の定理が成立する。

定理 17（期待ショートフォールの劣加法性）

1X および 2X を連続な分布関数を持つ確率変数とするとき、信頼水準

)%1(100 α− での期待ショートフォール（ )(XESα ）は、以下の劣加法性を満た

す。

      )()()( 2121 XESXESXXES ααα +≤+ . (43)

（証明）

  この証明は Acerbi, Nordio, and Sirtori [2001]による。まず、損益額 X の q

分位点を qx として、

]1[1
qxXq XE

q
x ≤= , (44)

と置く33。この時、確率変数は連続な分布関数を持つため、期待ショートフォ

ールは qx− となる。２つのポートフォリオの損益額をそれぞれ X 、Yとし、新

たな確率変数 YXZ += を考える。期待ショートフォールの劣加法性は、

qqq yxz +≥ , (45)

を証明することで示される。ただし、 qy 、 qz は qx と同様に定義する。ここで、

次の関係が成り立つ34。

                                                
32 確率変数の分布関数が連続関数ではない場合は、期待ショートフォールをより厳密に定義し
直す必要がある。詳細は Acerbi and Tasche [2001]および Rockafeller and Uryasev [2001]を参照。

33  定義関数 }{1 A は、 Aが真の時に１、偽の時に０をとる関数である。
34  qxX > であれば 01 =≤ qxX であり、定義関数の定義より 110 ≤≤ ≤ qxZ となるため最初の関

係が成り立つ。２番目の関係も同様に成り立つことを示すことができる。



28

��
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�
�

<≤−
>≥−

≤≤

≤≤

.  if   011
,  if   011

qxXzZ

qxXzZ

xX
xX

qq

qq (46)

すなわち、 0))(11( ≥−− ≤≤ qxXzZ xX
qq

である。よって、

,0)()(

)]11[()]11[(

)]11()11([

]111[)(

=−+−=

−+−≥

−+−=

−−=−−

≤≤≤≤

≤≤≤≤

≤≤≤

qqyqqx

EyEx

YXE

YXZEyxzq

qq

yYzZqxXzZq

yYzZxXzZ

yYxXzZqqq

qqqq

qqqq

qqq

(47)

が成立する。したがって、期待ショートフォールの劣加法性が示された。
    （証明終）

  さらに、期待ショートフォールは定義より明らかに正の同次性を満たすこと

から、定理 1より凸性も満たすことがわかる。

  また、期待ショートフォールの２次確率優越との整合性については、次の定

理が成立する。

定理 18（期待ショートフォールと２次確率優越との整合性）

期待ショートフォールは２次確率優越と整合的なリスク指標である。

（証明）

  証明は、Levy and Kroll[1978]の結果を利用する 35。まず、信頼水準

)%1(100 α− の期待ショートフォールは以下で表わされる。

,)()(1
)]([

)](;[)](|[)(

)(

� ∞−
−=

≥−
≥−−=≥−−=

α

α

α
αα

α
q

dxxfx

XVaRXP
XVaRXXEXVaRXXEXES

ただし )(αq は X のα -分位点. (48)

ここで、分布関数を txF =)( とすると、 dtdxxf =)( 、 αα =))((qF 、 0)( =−∞F よ

り、

                                                
35  Levy and Kroll[1978]の結果を用いて期待ショートフォールの２次確率優越との整合性を示す
考え方は、Bertsimas, Lauprete, and Samarov[2000]による。なお、この定理には Ogryczak and
Ruszczynski[2001], Proposition 4.2で共役凸関数の考え方を用いた別証が与えられている。
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� �� −=−=−= −

∞−

α αα

α ααα 0 0

1)(
)(1)(1)()(1)( dttqdttFdxxfxXES

q
, (49)

が得られる。ここで、Levy and Kroll[1978], Theorem 5�（補論３参照）より、

2つの確率変数 1X 、 2X に次の関係が成立する。

21 XX SSD≥  <=> � � ≤≤∀≥
α α

αα
0 0 21 )10()()( dttqdttq , (50)

ただし、 )(1 tq 、 )(2 tq は確率変数 1X 、 2X の t -分位点である。

  したがって、(49)式と合わせ、特定のα で次の関係が成立することから、期
待ショートフォールが２次確率優越と整合的なリスク指標であることがわかる。

21 XX SSD≥  => � �−≤−
α α

αα 0 0 21 )(1)(1 dttqdttq . (51)

    （証明終）

  以上から、期待ショートフォールは、損益額分布の形状に関わらず、①劣加

法性、②凸性、③２次確率優越との整合性、の３つが常に満たされることがわ

かった。また、２次確率優越と整合的であることから、対象とするポートフォ

リオに２次確率優越の関係がある場合は、③期待効用最大化原理と整合的なほ

か、④（２次）テイル・リスクがないことがわかる。

  一方、(１)節で指摘したとおり、VaR は、損益額が楕円分布に従う場合（ま

たは投資対象が１次確率優越で比較可能な場合）を除いて、①劣加法性、②凸

性、③期待効用最大化原理との整合性、④テイル・リスクの排除、のいずれも

一般的には満たさない。したがって、期待ショートフォールは VaRに比べてこ

れらの性質をより多く満たすリスク指標であることがわかる。

  ただし、期待ショートフォールが持つ性質のうち、①期待効用最大化原理と

の整合性、②テイル・リスクの排除、の２つが満たされるのは、ポートフォリ

オに２次確率優越の関係がある場合に限られる。このため、仮に２次確率優越

の関係がないポートフォリオを対象とする場合は、リスク指標が理論的に望ま

しい性質を持っていることを求めるのであれば、３次以上の確率優越と整合的

なリスク指標を利用する必要がある。
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(３) 代替策：n次下方部分モーメント
  （２）節では、VaRと期待ショートフォールが３章で掲げた性質を満たすか

どうかを検討し、その結果、期待ショートフォールは VaRよりも多くの性質を

満たすことを示した。しかし、対象とするポートフォリオに２次確率優越の関

係がない場合は、①期待効用最大化原理と整合的でない、②テイル・リスクを

完全には排除できない、といった問題が生じる（具体例は５章を参照）。これに

対しては、３次以上の確率優越と整合的なリスク指標によりリスクを計測する

ことが考えられる。

  こうしたリスク指標として最も簡単なものは、以下で表わされる下方部分モ

ーメントで次数を２次以上としたものである。

・ 下方部分モーメント )(, XLPM Kn ：

� ∞−

+ −=−=
K nn

Kn duufuKXKEXLPM )()(]})[{()(, ,

３章（３）節の例１より、この下方部分モーメントで次数をn次としたものは、

（ 1+n ）次確率優越と整合的なリスク指標となる。

  しかし、実務上このリスク指標をリスク管理に用いる場合、閾値であるKの

設定が問題となり得る36。また、この下方部分モーメントは凸性は満たしてい

るが、正の同次性を満たしていないため劣加法性が成立しない。したがって、

このn次下方部分モーメントの利用はVaRあるいは期待ショートフォールの代

替ではなく、むしろそれらの補完と位置づけるのが妥当であると考えられる。

これまでの結果を基に、表 1に VaR、期待ショートフォール、n次下方部分モ
ーメント（ 2≥n ）の満たす性質をまとめた。

                                                
36  例えば、閾値Kを、何らかの「ターゲット収益率」を基に設定することが考えられる（竹原

[2000]）。しかし、このターゲット収益率を株価指数などのベンチマークとすると、閾値自体
が確率変数となり扱いが難しくなる。
  また、金融機関が VaRを利用する際に統一的な信頼水準を用いて個別ポートフォリオのリス
クを測っているように、下方部分モーメントを用いる際にも多様なポートフォリオのリスクを
同一の閾値を用いて測る必要があると考えられる。しかし、リスクや規模の大小を無視して金
額ベースで全てのポートフォリオに同じ閾値を設定するのは、実務上無理があるといわざるを
得ない。
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表 1  主要なリスク指標の性質

VaR 期待ショートフォール n次下方部分モーメント
(n≥2)

劣加法性
×

(楕円分布のとき○)
○ ×

凸性
×

(楕円分布のとき○)
○ ○

期待効用最大化
原理との整合性

ポートフォリオに１次
確率優越の関係がある
場合。損益額が楕円分
布に従う場合

ポートフォリオに２次
確率優越の関係がある
場合

ポートフォリオに (n+1)
次確率優越の関係がある
場合

テイル・リスク
の排除

〃 〃 〃

５ 期待ショートフォールの問題点が発生する例

  期待ショートフォールは２次確率優越と整合的なリスク指標であるが、対象

とするポートフォリオに２次確率優越の関係がない場合は、①期待効用最大化

原理との整合性がない、②テイル・リスクを排除できない、といった問題点が

発生する可能性がある。以下では、離散的な損益額分布を持った簡単なサンプ

ル・ポートフォリオによりその例を示す。

  対象とするサンプル・ポートフォリオは、そのペイ・オフが表 2で示される

ポートフォリオ A、B の２つである。それぞれのペイ・オフの期待値は 97.05

である。計算の簡単化のため、初期投資額はこの期待値に等しいとする。

表 2  サンプル・ポートフォリオのペイ・オフ37

ポートフォリオ A ポートフォリオ B

ペイ・オフ 損失額 確率 ペイ・オフ 損失額 確率

100.00 －2.95 50.000% 98 －0.95 50.000%

95.00 2.05 49.000% 97 0.05 49.000%

50.00 47.05 1.000% 90 7.05 0.457%

20 77.05 0.543%

                                                
37  ポートフォリオ Bのペイ・オフが 90および 20となる確率は四捨五入されており正確な値で
は表示されていない（実際には、これら２つの事象の確率の和が１％で、ポートフォリオのペ
イ・オフの期待値が 97.05となるよう設定した）。
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  ポートフォリオ Aでは、初期投資額が 97.05であるので、損失が 10を下回

る確率（＝ペイ・オフが 100ないし 95となる確率）は 99%である一方、1%の

確率で初期投資額の半分近い損失（損失 47.05）が発生する可能性がある。ポ

ートフォリオ B では、損失が 10 を下回る確率（＝ペイ・オフが 98、97、90

のいずれかになる確率）は約 99.5%と Aよりも高い一方、ごく僅かな確率（約

0.4%）だが初期投資額が半分以上失われてしまう（損失 77.05）可能性がある。

  これらのポートフォリオを期待効用（Wをペイ・オフとし、対数型＜ Wln ＞、

3次関数型＜ WW 000,1033 +− ＞を採用38）、VaR（信頼水準 99%）、期待ショー

トフォール（信頼水準 99%）、２次部分下方モーメント（閾値 1−=K ）で比較

したのが表 3である。

表 3  各資産のリスク・プロファイル

ポートフォリオ A ポートフォリオ B 備考

ペイ・オフの期待値 97.050 97.050 期待値は同じ

期待効用（対数型） 4.573 4.571 Aの期待効用が大きい

期待効用（３次関数型） 663,379 663,439 Bの期待効用が大きい

VaR

（信頼水準 99%）
47.050 7.050 VaRは Aが大

期待ショートフォール

（信頼水準 99%）
47.050 45.050

期待ショートフォールは

Aが大

２次下方部分モーメント

（閾値 1−=K ）
21.746 31.564

２次下方部分

モーメントは Bが大

  まず、VaRおよび期待ショートフォールを比較すると、ポートフォリオ Bの

値が小さいため、ペイ・オフの期待値が等しいことを踏まえるとポートフォリ

オ Bがより望ましいポートフォリオであると判断される。一方、対数型の効用

関数（ Wln ）で測った期待効用をみると、ポートフォリオ Aの期待効用が高く、

ポートフォリオAの方がより望ましいポートフォリオであるとの判断が下され

                                                
38  ここで採用した効用関数はいずれも 1000 ≤≤W では、 0)(,0)( ≤′′≥′ WUWU と、貪欲で

リスク回避的な効用を表わしており、定理 3の意味で２次確率優越と整合的な効用関数である。
しかし、 )(WU ′′′ は、対数型では正、３次関数型では負となっているため、対数型は定理 6の

意味で３次確率優越と整合的である一方、３次関数型は整合的でない。
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る。したがって、この例では、期待ショートフォールによる判断が期待効用に

よる判断と整合的ではない、つまり期待ショートフォールは期待効用最大化原

理と整合的でないことがわかる。さらに、ポートフォリオ Bは僅かな確率で大

きな損失が発生するポートフォリオであるにもかかわらず、期待ショートフォ

ールではポートフォリオ Bのリスクが小さいと判断されている。これは、ポー

トフォリオ Bにおける大きな損失の発生確率が僅少であるため、期待ショート

フォールでは、潜在的に大きな損失が発生し得るポートフォリオ Bのリスクが

小さいと判断してしまうという形でテイル・リスクが発生していることを示し

ている。

  さらに、３次関数型の効用関数（ WW 000,1033 +− ）で測った期待効用をみ

ると、ポートフォリオ Bの期待効用が高くなり、対数型の期待効用でみた場合

と矛盾した結果が得られる。つまり、リスク回避的な効用関数の範囲内ではポ

ートフォリオ A、Bの優劣をつけることができず、２次確率優越の意味で順序

付けができないことがわかる。したがって、ポートフォリオに２次確率優越の

関係がない場合は、期待ショートフォールが期待効用最大化原理と整合的でな

く、テイル・リスクも排除できなくなる可能性があることが確認できる。

  一方、サンプル・ポートフォリオの２次下方部分モーメントを比較すると、

大きな損失のある資産 Bのリスクが大きいとの結果となっている。これは直観

的には、２次下方部分モーメントが損失の大きさを損失の２乗でみているため、

期待ショートフォールに比べ低い確率で生じる大きな損失をリスクとして取り

込み易いためといえる。また、３章で整理した考え方を援用すると、２次下方

部分モーメントは３次確率優越と整合的であるため、期待ショートフォールに

比べより高い次数のテイル・リスクを排除できることによると考えられる。た

だし、対象とするポートフォリオに３次確率優越の関係がない場合は２次下方

部分モーメントでは十分でなく、より高次の下方部分モーメントをとる必要性

も生じ得る。

６ おわりに

  本稿では、既存研究でリスク指標が満たしていることが望ましいとされてい

る性質として、①劣加法性、②凸性、③期待効用最大化原理との整合性、④テ
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イル・リスクの排除、の４つを挙げ、VaRと期待ショートフォールがどういっ

た条件でこれらを満たすかを検討した。この結果、期待ショートフォールは

VaRよりも幅広い条件でこれらの性質を満たすことが確認された。しかし、期

待ショートフォールにも期待効用最大化原理との整合性やテイル・リスクの排

除を確保できないケースが存在することに注意する必要がある。

  VaRや期待ショートフォールをリスクの計測や管理に利用する際には、こう

したリスク指標としての特徴を十分に踏まえたうえでこれらを活用する必要が

あると思われる。

以  上
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補論１ ２次確率優越と期待効用最大化原理との整合性の証明

  21 XX SSD≥ の必要十分条件は、任意の実数 xに関して、 0)( ≥′ xU 、 0)( ≤′′ xU を

満たす全ての効用関数（凹型増加効用関数） )(xU が、 )]([)]([ 21 XUEXUE ≥ を

満たすことである。本補論ではこの証明を Ingersoll [1987]に沿って行う。

  議論を簡単にするため、 1X 、 2X は有限の区間 ],[ ba 上に分布する確率変数と

し、その分布関数をそれぞれ )(1 xF 、 )(2 xF とする。 21 XX SSD≥ ということは、

任意の ],[ bax ∈ に対して、

�� ≤
x

a

x

a
duuFduuF )()( 21 , (52)

が成立するということである。

  十分条件を示す。まず、

� −≡∆
x

a
duuFuFx )]()([)( 12 , (53)

と定義する。(53)式より、任意の ],[ bax ∈ に対して 0)( ≥∆ x であり、 0)( =∆ a と

なる。リスク回避型の効用関数を考えていることから、 0)()( ≤∆′′ xxU となるた

め、部分積分を用いることにより、

[ ]

[ ]

[ ] ,))()()(())()()(()()(

)()()()()()(

)()()()()()(0

1212 �

�

��

−+−−∆′=

∆ ′′+∆′−∆′=

∆′′−∆′=∆′′≥

b

a

b
a

b

a

b
a

b

a

b
a

b

a

dxxfxfxUxFxFxUxxU

dxxxUxxUxxU

dxxxUxxUdxxxU

(54)

となる。ここで、 )(1 xf 、 )(2 xf はそれぞれ 1X 、 2X の密度関数である。

0)()()( 12 ===∆ aFaFa と 1)()( 12 == bFbF より、

)]([)]([)()(0 12 XUEXUEbbU −+∆′≥ , (55)

となる。(55)式において右辺第１項は非負であるため、不等号は 1X の期待効用

が 2X の期待効用を上回っているときに成立する。ここで、(54)式の積分をルベ

ーグ積分の意味で考えると、 0)( ≥′ xU 、 0)( ≤′′ xU が成立しない（例えば )(xU が

微分できない）場合の測度がゼロであれば同様に十分条件が成立する。

  次に必要条件を示す。まず、

� −≤
b

a
dxxfxfxU ))()()((0 21 , (56)
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が全ての凹型増加効用関数 )(xU について成立している。ここで、凹型増加関数

)0,min();( yxyxm −≡ を定義する。また、

,))()(())()((

))()()((

))()()(;()(

2112

21

21

�

�

�

−+−=

−−=

−≡

y

a

y

a

b

a

dxxfxfxyFyFy

dxxfxfyx

dxxfxfyxmyM

(57)

と定義する。(56)式より、任意の yについて 0)( ≥yM である。部分積分により、

[ ] � −−−+−≤
y

a

y
a dxxFxFxFxFxyFyFy ))()(())()(())()((0 212112 , (58)

が得られる。したがって、

� −≥
y

a
dxxFxF ))()((0 21 , (59)

となる。これは(52)式と同じことを示している。ここでも、積分をルベーグ積

分の意味で考えると、 0)( ≥′ xU 、 0)( ≤′′ xU が成立しない測度がゼロであれば、

同様に必要条件が成立する。

  以上により、必要条件、十分条件ともに示された。      （証明終）
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補論２ 期待ショートフォールと２次確率優越との整合性の証明

  ここでは、期待ショートフォールと２次確率優越との整合性に関する Levy

and Kroll[1978]における以下の結果（Theorem 5�）の証明を紹介する。

定理 19（Levy and Kroll[1978] Theorem 5�）

2つの確率変数 1X 、 2X について以下が成立する。

      21 XX SSD≥  <=> � � ≤≤∀≥
α α

αα
0 0 21 )10()()( dttqdttq , (60)

  ただし、 )(1 tq 、 )(2 tq は確率変数 1X 、 2X の t -分位点である。

（証明）

  ２次確率優越の定義より、(60)式は以下の条件と同値である。

xdxxFxF
x

∀≥−� ∞−
,0)}()({ 12  <=> )10(,0)}()({

0 21 ≤≤∀≥−� αα
α

dttqtq ,

(61)

  (61)式左辺は、縦軸に累積確率、横軸に損益額をとったグラフ（図 3）で、

分布関数 )(2 xF 、 )(1 xF および縦軸に平行な任意の直線で囲まれた面積が非負で

あることを示している。これを図 3上で説明すると、例えば、縦軸に平行な直

線を *
ax でとった場合には 021 ≥+ aa SS が成立し、縦軸に平行な直線を *

bx でとった

場合には 021321 ≥−−++ bbaaa SSSSS が成立するといったことが、縦軸に平行な任意

の直線について成立することを示している。

  一方、(61)式右辺は、同様に図 3で、分布関数 )(2 xF 、 )(1 xF および横軸に平

行な任意の直線で囲まれた面積が非負であることを示している。これを図 3上

で説明すると、例えば、横軸に平行な直線を *
ap でとった場合には 01 ≥aS が成立

し、横軸に平行な直線を *
bp でとった場合には 01321 ≥−++ baaa SSSS が成立すると

いったことが、横軸に平行な任意の直線について成立することを示している。

  次にこれらが同値であることを示す。まず、２つの分布関数が交差する点で、

(61)式の左辺と右辺が等しくなることは明らかである。また、 ),( aa px が２つの

分布関数が最初に交差する点であるとすると、(61)式左辺が全ての xで成立す
る時、任意の axx ≤ で(61)式左辺が成立することは明らか。逆に、(61)式右辺が

全てのα で成立する時、任意の xで(61)式左辺が成立することも明らかである。

  次に問題となるのは、最初の交差点 ),( aa px 以降の点で(61)式が成立するかど

うかであるが、これも簡単に示すことができる。まず、(61)式左辺が全ての x
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で成立する時、最初の交差点 ),( aa px と２番目の交差点 ),( bb px の間の点 *
bxx = を

とった時、図 3で 021321 ≥−−++ bbaaa SSSSS が成立することから、 *
bp=α とした時、

0213211321 ≥−−++>−++ bbaaabaaa SSSSSSSSS が成立し(61)式右辺は非負である。こ

れは、 ),( aa px と ),( bb px の間で ),( **
bb px を任意にとった時に成立する。逆に、(61)

式右辺が全てのα で成立する時、図 3で **
bp=α としても成立することから、

0321321 ≥−−−++ bbbaaa SSSSSS が成立する。この時、 *
bxx = とした時の(61)式右辺

は、 032132121321 ≥−−−++>−−++ bbbaaabbaaa SSSSSSSSSSS で非負である。これは、

),( aa px と ),( bb px との間で ),( ***
bb px を任意にとった時に成立する。したがって、

最初の分布関数の交差点と２番目の交差点との間の任意の点で、(61)式は成立

する。

  ２番目の交差点以降の点でも、同様にして(61)式が成立することを示すこと

ができる。したがって、題意は証明された。     （証明終）

図 3 期待ショートフォールと２次確率優越との整合性
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