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要　　旨

　与信ポートフォリオの信用リスク管理においては、バリュー・アット・
リスクの枠組みで最大損失額を求めることが一般的であり、その際大規模
なモンテカルロ・シミュレーションによって対応することが多い。しかし
ながら、こうしたシミュレーションには計算負荷が重いという問題がある。
本稿では、こうした問題意識の下、シミュレーション負荷を抑え、近似的
に最大損失額を算出する簡便な手法を提示し、計算例を示す。
　具体的には、ポートフォリオを格付毎のサブポートフォリオに分け、サ
ブポートフォリオの最大損失額を算出する。ここでは、サブポートフォリ
オの構成によって、その最大損失額と標準偏差との比があまり変動しない
と仮定する。そこで、各エクスポージャーの金額が等しいサブポートフォ
リオ（均一サブポートフォリオ）を考える。標準偏差については、リスク
計測の対象となるサブポートフォリオについても均一サブポートフォリ
オについても簡単な演算で求められる。また、均一サブポートフォリオの
最大損失額についてはシミュレーションによらず解析的に求めることが
できる。したがって、リスク計測対象サブポートフォリオの最大損失額は、
均一サブポートフォリオの最大損失額と標準偏差の比にリスク計測対象
サブポートフォリオの標準偏差を乗じることにより近似的に算出するこ
とができる。シミュレーション例により、極端な大口エクスポージャーが
存在するような場合を除いて、この近似手法は有効であることが確認でき
る。また、サブポートフォリオの最大損失額の合計から与信ポートフォリ
オ全体の最大損失額を求める手法についても述べる。

キーワード：信用リスク、与信ポートフォリオ、モンテカルロ･シミュレーション、
与信の集中･分散、デフォルト事象の相関
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１．はじめに

　内外の金融機関では、その業務の中で抱えているリスクの中心的存在である与

信ポートフォリオの信用リスクについて、その計測手法や管理体制の整備及び充

実化を進めている。そうした整備・拡充の具体的な方向性は、近年発展が目覚し

い金融工学や統計学などの最新技術を活用し、コンピュータ・シミュレーション

やあるいは解析的な手法を駆使することによって、より正確にリスク量を計測し

た上で、その結果を、金融商品の正確なプライシングや効率的な与信枠の決定、

さらには自己資本の最適な配分等の銀行経営に活用していこうというものであ

る。

　与信ポートフォリオの信用リスク量の計測においては、市場リスクの場合と同

様に VaR（バリュー・アット・リスク）の枠組みでポートフォリオから発生する

最大損失額ないし予期しない損失額をモデルを用いて算出するのが一般的とな

っている。しかし、こうした信用リスクモデルによるリスク量の計測には幾つか

の障害がある。まず、①モデルの取扱いが、市場リスクの場合に比べて複雑であ

る点である。つまり、信用リスクモデルでは、取扱いが簡単な（対数）正規性を

仮定できないデフォルト事象を扱うほか、デフォルト率や回収率等のパラメータ

の計測や設定では特にデータの制約から取扱いに注意を要する部分が多い。さら

には、②シミュレーションに時間を要する点も挙げられる。信用リスクモデルで

シミュレーションを行う場合、特に与信エクスポージャー数が数万～数十万の規

模に達する金融機関では、計算負荷が膨大であるため、大規模なコンピュータを

使用しても、リスク量等の計算結果を得るまでに長時間を要してしまうとの問題

点がある。

　本稿では、信用リスクモデルのこうした障害のうち、後者のシミュレーション

に関連する問題点に焦点を当て、シミュレーションの実施を最小限に抑制しつつ、

ポートフォリオのリスク量の大まかな規模を把握する手法を提示しそれについ

ての考察を行う。

　本稿の構成は次の通りである。まず、第 2章でポートフォリオの信用リスク管

理の枠組みを概説する。次に、第 3章で、簡便に信用リスク量を把握する手法の

考え方を整理し、第 4章で実際にその手法をサンプル・ポートフォリオに当ては

めて、適用可能性を評価する。最後に、第 5章で、本稿の総括を行う。
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２．ポートフォリオの信用リスクの管理・計量の枠組み

２－１　ポートフォリオの信用リスク管理の枠組み

（１）信用格付制度

  国内外の多くの金融機関では、信用リスク管理を行う上での重要なインフラと

して、内部で信用格付制度（いわゆる内部格付）を構築している1。その格付の

形態としては、一般に、①債務者のデフォルト率（例えば、先行き１年間のデフ

ォルト率）を信用度評価の基準とする債務者ベースのもの（具体例を【図表１】

に掲げた）と、②案件毎に回収率や期待損失額などを考慮に入れたファシリティ

ベースのものがある。ファシリティベースの格付制度においても、その格付付与

過程では、債務者等の信用度も考慮することとなるほか、邦銀の場合、債務者ベー

スの格付が主体である2ことから、以下本稿では、債務者ベースの格付制度を前

提に議論を進める。

【図表１】内部格付制度の具体例3

格付 リスクの程度 定　　　　義 自己査定の
債務者区分

１ 実質リスク無 債務履行の確実性は極めて高い状態にある。
２ リ ス ク 僅 少 債務履行の確実性は高い状態にある。
３ リ ス ク 少 債務履行の確実性は十分である。

a
b４
c

平 均 水 準 比
良 好

債務履行の確実性は認められるが、将来環境が大き
く変化した場合、その影響を受ける可能性がある。

a
b５
c

平 均 水 準
債務履行の可能性は当面問題ないが、将来環境が変
化した場合、その影響を受ける可能性が強い。

a
b６
c

許 容 可 能
レ ベ ル

債務履行の可能性は当面問題ないが、将来安全であ
るとは言えない。

７ 平 均 水 準 比
低 位

債務履行は現在問題ないが、財務内容が相対的に低
位にある。

正 常 先

A８
B

予 防 的
管 理 段 階

貸出条件・履行状況に問題、業況低調ないしは不安
定等、今後の管理に注意を要する。

要 注 意 先

９ 今後、経営破綻に陥る可能性が大きいと認められ
る。

破 綻 懸 念 先

I 深刻な経営難の状態にあり、実質的に経営破綻に陥
っている。

実 質 破 綻 先10

II

重 要
管 理 段 階

経営破綻に陥っている。 破 綻 先

                                                  
1  金融機関の内部格付制度の現状を纏めたものとしては、邦銀については、金融監督庁･

FISC[1999]が、また米銀については、Treacy and Carey[1998]がある。
2  金融監督庁･FISC[1999]を参考にした。
3  金融監督庁･FISC[1999]から抜粋した。
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  各債務者に割当てられた格付、すなわちデフォルト率は、信用リスク管理の基

本となるものであり、それを基に、個々のエクスポージャーベースでは、貸出金

利等の決定や与信枠の設定等が行われるほか、ポートフォリオベースでは、シミ

ュレーション手法などを用いて、信用リスク量や内部管理上の必要自己資本額等

の算出がなされる。

（２）信用リスクの計量手法の概要

  信用リスクの計量を行う上で必要な入力情報は、各エクスポージャーについて、

デフォルト率、エクスポージャー金額、回収率、他のエクスポージャーとの相関

等である。

 これらの入力情報を基に、シミュレーション等の手法によって、損失額の分布

が得られ、損失額についての期待値（期待損失額）、分散、あるいは 99%タイル

等の最大損失額が算出される（【図表２】参照）。最大損失額から期待損失額を

控除したものが、予期しない損失額であり、予期しない損失額は経済的自己資本

（Economic capital）によってカバーされるべきであるというのが実務上の一般

的な考え方となっている。

【図表２】損失額分布の密度関数の概念図

損失額

確
率
密
度

期待損失額

最大損失額（例: 99%タイル）

予期しない損失額
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２－２　信用リスクの計量手法とその問題点

（１）損失概念の定義（デフォルト・モードとMTM）

  信用リスクの計量化を行う場合、損失概念の定義が必要となる。バーゼル銀行

監督委員会は、損失の定義として次の２つを挙げている4。一つは、リスク評価

期間内に債務者のデフォルトが生じる場合にのみ損失が発生するものと定義さ

れるデフォルト・モード方式であり、他方は、デフォルト以前の債務者の信用度

（格付）低下も考慮するMTM（Mark-to-market）方式である。例えば、ポート

フォリオの損失額は、両方式では次のように表される。

Ａ．デフォルト・モード方式

　ポートフォリオに n個のエクスポージャーがあるとする。エクスポージャー i
の将来のある時点までのデフォルト率を ip 、エクスポージャー金額を iv 、デフォ
ルト時の回収率を ir（ 10 ≤≤ ir ）とする（いずれも確定値）5。このときポートフ

ォリオの損失額 Lは、1または0の値をとる確率変数





−
=

)1 (0
)    (1

i

i
i p

p
D

確率
確率

を使って

∑
=

−=
n

i
iii rvDL

1
)1( (2-1)

のように表すことが出来る。(2-1)式で表される損失額は離散的な値を取るが、n
が十分大きく、とり得る値の間隔が十分に小さいような場合には連続分布のよう

に扱うことが出来る。一方、 Lの期待値は

∑
=

−=
n

i
iii rvpLE

1
)1(][

のように求めることが出来る。

Ｂ．MTM方式

　エクスポージャー iの将来のある時点までに格付 k ),,1( mk �= に遷移する確率

                                                  
4  Basle Committee on Banking Supervision[1999]を参照。
5  これらのパラメータについては、モデルの設定によっては確定値であると仮定されること

も多いが、一般的にはいずれも不確実性を持つ。
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を )1(  
1

,, =∑
=

m

k
ikik pp 、格付 kに遷移したときの現在時点の時価との差を ikdv , とする

（時価には回収率がインプリシットに織り込まれているとする）。このときポー
トフォリオの損失額 Lは、 m,,1 � （mはデフォルト）の値を取る確率変数
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を使って、デフォルト･モード方式と同様、(2-2)式のように表すことができる。

∑
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i
iDi
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この期待値は

ik

n

i

m

k
ik vdpLE ,

1 1
,][ ∑∑

= =

=

で与えられる。

（２）シミュレーションによる最大損失額の算出

  ポートフォリオの信用リスクの計量化は、上述したように損失の概念を定義し

た上で、デフォルト率、エクスポージャー金額、相関等を入力パラメータ6とし

て、一定の信頼区間の下でのポートフォリオの最大損失額を算出することによっ

て行われる。最大損失額や予期しない損失額の算出方法は、一般的にはモンテカ

ルロ・シミュレーションによって行われる。これは、特定の損失額分布を仮定す

ることなく、モンテカルロ・シミュレーションによって多数の損失発生のサンプ

ルを生成し、それらの損失額分布を生成することによって、最大損失額等を推定

するアプローチである。この具体例としては、CreditMetrics（J.P.Morgan &

Co.[1997]）が挙げられる7。

                                                  
6  モデルの構築においては、シミュレーション負担等のため、これらのパラメータは相互に

独立であると仮定されることが多い。
7  シミュレーションによるアプローチ以外では、解析的手法に基づくアプローチがある。こ

れは、個別エクスポージャーの損失額分布等に仮定を与え、ポートフォリオ全体の損失額の分

布を解析的に求めるアプローチである。この具体例は、CreditRisk+（Credit Suisse Financial

Products[1997]）である。
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（３）シミュレーションの問題点

　しかし、シミュレーションには時間がかかるという問題点がある。特にエクス

ポージャー数が数万～数十万の規模に達する金融機関では、計算負荷が膨大とな

るため、大規模なコンピュータを使用しても、リスク量等の計算結果を得るまで

に長時間（場合によっては、数日）が必要となることもある。この点は、金融機

関経営上、シミュレーション結果を基に、日々リスク量の変化を把握したり、プ

ライシング等を行っている場合には、機動性の面で大きなネックとなり得ること

となる。

　次章では、このようなシミュレーションの問題点を踏まえ、ポートフォリオの

リスク量をある程度簡便に把握する手法の基本的な考え方を提示することとす

る。

３．信用リスクの簡便な計量手法の枠組み

３－１　標準偏差ベースでのリスク計量アプローチ

（１）枠組みの概要

  与信ポートフォリオの最大損失額や予期しない損失額は、上述したように一般

的には、損失額の分布をシミュレーションによって導出し、一定の信頼区間（例

えば 99％タイル）を仮定した上で求められる。なお、以下では、便宜的に最大

損失額と予期しない損失額を区別せずにUL（Unexpected loss）という記号で表

すこととする。

  ここでは、シミュレーションによってULを求めるアプローチではなく、まず

は損失額分布の標準偏差（これを、VL＜Volatility of loss＞と呼ぶこととする）

を考える8。

  なお、本稿では、損失の定義を「デフォルトした場合のみの簿価価値からの評

価損」（デフォルト･モード方式）とし、格付の上げ下げに伴う市場価値変動の

効果は捨象して考える。また、エクスポージャー金額と回収率についても、確定

                                                  
8  市場リスクに関する VaR（分散・共分散法、モンテカルロ・シミュレーション法）の場合

は、一般にリスクファクターの変動に（対数）正規性を仮定しているため、例えば 99%タイル

の最大損失額は損失額の標準偏差の約 2.33 倍になるという関係があるが、信用リスクに関す

る VaR の場合、最大損失額が標準偏差の何倍になるかはアプリオリには与えられない点に注

意を要する。
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値とする。この場合エクスポージャー金額は、担保等によって回収が可能な金額

を十分保守的に見積もった上で差引いた額とし、残りの部分の回収率は一律 0%

であると仮定する。つまり、本稿でリスク評価の対象となるエクスポージャーは

全て裸与信である。さらに、デフォルト率については、リスク評価期間を 1年と

想定し、１年間の累積デフォルト率であるとする。

  以下では、内部格付の基準であるデフォルト率は、各格付内で一定値であると

の仮定を置いた上で、各格付のサブポートフォリオのリスクを考察することとす

る。

（２）与信の分散・集中がリスクに与える影響

Ａ．デフォルト事象の相関が０である場合

  まず、格付 kを付与されたエクスポージャーのデフォルト率を一律に kp 、格付
k内のエクスポージャーを ikv , ),2,1( �=i とする。個々のエクスポージャーの VL

を ikVL , とすると、デフォルトはベルヌーイ事象であるので次のように与えられる。

ikkkikkkik vppvppVL ,
2
,, )1()1( −=−= (3-1)

  次に同一格付 kのサブ・ポートフォリオの VL を kVL とする。各エクスポージ

ャーのデフォルト事象間の相関係数が0であると仮定すると

∑∑ −=−=
i

ikkk
i

ikkkk vppvppVL 2
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2
, )1()1(

∑
∑

∑−=
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ik

i
ik
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,

,)1( (3-2)

となる。 ∑∑
i

ik
i

ik vv ,
2
, / （0 から 1 の間の数字をとる）は、格付 k内に含まれる

エクスポージャーの数を一定とすると、各エクスポージャーの大きさが等しい、

均一なポートフォリオである場合にその水準は最低となる。また、与信の集中度

が進むとその水準は１に近付く。したがって、 ∑∑
i

ik
i

ik vv ,
2
, / はポートフォリオ

の集中･分散度合を表すファクターと考えることができ、本稿ではこれを

Concentration factor(CF)と呼ぶことにする。
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Ｂ．デフォルト事象の相関が０でない場合（Ａ．の拡張）

    格付 kのデフォルト率を kp 、格付 k内の各エクスポージャーを ikv , ),2,1( �=i と

する。同一格付のサブ・ポートフォリオの kVL は、エクスポージャー )(, jiji ≠ の
デフォルト事象に関する相関を ijρ とすると、

∑∑
<

+=
ji

jkikij
i

ikk VLVLVLVL ,,
2

, 2 ρ (3-3)

ただし、 ikkkikkkik vppvppVL ,
2
,, )1()1( −=−=

となる。これは
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と変形することができる。

  (3-4)式右辺の最後の CF×√の部分を“拡張 Concentration factor”（拡張 CF）

と呼ぶこととする。

拡張 Concentration factor 2
,

,,
2
,

)(

2

∑
∑∑
<

+
=

i
ik

ji
jkikij

i
ik

v
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(3-5)

  さて、(3-4)式の CF×√の部分（拡張 CF）で注意しなければならないのは、

CF と√の部分を分離して考えてはいけない点である。例えば、ポートフォリオ

の分散化が進むと CFはゼロに近付いていくこととなるが、その際全てのエクス

ポージャー間のデフォルト相関が１となる場合を想定すると、拡張 CFは常に１

となる訳で、単に分散化しているという面を捉えただけではリスク量が抑制され

ているとはいえないことになる。したがって、エクスポージャー間のデフォルト

の相関がゼロでない通常のポートフォリオの場合には、拡張 CFでポートフォリ

オの集中･分散度合を評価することが必要であるといえる。
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（３）デフォルト事象の相関

　  エクスポージャー間のデフォルト事象の相関係数は、例えば株価の相関係数を

利用して推定することが可能である9が、エクスポージャーの個数が多くなると、

全てのペアについて相関係数を求めることは作業的に容易ではない。しかし、仮
に、相関係数の平均的な水準として ρが与えられているとすると、拡張 CFは次

のようになる。

拡張 Concentration factor 2
,

,,
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,
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2

∑
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=

i
ik

ji
jkik

i
ik

v

vvv ρ
(3-6)

Ａ．均一ポートフォリオの場合

    格付 kのポートフォリオが n個の同一金額のエクスポージャーから構成される
均一ポートフォリオであると仮定すると、(3-6)式の拡張 CFは簡単な計算10によ

り次式で表すことが出来る。

拡張 Concentration factor 
n
ρρ −+= 1

(3-7)

    拡張 CF がn及び ρの水準にどのように依存するかをみるために、【図表３】

を作成した。

                                                  
9  例えば、CreditMetricsではこの手法が採用されている。これを含めたデフォルト事象の相

関係数の算出手法については、補論 2で解説を加える。
10  (3-6)式において全ての iについて kik vv =, （均一ポートフォリオ）と置くと、√内の

分子、分母ともに 2
kv が括り出せて kv の項がキャンセル・アウトし、(3-7)式のようになる。
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【図表３】拡張 CFとn、 ρの関係（均一ポートフォリオの場合）
──横軸： ρ、縦軸：拡張 CF
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    ここからわかることは、以下の通りである。

①  拡張 CFは ρの増加関数である（ただし、 1=n の時は、拡張 CFは１で不

変）。

②   また、拡張 CFはnの減少関数である。nが約 100超となる場合には、拡
張 CFは ρが 0近傍の時を除いてほぼ同水準となる。さらに n →  ∞ の時には、

拡張 CF ρ→ となる（すなわち、分散効果には ρという下限がある）。

③  ρが大きい時は、 nが大きい場合でも、拡張 CF は 1 に近い値をとる。

すなわち、エクスポージャー間の相関が大きい時は、表面上分散されている

場合でも、拡張 CFで計ると、それほど分散効果が効いていないことになる。

Ｂ．不均一ポートフォリオの場合

    次に不均一ポートフォリオの場合を考える11。エクスポージャー間のデフォル

ト事象の相関を考慮しない場合の Concentration factor を CF とすると、拡張

CFは簡単な計算12によって、

                                                  
11  リスクの計測対象となる、実際に金融機関が保有するポートフォリオは、一般的には不均

一である。
12  この計算には、 ∑∑ ∑

<
+=

ji
jkik

i i
ikik vvvv ,,

2
,

2
, 2)( という関係を使用した。
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拡張 Concentration factor )1(2 ρρ −+= CF (3-8)

となることがわかる。(3-8)式から、格付毎の①CF、② ρの２つのパラメータに

関する情報があれば、拡張 CFが計算できることになる。上述の通り、ポートフ

ォリオのエクスポージャー額とエクスポージャー個数が一定であるとすると、拡

張 CF（及び CF）はポートフォリオが均一である場合に最低となる。すなわち、
ポートフォリオが不均一の場合、拡張 CF は n/)1( ρρ −+ と 1 の間の値をとる

（CFは、 n/1 と 1の間の値をとる）。

    そこで、実際に拡張 CF の算出を試みる。まず、100 個のエクスポージャー

からなるポートフォリオを想定する（均一ポートフォリオの場合、CF は最低値
0.1をとる）。ρについては一例として 0.15とし、CFについては 0.1～0.7（0.1

刻み）に設定すると、拡張 CFは、【図表４】のような値となる。これをみると、
CF が相対的に低く（0.1～0.3）表面的に分散が進んでいるような場合、 ρの効
果を勘案した拡張 CFは CFの 4.0～1.6倍程度となっている。したがって、ρを

勘案しないとポートフォリオのリスク量の分散効果を数分の1程度に低く見積も

ってしまうことになる。

【図表４】CFと拡張 CFの関係（ ρ =0.15）

CF (a) 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

拡張 CF (b) 0.39812 0.42895 0.47592 0.53479 0.60208 0.67528 0.75266

(b)／(a) 3.98 2.14 1.59 1.34 1.20 1.13 1.08

３－２　最大損失額との関係

（１）最大損失額の簡便な計量手法（標準偏差による近似手法）

    本節では、上記の考え方に基づいた上で、簡便な格付毎のULの算出手法を提

示する。上述の通り通常は、UL は、損失額の分布をモデルによるシミュレーシ

ョンで導出した上で、一定の信頼区間（例えば 99％タイル）を仮定して求めら

れる。しかし、 膨大な数のエクスポージャーを含むポートフォリオでシミュレー

ションを行う場合、非常に長い時間を要するという点がネックとなる。

  そこで、ポートフォリオのULを求める必要がある場合、モデルを使ったシミ

ュレーションをその都度行うのではなく、各格付毎の均一ポートフォリオの UL

を予め算出しておき13、リスク計測対象ポートフォリオ（不均一ポートフォリオ）

                                                  
13 計算の際、均一ポートフォリオの ULは解析的に求めることができるが、本稿ではシミュ
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の拡張 CFと均一ポートフォリオの拡張 CFの比で近似出来るとみなしてリスク

計測対象ポートフォリオのULを算出するという手法が考えられる。すなわち、

リスク計測対象ポートフォリオについて時間のかかるシミュレーションを行わ

ないで、ULを近似的に求めてしまうというのが基本的なアイディアである。

  具体的には、以下のとおりである。

①  まず、同格付（同デフォルト率）･同金額のn個のエクスポージャーから構
成される均一ポートフォリオ14について、デフォルト事象の相関係数 ρを一

定と仮定した上で、ULを計算する。

②  リスク計測対象ポートフォリオのULは、同一格付の均一ポートフォリオ

の拡張 CF（(3-7)式）とリスク計測対象ポートフォリオの拡張 CF（(3-8)式）

を使って、均一ポートフォリオとリスク計測対象ポートフォリオの VL の比

が、ULの比と同一であるとみなせると仮定して、(3-9)式で近似的に求める。

ﾘｽｸ計測対象ﾎﾟｰﾄのUL

n

CF
ρρ

ρρ
−+

−+
≅

1
)1(2

×均一ﾎﾟｰﾄのUL (3-9)

【図表５】均一ポートとリスク計測対象ポートの最大損失額と標準偏差

                                                                                                                                                          

レーションによる数値を利用した。均一ポートフォリオの ULを解析的に求めるやり方等詳細

は補論 1参照。
14  nは十分大きな値とする。

損失額

確
率
密
度

期待損失額（共通）

標準偏差（均一ポート）

標準偏差（リスク計測対象ポート）

最大損失額（均一ポート）

最大損失額（リスク計測対象ポート）
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  もしこの近似が十分な精度を確保できるならば、リスク計測対象ポートフォリ

オの不均一さが変ったとしても、エクスポージャー個数 nが不変である場合や n
の増減が無視できるような場合（例えば、 1/1 <<n など）には、エクスポージャー

個数nの均一ポートフォリオで一度ULを算出しておくだけで、(3-9)式によって

リスク計測対象ポートフォリオのULを近似計算によって簡単に求めることがで

きるというメリットがある（CFは極く簡単に算出できる）。

  こうした近似手法が実際にどの程度の精度を確保できるか否かについては、次

章で検討することとする。

（２）近似手法の限界と現実のポートフォリオを踏まえた評価

Ａ．近似手法の限界

　上記近似手法のフィージビリティを検討する前に、ここでは同手法の限界につ

いて述べておく。

  この手法は、均一ポートフォリオとリスク計測対象ポートフォリオにおいて、

UL と拡張 CF の比が余り大きく変わらないとの仮定の下、均一ポートフォリオ

における UL／拡張 CF 比を基準に、リスク計測対象ポートフォリオの拡張 CF

からそのULを求めようというものである。したがって、ポートフォリオの構成

が、基準となる均一ポートフォリオと極端に異なるようなものについては、UL

／拡張 CF比が均一ポートフォリオのものから大きくずれてしまい、このような

近似が使えない可能性がある。例としては、大口エクスポージャーが含まれてい

るリスク計測対象ポートフォリオが挙げられる。後述のシミュレーションでも示

すように、リスク計測対象ポートフォリオの中で一部の先に与信が極端に集中し

ているポートフォリオのULを上記近似手法で求めた場合、それはシミュレーシ

ョンによって求めたULと大きく異なる場合がある。

  また、nが余り大きくないような場合など、損失額分布を連続とみなせないよ
うな場合には、この近似がうまく行かない可能性がある。

　これら二つの場合に共通するのは、ポートフォリオに大口エクスポージャーが

含まれることである。CF を用いて UL を近似しようとする上記手法は、大口エ

クスポージャーがULに与える影響を完全には取込みきれない可能性がある。

Ｂ．現実のポートフォリオを踏まえた評価

  本邦金融機関の場合、①貸出先の大宗が中堅･中小企業群であるため、内部格

付制度上の各格付段階に含まれる与信先数が極端に少なくなることは少ないと
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考えられる15こと、②そもそも内部管理上設定された与信枠によって極端に大口

のエクスポージャーの存在が制限されていること、が考えられる。したがって、

現実の金融機関のポートフォリオ構成を踏まえると、A．で述べたような限界は、

多くの場合問題にならないことが予想される。

４．シミュレーションと考察

  前章で述べた近似手法の有効性を検討するために、本稿ではポートフォリオの

最大損失額を求めるシミュレーションを行い、近似手法との比較を行った。前章

までに述べてきたように、シミュレーションによる最大損失額の算出は煩雑なも

のであり、４－１では、その手法の詳細を述べる。４－２では、その結果を示し

考察を行う。

４－１　シミュレーション手法の解説

（１）ベルヌーイ乱数の発生手法

  確率変数が（対数）正規分布に従うのであれば、シミュレーションの際に発生

させる多変量正規乱数は、分散･共分散行列をコレスキー分解することを通じて、

容易に得ることができる。しかしながら、本稿で採用しているデフォルト・モー

ド方式ではデフォルトか非デフォルトかというベルヌーイ分布を想定している

ので、コレスキー分解を単純に適用することはできない。そこで、以下では、多

変量ベルヌーイ乱数を発生させる手法を示す。

Ａ．デフォルト率･デフォルト相関が等しい場合

  個々のエクスポージャーの金額及びデフォルト率が等しい与信ポートフォリ

オを考える。個々のエクスポージャー間のデフォルト相関も一律であるとする。
　まず、次のベルヌーイ分布に従う確率変数 ),,2,1( niDi �= を考える。

)1 (
)     (

0
1

p
p

Di −



=
確率
確率

(4-1)

すなわち、 ),,2,1( niDi �= は、ポートフォリオ（ n個のエクスポージャーから構

                                                  
15  現状のような景気低迷期には、結果的に高い格付を付与される企業数が少なくなることが

考えられる。また、高い格付を付与される先は大企業が主体で、それらへのエクスポージャー

金額は相対的に大口であることから、その点も当該格付についての UL算出の障害になる可能

性は否定しきれない。
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成される）内のエクスポージャー iが確率 pで１（デフォルト）、確率 1 − pで 0
（非デフォルト）という値をとる。さらに、各 iD の相関係数を ρ（一律）とする。

上述したように、相関を考慮した多変量ベルヌーイ乱数を発生させるプロセスで、

コレスキー分解を単純に適用することはできない。そこで、正規分布については、

コレスキー分解が使えるという点に着目して、正規分布を介して、ベルヌーイ乱

数を発生させる手法を考える。
  まず、いずれも平均０、分散１の正規分布に従う確率変数 ),,2,1( niX i �= を考

える（ただし、各確率変数は独立ではなく、相関があるとする）。このとき、 iD

は
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ただし、 )(1 ⋅Φ− は標準正規分布の累積密度関数の逆関数

と表すことができる。

 ),,2,1( niDi �= 間の相関係数が ρになるためには、 ),,2,1( niX i �= 間の相関係数

ρ~を適当に定めればよい。 ρは
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と表される。ここで
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であるので、 ][ ji DDE は、相関係数 ρ~を持つ２次元正規分布の累積密度関数
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となる。

  したがって、(4-5)式と(4-3)式から、(4-3)式を満たす ρ~を得ることが可能である

（ただし、上記定積分の値は数値計算によって求める必要がある）。

  以上によって、平均０、分散１、かつ一律 ρ~の相関係数を持つn次元の多変量
正規乱数を発生させ、(4-2)式によって iD を求めれば、目的の多変量ベルヌーイ

乱数を得ることができる。
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Ｂ．デフォルト率･デフォルト相関が異なる場合

  ポートフォリオ内のエクスポージャー iのデフォルト･非デフォルトを、A．と
同様ベルヌーイ乱数 iD で表すが、 ji ≠ のとき、それぞれのデフォルト率 ji pp , が

等しいとは限らず、またこれらエクスポージャーのデフォルト事象の相関係数 ijρ

も一定とは限らない場合を考える。この場合の乱数発生法は以下の通りである。
  まず、 ji DD , ( ji ≠ )は、標準正規分布に従う確率変数 ji XX , を使って、
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のように表される。 ji DD , の相関係数が ijρ であるとすると、
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という関係が成立する。また、 ji XX , の相関係数を ijρ~ とすると、 ijρ と ijρ~ の間に
は ][ ji DDE を介して
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という関係が成立する。これをもとに ijρ~ を全ての ji ≠ について求めることによ

り、標準正規確率変数 nXX ,,1 � の相関行列が与えられ、 nDD ,,1 � が得られる。

（２）デフォルト事象の相関

　デフォルト事象の相関係数の計算方法には、主に企業の資産価値モデルを用い

る手法と社債のデフォルトデータを用いる手法がある。それらの手法の詳細は補

論で詳述するが、以下では、後者の手法を実際のデフォルトデータに適用するこ

とによって、デフォルト事象の相関係数の水準を確認することとする。

  使用するデータは、Moody’s社が公表している格付毎の債券のヒストリカルな

デフォルト・データ（Keenan, Shtogrin and Sobehart[1999]）である。

  1970年～1998年のデフォルト率のデータを用いて、各格付毎のデフォルト率
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の平均 pと分散 2σ を求めた上で、サンプル数が十分大きいとの仮定の下、同一

格付内の平均的なデフォルト相関 ρを近似的に求めると【図表 7】のようになる。

【図表 7】各格付に対する年別デフォルト率と同一格付内相関 ρ
Aaa Aa A Baa Ba B

1970年 0.00% 0.00% 0.00% 0.27% 4.12% 23.38%
1971年 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.42% 4.00%
1972年 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 7.41%
1973年 0.00% 0.00% 0.00% 0.45% 0.00% 3.92%
1974年 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 10.34%
1975年 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 1.02% 6.15%
1976年 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 1.01% 0.00%
1977年 0.00% 0.00% 0.00% 0.27% 0.52% 3.39%
1978年 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 1.08% 5.56%
1979年 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.49% 0.00%
1980年 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 5.06%
1981年 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 4.60%
1982年 0.00% 0.00% 0.26% 0.30% 2.73% 2.41%
1983年 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.91% 6.36%
1984年 0.00% 0.00% 0.00% 0.36% 0.83% 6.78%
1985年 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 1.75% 8.28%
1986年 0.00% 0.00% 0.00% 1.33% 2.05% 11.80%
1987年 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 2.72% 5.86%
1988年 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 1.24% 6.02%
1989年 0.00% 0.61% 0.00% 0.60% 2.98% 9.17%
1990年 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 3.32% 16.11%
1991年 0.00% 0.00% 0.00% 0.28% 5.25% 14.66%
1992年 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.30% 9.00%
1993年 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.55% 5.76%
1994年 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.23% 3.81%
1995年 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.67% 4.84%
1996年 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 1.45%
1997年 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.19% 2.10%
1998年 0.00% 0.00% 0.00% 0.12% 0.61% 4.08%

p 0.00% 0.02% 0.01% 0.14% 1.21% 6.63%

σ2 0 1.28E-06 2.33E-07 8.01E-06 1.88E-04 2.49E-03

ρ ─ 0.0061 0.0026 0.0058 0.0158 0.0402

  【図表 7】より、A格以上では殆どの年でデフォルト率が 0.00%であるため、
算出されたデフォルト相関 ρの水準に関する信頼度は高くない。したがって、こ

こでは Baa 格以下についてみると、Baa（平均デフォルト率 0.14%）でデフォ

ルト相関は 0.006、Ba（平均デフォルト率 1.21%）でデフォルト相関は 0.016、

B（平均デフォルト率 6.63%）でデフォルト相関は 0.040となっており、格付が

低いほど、すなわちデフォルト率が高いほど、デフォルト事象の相関係数が高く

なることがわかる。

  一方、Baa 格以下において、異なる格付 kと lとの間の平均的なデフォルト相
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関 klρ を算出すると以下のようになる。サンプル数が少ないため確たる結論を導

き出すことは困難であるが、格付が低くなるとデフォルト相関が大きくなる傾向

があることがわかる。

0166.0
0043.0
0031.0

 

 

 

=
=
=

BBa

BBaa

BaBaa

ρ
ρ
ρ

（３）サンプル・ポートフォリオ16の説明

Ａ．内部格付

  本稿では、信用度に応じた７段階の格付を仮定した。各々の格付はデフォルト

率（1年のデフォルト率と仮定）によって分類される。さらに、同一格付のサブ

ポートフォリオ内の全てのエクスポージャーが同一のデフォルト率を有する、す

なわち、デフォルト率は離散的であると仮定した（【図表 8】）。

【図表 8】各格付のデフォルト率

格付 1 2 3 4 5 6 7

ﾃﾞﾌｫﾙﾄ率 0.1% 0.5% 1.0% 2.0% 5.0% 10.0% 20.0%

Ｂ．デフォルト事象の相関係数

  サブポートフォリオ内のデフォルト事象の相関係数は、下表のように仮定した

（【図表 9】）。これは（２）で示した、デフォルト率が高くなるとデフォルト

相関も概ね高くなる、という事実を反映させたものである。

【図表 9】各格付のデフォルト事象の相関係数

格付 1 2 3 4 5 6 7

ﾃﾞﾌｫﾙﾄ相関 0.001 0.005 0.010 0.010 0.015 0.017 0.020

Ｃ．各格付のサブポートフォリオ

  各格付のサブポートフォリオに含まれるエクスポージャーの総額は1,000億円

とした。サブポートフォリオ内のエクスポージャー数は、a. 100、b. 500、c. 1,000

                                                  
16　本稿では、同一格付のエクスポージャーから構成されるポートフォリオを「サブポートフ

ォリオ」と呼び、異なる格付のサブポートフォリオの集合を「サンプル・ポートフォリオ」と

呼ぶ。
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の３通りとし、金額の分布は、①均一分布、②一先に集中、③10％の先に集中、

④指数分布、⑤３段階、⑥５段階、の 6 通りを設定した（詳細は【図表 10】を

参照。合計 18通りの組合わせで、1a～6cの通し番号を付した）。

【図表 10】各サブポートフォリオ内のエクスポージャーの分布等

───括弧内は Concentration factor値

a. 100先 b. 500先 c. 1000先

①均一分布 1a：各 10億円

(CF=0.100)

1b：各 2億円

(CF=0.045)

1c：各 1億円

(CF=0.032)

②１先に与信

集中（他の

100倍）

2a：1 先に 502.51

億円、99先に各5.02

億円

(CF=0.505)

2b：1 先に 166.94

億円、499 先に各

1.66億円

(CF=0.171)

2c：1先に 90.99億

円、999先に各 0.90

億円

(CF=0.095)

③10％の先に

与 信 集 中

（他の 100

倍）

3a：10先に各 91.74

億円、90先に各0.92

億円

(CF=0.290)

3b：50先に各 18.35

億円、450 先に各

0.18億円

(CF=0.130)

3c：100先に各 9.17

億円、900 先に各

0.09億円

(CF=0.092)

④指数分布 4a：平均 10 億円の

指数分布に従う

(CF=0.142)

4b：平均 2億円の指

数分布に従う

(CF=0.065)

4c：平均 1億円の指

数分布に従う

(CF=0.046)

⑤3段階分布

─金額は 2 段

階 目 で 2

倍、３段階

目で 10倍

5a：50 先に各 2.85

億円、 40 先に各

14.29億円、10先に

各 28.57億円

(CF=0.129)

5b：250先に各 0.57

億円、200 先に各

2.86 億円、50 先に

各 5.71億円

(CF=0.058)

5c：500先に各 0.29

億円、400 先に各

1.43億円、100先に

各 2.86億円

(CF=0.041)

⑥5段階分布

─各段階毎に

金額は 1.5

倍

6a：3.79億円、5.69

億円、8.53 億円、

12.80 億円、19.19

億円、をそれぞれ各

20先に配分

(CF=0.114)

6b：0.76億円、1.14

億円、1.71 億円、

2.56 億円、3.84 億

円、をそれぞれ各

100先に配分

(CF=0.051)

6c：0.38億円、0.57

億円、0.85 億円、

1.28 億円、1.92 億

円、をそれぞれ各

200先に配分

(CF=0.036)

  なお、②と③の分布は、相対的にかなり集中が進んでいるポートフォリオであ

る。このようなポートフォリオについては、前章で述べたような最大損失額の近

似の精度がそれ程高くないことが予想され、その点を確認するために設定したも

のである。
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  また、計 18通りのサブポートフォリオについて Concentration factor（CF）

の値を掲げたが、この数字から、最も分散しているポートフォリオは 1cであり、

最も集中しているサブポートフォリオは 2aであることが確認できる。

Ｄ．サンプル・ポートフォリオ

  サンプル・ポートフォリオについては、Ｃ．の格付毎のサブポートフォリオを

組合わせることにより、12 種類を設定した。具体的には、各サンプル・ポート

フォリオは、分布型・エクスポージャー数が同一の（各格付の）サブポートフォ

リオからなるものとした。それらのサンプル・ポートフォリオには、1A～6A（総

エクスポージャー数 700）、1B～6B（同 3,500）との通し番号を付けた（【図表

11】参照）。

【図表 11】サンプル・ポートフォリオ

        格付

ﾎﾟｰﾄﾌｫﾘｵ

1 2 3 4 5 6 7 総ｴｸｽﾎﾟｰ

ｼﾞｬｰ数

合計金額

（億円）

1A 1a 1a 1a 1a 1a 1a 1a 700 7,000

2A 2a 2a 2a 2a 2a 2a 2a 700 7,000

: : : : : : : : : :

: : : : : : : : : :

5B 5b 5b 5b 5b 5b 5b 5b 3,500 7,000

6B 6b 6b 6b 6b 6b 6b 6b 3,500 7,000

   なお、エクスポージャー )(, jiji ≠ 間のデフォルト事象の相関は、iの属する格
付 kと、 jの属する格付 lの組合わせのみに依存するものとした。同一格付内のエ

クスポージャー間の相関は、【図表 9】の値を使用し、異なる格付を持つエクス

ポージャー間の相関は、この水準を参考にして、次のように定めた（【図表 12】）。
  すなわち、非対角成分 )( lkkl >ρ については、対角成分を使ってデフォルト事象

の共分散を )1( kkkkkk pp −= ρσ のように求め、非対角要素に対応する共分散を

),min( llkkkl σσσ = と定め17、 )1()1( llkkklkl pppp −−= ρσ の関係を利用した。

                                                  
17　ここでは、求めた分散･共分散行列がコレスキー分解できるように、互いに異なる格付

),( lk の共分散 klσ が、それら２つの格付 ),( lk 各々の共分散 llkk σσ , の水準を上回らないとい

う条件を課した。実際には、この条件が成立しない場合がある可能性はあるが、サンプル・ポー

トフォリオの ULの計算を例示することを目的としているので、本稿ではこの点には立ち入ら

ず、上記のように分散・共分散行列がコレスキー分解できるとの前提で議論を進める。
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【図表 12】格付の各組合わせに対応する相関係数

格付 1 2 3 4 5 6 7

1 0.0010

2 0.0004 0.0050

3 0.0003 0.0035 0.0100

4 0.0002 0.0025 0.0071 0.0100

5 0.0001 0.0016 0.0046 0.0064 0.0150

6 0.0001 0.0012 0.0033 0.0047 0.0109 0.0170

7 0.0001 0.0009 0.0025 0.0035 0.0082 0.0127 0.0200

（４）シミュレーション手法の詳細

  以上の設定によるサブポートフォリオ及びそれらを組合わせたサンプル・ポー

トフォリオについて、本稿では =N 10 万回のモンテカルロ･シミュレーションで

ULを算出する。ここでは、シミュレーションの具体的手法の詳細を述べる。

Ａ．サブポートフォリオでのシミュレーション

  サブポートフォリオ（格付 k）のエクスポージャー数をn、デフォルト率を kp 、
デフォルト事象の相関係数を kkρ とする。このサブポートフォリオの UL をモン

テカルロ･シミュレーションで算出するには、相関を持ったn変量ベルヌーイ乱数
のセット ),,(,),,,(),( 1

22
1

211
1

1 N
n

NN
nn ddddddddd ���� === が必要である。この

乱数のセットを得る方法は（１）A.で述べた。

  このサブポートフォリオに含まれる n個のエクスポージャー額をそれぞれ
nkk vv ,1, ,,� （億円）とすると、1 回目の試行 1d に対応する損失額 1l （億円）は、

∑
=

=
n

i
iki vdl

1
,

11 のように求められる。2 回目以降の試行についても同様にして、

Nll ,,2
� を求め、 Nll ,,1

� の経験分布（ヒストグラム）を描く。この経験分布を、

真の損失額分布とみなしたうえで、各パーセント点を算出しこれをULとした。

Ｂ．サンプル・ポートフォリオでのシミュレーション

  （３）D.で述べた 7段階の格付を含むサンプル・ポートフォリオの損失額の計

算においてサブポートフォリオと大きく異なるのは、デフォルト率やデフォルト

事象の相関が一定でないことである。デフォルト率やデフォルト事象の相関が一

定でない場合の多変量ベルヌーイ乱数の発生方法については（１）B.で述べた。

それ以降UL算出までの手順は、サブポートフォリオの場合と同様である。
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４－２　シミュレーション結果及び考察

（１）サブポートフォリオ毎のシミュレーション

　前節で示した手法に従い、各サブポートフォリオについてULを求めた。市場

リスクの VaR を算出する場合には、UL として損失額の 99％点が用いられるこ

とが多いが、ここでは、10 万回計算した結果得られた損失額分布の 99％点と

99.9％点の両方を算出した。なお、以下ではUL＝最大損失額とする。

　【図表 13】の例は、デフォルト率 0.1％の均一ポートフォリオ（エクスポージ
ャー数 500、合計金額 1,000億円）について、 =ρ 0.01、0.10、0.20の 3通りを

設定し、その損失額分布をプロットしたものである。各水準線との交点が、その
水準での損失額を表している。これを見ると、99％点では、ρの水準による差は
大きくなく、また 20.0=ρ の場合よりも損失額が小さくなると考えられる

10.0=ρ の場合の方が僅かに損失が大きくなっている。つまり、99%点では、サ

ブポートフォリオのリスクを的確には捉え切れていないことになる。一方 99.9％
点では、そのような問題は発生していないことがわかる。実際の分析における ρ

等のパラメータ設定では、【図表 13】に見られるようなケースは発生しなかっ

たが、念のため 99.0％点、99.9％点の両方を算出した。

【図表 13】損失額分布（与信先数 500、デフォルト率 0.1%）

   ──横軸：損失額（億円）、縦軸：観測頻度（累積、常用対数値）
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　次に、サブポートフォリオについて、シミュレーションの結果を基に、損失額

の確率密度分布の具体例を【図表 14】に示す。ここでは、サブポートフォリオ

は 1b（均一ポート、500先）とし、格付は６と７の場合について例示した。ここ
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から分布の形状が左右非対称となっていること等が確認できる。

【図表 14】損失額の確率密度分布の具体例

───横軸：損失額（億円）、縦軸：観測頻度
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　さて、2～6のサブポートフォリオ毎に、(3-9)式を用いて近似的に算出したUL

とシミュレーションによって求めた UL との相対誤差を表した図が【図表 15】

～【図表 19】である18、19。

                                                  
18　ここでの相対誤差は、シミュレーションで求めた 99％タイルの ULに対する近似値の誤差

である。
19　各サブポートフォリオについて、上記のデフォルト率とデフォルト相関の全ての組合わせ

のデータ（49個）がプロットされている（ただし、【図表 15】～【図表 19】では相対誤差が

500%超となるデータは除いてある）。
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【図表 15】サブポートフォリオ２の拡張 CFと相対誤差

───横軸：拡張 CF、縦軸：相対誤差
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【図表 16】サブポートフォリオ３の拡張 CFと相対誤差

───横軸：拡張 CF、縦軸：相対誤差
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【図表 17】サブポートフォリオ４の拡張 CFと相対誤差

───横軸：拡張 CF、縦軸：相対誤差
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【図表 18】サブポートフォリオ５の拡張 CFと相対誤差

───横軸：拡張 CF、縦軸：相対誤差
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【図表 19】サブポートフォリオ 6の拡張 CFと相対誤差

───横軸：拡張 CF、縦軸：相対誤差
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　また、これら相対誤差の絶対値の平均及び最大値を、サブポートフォリオ毎に

【図表 20】に示した。

【図表 20】相対誤差の絶対値平均と最大値（単位：%）

2a 2b 2c 3a 3b 3c 4a 4b 4c

絶対値平均 230.53 53.74 24.42 128.13 18.31 14.73 8.34 4.50 3.34

最大値 860.01 280.43 147.00 1,218.43 86.29 78.90 49.41 23.53 18.53

5a 5b 5c 6a 6b 6c

絶対値平均 8.22 3.46 2.53 5.09 2.10 1.42

最大値 55.56 15.15 12.37 41.16 8.23 5.84

　この結果からは、まず1先だけ大口エクスポージャーが存在する場合（サブポー

トフォリオ２）及び 10％の先に与信が集中している場合（サブポートフォリオ

3）は、相対誤差が大きいことがわかる。これに対し、相対的にエクスポージャー

が分散化されているサブポートフォリオ（4～6）では、相対誤差が絶対値平均で

数%の範囲に収まっていることがわかる（網掛けを施してある部分）。実際の金

融機関の与信ポートフォリオでは、サブポートフォリオ 2、3 のように極端に与

信が集中しているようなケースは殆どないと考えられることから、(3-9)式によっ

てULを近似する手法が、今回のサブポートフォリオについてシミュレーション

を行った範囲では、実務上ある程度はワークするとみられる。
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  なお、サブポートフォリオ 4a、5a、6aでは、それぞれ 1例ずつが、－40％超

の比較的大きな相対誤差を示している。そこで、サブポートフォリオ 4a～6a、

4b～6b、4c～6cについて、デフォルト率と相対誤差の関係を【図表 21】に示し

た。

【図表 21】サブポートフォリオ 4～6のデフォルト率と相対誤差

───横軸：デフォルト率、縦軸：相対誤差
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  これを見ると、エクスポージャー数=100、デフォルト率=0.1%、デフォルト相

関=0.001 の設定の場合に、上記の－40％超の最大の相対誤差が生じていること

がわかる。

　脚注15でも言及したように、現在のような景気低迷局面においては、金融機関

の与信ポートフォリオで高い内部格付（すなわち、かなり低いデフォルト率）を

付与されているようなエクスポージャーはそれ程多くはないと考えられる。この

ため、そのような高い内部格付のサブポートフォリオでは、ここで示したように、

近似精度が十分に確保できない可能性はある。しかしながら、このようなサブ

ポートフォリオの場合には、シミュレーションによって相対誤差の水準を計算し

た上で、その水準（上記の例では－40%超）を所与として調整を施してULを見

積もるという手法も考えられる。

（２）サンプル・ポートフォリオの ULの算出

  サンプル･ポートフォリオ 1A～6A、1B～6Bについて、４－１で述べた手法を
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用いてシミュレーションを行いULを算出した。また、サブポートフォリオ毎に

ULを計算し、それらを単純に合計したものも比較のため【図表 22】に示した。

【図表 22】サンプル・ポートフォリオのUL

99.0%UL（億円） 99.9%UL（億円）
①全体
で計算

②ｻﾌﾞﾎﾟ
ｰﾄﾌｫﾘｵ
を合計

②／① ①全体
で計算

②ｻﾌﾞﾎﾟ
ｰﾄﾌｫﾘｵ
を合計

②／①

1A 750.00 980.00 1.31 920.00 1,280.00 1.39

2A 1,296.48 2,417.09 1.86 1,788.95 3,537.69 1.98

3A 958.12 1,609.17 1.68 1,164.22 2,273.39 1.95

4A 779.12 1,117.85 1.43 946.62 1,489.89 1.57

5A 771.43 1,074.29 1.39 937.14 1,417.14 1.51

6A 760.66 1,026.07 1.35 918.72 1,352.37 1.47

1B 726.00 876.00 1.21 878.00 1,122.00 1.28

2B 828.05 1,288.82 1.56 1,028.38 1,764.61 1.72

3B 773.95 1,055.60 1.36 953.39 1,394.68 1.46

4B 732.84 905.23 1.24 893.02 1,163.86 1.30

5B 730.85 892.57 1.22 893.14 1,138.85 1.28

6B 729.57 882.94 1.21 887.77 1,126.49 1.27

  サブポートフォリオ毎にULを計算し、それらを単純に合計したものは、サン

プル･ポートフォリオ全体で計算したULよりも明らかに大きくなる。【図表 22】

からは、本稿で用いたサンプル、デフォルト率、格付区分数等の条件では、前者

は後者の 1.2倍～2倍程度になっている20ことがわかる。

（３）ポートフォリオの ULの簡便な算出手法

　サンプル･ポートフォリオ全体の UL を計算する場合、簡便な手法として、各

サブポートフォリオのULの単純合計を（２）で示した倍率で除することが考え

られる。この倍率は、ポートフォリオの構成が大きく変化しない限りは、一定で

あると見なしても差し支えないと考えられる。実際の金融機関の与信ポートフォ

                                                  
20 　一般的には、格付区分数が多くなれば多くなるほど、サブポートフォリオ内のエクスポー

ジャー分散効果が減殺されるため、この倍率は大きくなる。
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リオの構成が短期間で大きく変動することはあまり想定できない21ことから、あ

る程度定期的にこの倍率をシミュレーションによって算出しておけば十分であ

ると思われる。

　一方、サブポートフォリオのULについては、上述したように、ポートフォリ

オの不均一さが変化したとしても、エクスポージャー個数nが不変である場合や
nの増減が実務的に無視できると判断されるような場合には、エクスポージャー
個数nの均一ポートフォリオのULで代用して、サブポートフォリオの ULを近

似的に算出することができる。

５．おわりに

  金融機関における与信ポートフォリオの信用リスク量の算出においては、一般

的には、コンピュータによるシミュレーションが行われる。しかしながら、与信

エクスポージャーの数が多くなると、シミュレーションに長時間を要してしまい、

機動的な信用リスク量の算出が困難となることがある。

　本稿では、そうしたシミュレーションの負担を極力抑制しつつ、ある程度簡便

に与信ポートフォリオの信用リスク量を近似する手法を提示した。この手法のポ

イントは、①ポートフォリオのエクスポージャー数及び金額を一定とすると、損

失額の標準偏差は各エクスポージャーの金額が同一の均一ポートフォリオの場

合に最小となること、②ポートフォリオの不均一さは Concentration factor(CF)

ないしデフォルト相関係数の調整を加えた拡張 CFで定義できること、に着目し

た上で、不均一ポートフォリオの任意の信頼区間（例えば 99%タイル）の損失額、

すなわち信用リスク量は、（エクスポージャー数と金額が同一の）均一ポートフ

ォリオの同損失額に 2つのポートフォリオの拡張CFの比を乗じることで近似で

きると仮定したことである。

　本稿の目的は、この仮定が実務上使用できる範囲で成立し得るのかを、仮想的

に設定した数種類のポートフォリオにおいてシミュレーションを行うことによ

って確認することであった。今回のシミュレーション結果からは、大口エクス

ポージャーが存在しポートフォリオの集中度が相当高くなっているような場合

を除いて、拡張 CFを使った簡便的手法でポートフォリオの信用リスク量がある

程度の精度（本稿の結果では平均 10％未満の相対誤差）で近似できること、す

なわち上記の仮定が概ね実務上使用できると思われる範囲で成立することが確

                                                  
21 　邦銀の場合、現状、与信額の増減率は非常に低い水準となっている。
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認できた。勿論、時間をかけてシミュレーションを行うことによって信用リスク

量を算出する場合に比べれば、この近似手法にはより大きな誤差が内包されてい

ることは言うまでもないが、トレーディング・ポートフォリオと異なり与信ポー

トフォリオの構成はそれ程急激には変動しないことを考えると、こうした近似手

法をシミュレーションと併用することには一定の有用性があると考えられる。

以　　上
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（補論１）均一ポートフォリオの最大損失額の解析的な算出方法

Ａ．最大損失額の解析的な算出方法

　均一ポートフォリオでは、1先当たりのエクスポージャー額が等しいため、定
められた確率（例えば、99%、99.9%）で何先までデフォルトするかにより最大
損失額を求めることができる。すなわち、N先のうちn先デフォルトする確率を

N
nP とすると、99%最大損失額を求める場合、 99.0

0
≥∑

=

m

n

N
nP となる最小のmを求め

れば、1先当たりのエクスポージャー額vと掛け合わせたmvが 99%最大損失額と
なる。
　そこで、 N 先のうちn先デフォルトする確率 N

nP を求めることを考える。1 先

当たりのデフォルト確率を pとする。相関の与え方は４－１（１）A．で示した
とおりであり、Φ )(⋅ を標準正規分布の累積密度関数として、 )(1 p−Φ=α と置くと、

N
nP は正規分布を介して(1)式のように表現できる。
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ここで、 nN C は N 個のうち n個を選ぶ組合せの数である。確率変数 iX には(1)式
のように相関があり互いに独立ではないが、これは互いに独立な確率変数 iVU , を

使って、

ii VUX ρρ ~1~ −+= ,  ...)1,0(, diiNVU i～ (2)

と書き直すことができる。(1)式と(2)式を用いると N
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と変形できる。ただし、φ )(u は標準正規分布の確率密度関数で、
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である。(3)式はさらに変形して、
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となる。この変形には iV が互いに独立であることを使った。

　纏めると、99%最大損失額を求める場合、
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となる最小のmを求め、1先当たりのエクスポージャー額 vと掛け合わせたmvが
99%最大損失額となる。

Ｂ．損失額分布のシミュレーション結果との比較

　A．での考え方を用いると、n先デフォルトする、すなわち、損失額がnvであ
る確率は N

nP となるため、損失額分布についても解析的に求めることができる。

そこで、【図表 14】で示した損失額の確率密度分布のシミュレーション結果に
対して、同一のサブポートフォリオについて上記の解析的な手法で求めた結果を
重ね合わせてみると、【図表 A】のようになる。【図表 A】において、滑らかな
２本の曲線が解析的な手法による計算結果であり、ギザギザな２本の曲線がシミ
ュレーションによる計算結果である。
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【図表 A】損失額の確率密度分布（シミュレーションと解析的な手法との比較）
───横軸：損失額（億円）、縦軸：観測頻度、確率
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　【図表 A】をみると、シミュレーションによる計算結果も解析的な手法による
計算結果もほとんど変わらないことがわかる。
　99％最大損失額について、解析的な手法による結果とシミュレーションによる
結果を比較した表が【図表 B】である。

【図表 B】解析的な手法での 99%ULとシミュレーションによる 99%ULとの差

――単位：億円

サブポートフォリオ 1bの格付 差（解析的手法-シミュレーション）

1 0.00

2 0.00

3 0.00

4 0.00

5 0.00

6 0.00

7 2.00

【図表 B】より、99％最大損失額については、両者の結果に殆ど差異がないこと
がわかる。
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（補論２）デフォルト事象の相関係数の算出手法

Ａ．企業の資産価値モデルを用いる手法

  Merton[1974]の考え方に従って、企業の資産価値がある水準以下に低下した場

合に、デフォルトが発生すると考える。つまり、企業の資産価値にデフォルトと

非デフォルトの境界となる閾値が存在するとする。

  その上で、企業の資産価値の収益率が、標準正規分布に従うと仮定してモデル
化を行う。つまり、企業 iのデフォルト率を piとすると、デフォルト・非デフォ
ルトの閾値は、 )(1 ⋅Φ− を標準正規分布の累積密度関数の逆関数として、 )(1

ip−Φ で
与えられる。これを用いれば、企業 iと企業 jの同時デフォルト率 ijp は、

{ } jijiji

p p

ij dxdxxrxxx
rr

p
i j
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
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−
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−
= ∫ ∫

− −Φ

∞−

Φ
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2
)1(2

1exp
12
1 22

2

)( )(

2

1 1

π
(7)

ただし、 rは企業 ji, の資産収益率22の相関係数

で与えられる。
  これによって、企業 iと企業 jのデフォルト事象の相関係数 D

ijρ は(8)式により求

められる23。

)1()1( jjii

jiijD
ij pppp

ppp
−−

=
−

ρ (8)

　Ｂ．債券のデフォルト･データ用いる手法

   債券のデフォルト･データを用いて、計算を行う方法を解説する。例えば格付

機関が公表している格付毎の債券のデフォルト･データに対してこの手法を適用

することによって、同一格付内または異なる格付間の平均的なデフォルト事象の

相関の水準を求めることが出来る。

① 同一格付内の相関24

  まず、同一のデフォルト率（同じ格付）を持つN企業を考える。 iD を企業 iが

デフォルトしたときに 1、デフォルトしなかった場合に 0をとる確率変数とする。

                                                  
22  CreditMetricsでは、企業の株価収益率を資産収益率の代理変数（proxy）として使用し、

その相関係数の計算を行う枠組みを採用している。
23  Zhou[1997]は、この手法を拡張し、first-passage-timeモデルを用いたデフォルト事象の

相関係数の算出方法を提示した。
24  本項目については、JP Morgan & Co. [1997]の Appendix Fを参考にした。
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また、平均デフォルト率を p、デフォルトの標準偏差をσ とする。このとき、次

のような関係がある。
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


=
)(0
):(1

otherwise
defaulti

Di (9)
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)1( pp −=σ (11)

  Sをデフォルト総数、すなわち、 ∑
=

=
N

i
iDS

1

とすると、Sの分散は次のようにな

る。
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  ここで、企業間のデフォルト相関を ijρ とし、 1=iiρ 、 ijji ρρ = という関係を用

いた。企業間のデフォルト相関 ijρ ではなく、平均的なデフォルト相関 ρを考える

と、 ρは次のように定義できる。
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これを用いて Sの分散を表すと、

[ ]ρ)1()1()( −+−= NNNppSVar (14)

となる。一方、デフォルトのボラティリティσ は、 )/(2 NSVar=σ という関係に

あることから、

N
Npp
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となる。これを変形することで、平均的なデフォルト相関 ρが
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1

1
)1(

2

−

−
−=
N

pp
Nσ

ρ  (16)

と表されることがわかる。

  Nが十分大きいときには、(16)式は次のように近似できる。

)1(

2

pp −
≅ σρ (17)

② 異なる格付間の相関

  同様に、異なる格付 kと lに対して、 ikD , 、 jlD , をそれぞれ企業 i、企業 jがデフ

ォルトしたときに 1、デフォルトしなかった場合に 0をとる確率変数とする。格

付 kと lに対し、それぞれN企業、M 企業あるとする。ここで、デフォルト総数
kS 、 lS 、平均デフォルト率 kp 、 lp を次のように定義する。
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        異なる格付 kと lに対する平均的なデフォルト相関 klρ を次のように定義する。
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        このとき、 kS と lS の共分散は(14)式と同様に次のようになる。
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  一方、
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となることから、格付間の平均的なデフォルト相関 klρ は以下で表される。
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